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Введение 

Работа посвящена изучению граничных свойств функций из многомерных 
классов Харди Нр и решений некоторых краевых задач для уравнений в 
частных производных. 

Рассматриваемые нами вопросы возникли первоначально в теории про­
странств Харди, одной из характерных черт которой является наличие у 
функций из этих пространств предельных значений почти всюду (п. в.) на 
границе области определения. При этом предельные значения понимаются 
как пределы вдоль некоторых областей подхода к границе (естественно, ши­
роких, насколько это возможно). Примерами могут служить некасательные 
конусы Лузина 

для классов Харди гармонических функций в полупространстве R +

+ или 
допустимые области Кораньи—Стейна 

для классов Харди голоморфных функций в единичном шаре многомерного 
комплексного евклидова пространства (определения см. в разделе 3, где 
классы Харди рассматриваются подробно). 

Целью нашей работы является рассмотрение ряда результатов, связан­
ных со следующей задачей. Пусть функция из того или иного класса Харди 
обладает дополнительными свойствами гладкости. Вдоль каких областей ,̂ 
более широких, чем исходные, эта функция будет иметь предел п. в. на гра­
нице и каковы количественные оценки такого предельного перехода. 

1.1. Впервые, по-видимому, касательное поведение голоморных функций 
в круге 5 1 = {z ЕЕ С : | z | < 1} изучал Карго [1], рассматривавший гранич­
ное поведение произведений Бляшке с нулями, удовлетворяющими условию 

{(У, t) s R T 1 : I * - У К ß*>, ß > О, (1) 

(2) 

1. История задачи 

00 

2 (1 — I z n | ) а •< оо, а > О, вдоль областей 

{* 6= В 1 : I * - U < ß (1 - I * I) 8}, e > 0. (3) 
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Эта работа послужила поводом для заметки Кинни [2], в которой иссле­
довалось граничное поведение функций вида 

вдоль областей (3). 
Таким образом, в [1, 2] впервые рассматривались области (3), имеющие, 

при 0 < е •< 1 больший порядок контакта с границей dB1, чем классиче­
ские некасательные области (3) с е = 1 ((2) при N = 1); кроме того, эти об­
ласти связывались с граничным поведением функций, на которые налага­
лись ограничения гладкости (по существу, в терминах дробного интегриро­
вания). Мы не будем приводить результатов из [1, 2], так как они формули­
руются в терминах емкостей, нас же в этой работе интересуют вопросы, свя­
занные с мерой и шкалой пространств LP. 

1.2. В приведенной нами постановке задача впервые рассматривалась 
Нагелем, Рудиным и Шапиро [31, которые изучали граничное поведение 
сверток вида f*K*Pt, где / Œ Lp (RN), p > 1, К Œ L1 (ItN) — радиальное 
монотонное ядро, Pt (x) = t (\x | 2 + г 2 ) - № 1 ) / 2 — Я Д р 0 Пуассона полупро­
странства M++1. Мы приведем наиболее интересные примеры из работы [3] 
в эквивалентных терминах пространства Нр (R++1) — при p > 1 гармони­
ческая функция и ЕЕ BP (J2++1) тогда и только тогда, когда и (x, t) = f * 
* Pt (х) с некоторой функцией f Œ Lv (RN) [4, с. 167]. Пусть 

|Г 8 (x) = {(у, t) Œ + 1 : I x - y | < ß max *)}, 

Neu {x) = sup {I и (y, t) I : (y, t) Œ Г 8 (x)} (4) 

и / а — ядро Бесселя [5, с. 155]; отметим для дальнейшего, что 
оо 

и ( *, t)*Ja (х) = $ -Sa (s) u{x,t + s) ds, (5) 
0 

где и Œ Hp (JS++1) и функция Ba удовлетворяет оценкам 

Ва (s) = О s 0; Ва {s) = О (е-1/**), s _^ оо (6) 

Т е о р е м а 1 [3]. Пусть 1 < p < оо, 0 < a < Nip и и Œ Нр ( R ? + 1 ) . 
Тогда 

II Ne (Ja*u) \\lP(bN) < с H Nxu \\LP{BN) , e = l — оф/iV (7) 

и Ja * и п. е. на j ß N имеет предел вдоль областей Г е (# ) . 
Аналогичный результат получен в [3] и для ар = iV, в этом случае об* 

ласти Г е (х) надо заменить областями 

{(у, t) ЕЕ Л Г : I x - У I < ß шах ((in *)} , г, - Ü ^ L . 

При ap^>N Ja * и непрерывно продолжается на -ßf + 1 , если и Œ Нр (R++1). 
1.3. В [3] показано также, что теорема 1 теряет силу даже в части схо­

димости п. в. при замене областей Г 8 (х) любыми областями вида 

{(у, t) e£S? + 1 : Ix - у |<Ф (t)}, Hm = 0. 

Таким образом, теорема 1 имеет любопытную особенность — максималь­
ный оператор, ассоциированный с оптимальными областями, удовлетворяет 
неравенству сильного типа (7). Казалось бы, в такой ситуации должно выпол-
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няться только неравенство слабого типа 

m{xŒRN:Ne (Ja*u) (x) > Я} < с II \\LviBN)) * > 0. 

{m — мера Лебега на 22^), которое, по существу, эквивалентно части теоре­
мы 1, относящейся к сходимости п.в. Именно это неравенство и доказано 
сначала в [3], а затем с помощью /^-неравенств для емкостей из него выво­
дилось (7). Отметим, что такой подход неприменим для случая 0 < p 1. 

1.4. Другой пример, приведенный в [3], связан с дробными интегралами 
Коши в единичном круге В1. Пусть 

(1 _ ху*-1 Œ § А«хп, 0 < x < 1, а > - 1, (8) 
п=0 

C*t(z) = S Anacnzn, f(z) = 1 спг", 
n = 0 n=0 

ikfe/ = snp {I / (z) I : I z - H < ß (1 - I z I)-}, E Œ 

Т е о р е м а 2 [3]. Пусть К p < oo, 0 < a ; ? < 1 и / G F (5 1 ) . Тогда 

Il Мг (Caf) \\Lv0B1) < с H ilf j / | | L p ( d B l ) 1 8 = 1 — ttJ9. 

На самом деле в [3J рассматривались операторы 
я 

F -* 4 г I V- - e~it^a~1 F ® d t ' FçELv[-n,n], p > 1, 
—Я 

но из (8) ясно, что изучение этого оператора равносильно изучению Са на 
Нр (В1), р > 1. Многомерные аналоги таких операторов в [3] не рассмат­
ривались. 

1.5. Следующий шаг был сделан Нагелем и Стейном [6J, распростравгав-
шими теорему 1 на случай 0 < р < ; 1. При этом они действовали методом, 
совершенно отличным от применявшегося в [3]. Именно, в [6] изучались 
максимальные операторы вида 

Nz>vu (х) = sup {t* I и {у, t) I : I x - y | < *e, t < 2 -v / t t - s ) } , 

где v = 0, 1, . . . . Сначала в [6] доказывалось неравенство 

II W e . H ^ a i V ) < с H iV^ | | L P ( j R i V ) , 8 = 1 - ap/N > 0, (9) 

которое основано на атомических разложениях для тент-пространств из [7]. 
Затем с использованием сверточной структуры функций из Нр (JB+ + 1) и 
растяжений JB^ из (9) выводилось неравенство 

II NStVu \\LpiRN) <C2-V*/P К Nxu \\Lv^N), 8 = 1 _ ap/N, (10) 

{с не зависит от и и v). После этого Ja * и в виде (5) изучался с помощью 
стандартных двоичных разбиений 

t 2 V + 1 * со 

0 a v t 1 

и основным моментом было применение неравенств (10) к среднему слагае­
мому. 

Таким образом, если учесть, что атомические разложения из [7] основа­
ны лишь на теореме разложения Уитни (см., например, [5, с. 199]), то методы 
работы [6] носят более прямой метрический характер. Тем не менее эти ме-
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тоды существенно связаны с алгебраической структурой как функций, так 
и их области определения. 

1.6. Метод работы [6] использовался затем в [8] для доказательства оце­
нок вида (9) в контексте пространств однородного типа (см. раздел 2), но 
новые интегральные операторы в [8] не рассматривались, так как переход 
от (9) к (10) осуществлялся как и в [6]. 

Укажем еще на статью [9], в которой результаты из [3] распространялись 
на более широкие классы, чем Ja {LP (RN)). В идейном отношении эта рабо­
та близка к [3]. 

2. Общие оценки 
для сглаживающих операторов 

В этом разделе мы дадим, в частности, прямое доказательство оценок 
вида (10), основанное исключительно на геометрических идеях, которое не-
связано со специальной алгебраической структурой функции и ее области, 
определения (см. п. 2.9 ниже). Это позволяет доказывать точные оценки 
для достаточно общих одномерных сглаживающих интегральных операторов 
в абстрактном полупространстве или шаре, построенном на пространстве 
однородного типа. В последующих разделах мы укажем ряд приложении 
этих оценок к пространствам Харди в областях в CN (раздел 3). В частности,, 
мы получим многомерный аналог теоремы 2. В разделе 4 изучается гранич­
ное поведение решений некоторых краевых задач для уравнений в частных 
производных в липшицевых и С^-областях в R N . 

2.1. Пусть5 X — локально компактное хаусдорфово пространство, то­
пология которого задается квазиметрикой d. Это означает, что функция 
d : X2 JB+ удовлетворяет условиям 

d (х, У) = 0 4 4 x = у; d (x, у) < ad (у, х)\ 

d {x, z) < a [d (а, у) + d (у, z)] 

для любых x, у, z Œ X (постоянная а ^ 1 не зависит от выбора элементов 
X) и множество открытых шаров 

В (x, t) = {yŒX :d (x, y) < t} 

образует базу окрестностей топологии X. 
Пусть еще на X задана положительная борелевская мера fx, удовлетво­

ряющая условию удвоения 
[i (В (z, 2t)) < fejx (В (x, t)) 

при всех x Œz X ж t ЕЕ (0, II (постоянная b > 1 не зависит от х и t). Это ус­
ловие нам будет удобно записывать в виде 

|i (В (ж, st))< аУр (В (x, t)), х<=Х, 0 < t < 1/* < 1 (11) 

(можно взять с = b и 7 = log2 b). Значение постоянной 7 важно для даль­
нейшего. Считаем еще, что всюду \х(В(хг 1 ) ) > С > 0 . 

2.2. По терминологии [10] (X, d, \х) —пространство однородного типа. 
Мы не будем пользоваться теорией таких пространств, за исключением сле­
дующего утверждения, которое, впрочем, доказывается также, как и в ев­
клидовом случае (см., например, [5, с. 20]). 

Л е м м а. Существует постоянная с ]> 0 такая, что для любого измери­
мого множества Е С X и любого покрытия {В} этого множества шарами 
ограниченного радиуса существует не более чем счетная совокупность {Вj} d 
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CI {В} со свойствами 

в<Г}В} = 0 {ъф]), ц ( Я ) < с 2 и ( . в , ) . 
i 

2.3. Рассмотрим произведение X х (0, 1], и для каждой точки x Œ X 
выделим в этом произведении область подхода к границе 

Г е (*) - {(у, t) Œ X x (О, II : d (x, у) < t% e > 0. (12) 
Семейство областей (12) естественным образом порождает понятие Г 8-

предела. Введем еще максимальные операторы 
Jt-e и (х) = sup {I и (у, t) I : (у, t) G Г 8 {х)}. (13) 

Иногда в определениях (12) и (13) надо будет ограничиваться значениями 
t Œ (0, ô], где ô ЕЕ (0, 1] — фиксированное число. Соответствующие области 
и операторы обозначаем тогда Г8, ô (х) и Ж8 ô (х). 

2.4. Пусть К Œ L1 [0, 1] и 

v* 
Xu(x, t) = \K(s)u(x, t + s)ds. (14) 

о 
Мы будем рассматривать ниже только непрерывные функции на X х (0^ 

1], так что интеграл в (14) всегда будет иметь смысл. 
Для наших приложений вполне достаточно рассмотрения ядер К, удов­

летворяющих условию 
t 
^\K(s)\ds*Cct«, 0 < * < 1 , (15) 
о 

с некоторыми постоянными с ^> 0 и а ^> 0, не зависящими от t. В таком слу­
чае Ctf является сглаживающим оператором, что подтверждается неравен­
ством 

II JfiM № > \\L*m <с\\Лги \\Lv(X), 1/ff = i/p - a/y. (16) 

2.5. Теперь мы готовы к формулировке основного результата нашей ра­
боты. 

Т е о р е м а 3. Пусть 0 < р <С оо, выполнены условия (11) и (15), причем 
0 < ар < у- Тогда для любых и Œ С (X х (0,1]) иг Œ И — ар/у, 1] 

II ЛГв, v. Ньвда < с II A " Hi*(*)' T = iH1 " Г " ) • ( 1 7 ) 

Если дополнительно Ж±и Œ Lv {Х),тоЖип. в. наХимеетТх^а7)]Тпредел. 
Можно показать, что утверждение теоремы 3 является точным. Во-пер­

вых, условия (11) и (15) нельзя ослабить, сохраняя тот же вывод. Во-вторых,; 
области Г 8 (х) с указанным е и соответствующие показатели q являются оп­
тимальными. Наконец, нельзя утверждать существования предела вдоль 
любых более широких областей, чем указано в теореме. Мы не будем оста­
навливаться на точных формулировках. Ниже будет видно (см., например, 
теорему 10 в п. 4.12), что и в конкретных приложениях следствия из теоремы 
3 носят окончательный характер. 

2.6. В случае, когда X — компактное пространство (см. п. 2.1), полезен 
другой вариант теоремы 3, состоящий в замене (0, 1] с операцией сложения 
на [0, 1) с операцией умножения. Для этого надо изменить (12) и (14), (15) 
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соответственно на 
Г е (x) = {(у, t) SE X X [0, 1) : d (x, у)<(1- t)*}, (12'> 

1 

Mu {x, t) = [K{s)u (x, ts) ds, (14') 
0 

1 

J \K(s)\ds^ct*, * e ( 0 , 1]. (15') 

В таких терминах теорема 3 сохраняет силу. Этот вариант удобен при: 
работе со звездными областями в действительном или комплексном евклидо­
вом пространстве. 

2.7. Пусть 0 < ô < 1/2 и 
ô 

Ж0и(x, t) = ^K(s)u(x, t + s)ds 
о 

и, если множество F С X, то обозначим F [ô] = \J В (х, 6). 

Теорема 4. Пусть р и К удовлетворяют условиям теоремы 3, F CZ X — 
измеримое множество. Тогда для любой функции и Œ С (X X (0, 2ô]) и 

(с не зависит от и и F), — = —̂— f 1 — ) . 
Это утверждение показывает, что теорема 3 имеет локальный характер-
2.8. Приведенные теоремы 3 и 4 могут трактоваться как утверждения об 

ограниченности операторов в некоторых функциональных пространствах,, 
определяемых принадлежностью к LP максимального оператора, ассоцииро­
ванного с некоторым семейством областей подхода к границе (см. (12) и (13)). 
Например, естественно рассмотреть пространство функций u Е С ( I X (0Г 

1]), для которых Жъ и Œ LP (Z), а также выделить в нем подпространство-
функций, п. в. имеющих Г8-предел. В случае X = R N , d (x, у) = | х — у [ 
(евклидова норма) такое пространство изучалось по другому поводу в [7]. 
Такие пространства полезны и в других вопросах, например, в связи с диф­
ференциальными свойствами граничных функций [11]. Мы надеемся в даль­
нейшем изложить общую схему построения семейств областей подхода к гра­
нице (не связанную с пространствами однородного типа) и классов функций., 
определяемых принадлежностью к LP соответствующего максимального-
оператора. 

2.9. Доказательство теоремы 3. Рассмотрим сначала основной случай 
е = 1 — ар/у. Для этого введем вспомогательную максимальную функцию 

rrùpu (х) = sup {* a I и {у, t) I : d (x, y) < (2-**)«, t < 2-*«/&-*> = ô v } . 

Для % > 0 положим 

E* (l) = {x Œ X : т^х)и (x) > X}. 

Пусть, далее, натуральное число &v определяется из условия Z"^'1 <Z 
< Ôv < 2~Ч Обозначим 

Е% {Ц = {x ЕЕ Еа (X) : 2-*- 1 < t a (х) < 2"*}, k > Äv, 
где 

t* (x) = sup {t < 6v : Яу d (x, y) < (2-Ч)8, t« I и (j,, t) I > %}. 
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Нетрудно убедиться в измеримости множеств Е% (X), к > &v, а также в 
в том, что 

Я » ( > . ) П Я ? ( Ь ) = 0> 0 Е%(Х) = Я*(Х). (18) 

Далее вводим обозначения 

Е° (X) = {x Œ X : т0и (x) > X], 

El (X) = {x ЕЕ Е» (к) : 2-*-i < * 0 (*) < 2-*}, к > Л,. 

где 

m0u (ж) = sup {I и (у, t) I : d (x, у) < £/4a2, i < ô v } , 

t0 (x) = sup {t < ôv : 3z/ d (z, z/) < */4a2, | и (y, t) \ > Я}. 

Тогда (18) выполнено при a = 0. 
Для оценки fx (i?£ (А,)) возьмем произвольно x ЕЕ Е% (X) и найдем у Œ X 

и « ЕЕ (2-*-1, 2~*), для которых будет d (х, у) < (2~Ч)& и * а | и {у, t) | > Я. 
Обозначим через Вх = В (у, (2~v£)8), тогда семейство {Ä^ : rz ЕЕ Е% (X)} 
образует покрытие множества Е% (Я), так как x ЕЕ Вх. В силу леммы из 
п. 2.2 из этого покрытия можно выделить не более чем счетное подсемейство 
Вх == В (г/;, (2~vt;)e), / > 1, со свойствами 

BxjÇ)BXi = 0, ii(E^(X))^c^ii(Bxj). 

Обозначим через А е = £-^-log22aJ + 1 и покажем, что при k^ke + kv 

Bt=B{ypa-^-z)çz Ù Е\(2«\), / > 1 . 

В самом деле, пусть х ЕЕ В*^ и точка (z, т) такова, что 

d(x, z)<%/4:a2, 2*е"* < т < ô v. 

Тогда 
d (а:у, z) < a2 [d (zh ys) + d or) + d (x, z)] < 

< a2 [{2-4jY + a"22-Ä-3 + T / 4 a 2 ] . 

Но так как т < ôv, то т < (2~ vT) s , кроме того, из т > 2*8"* еле-
дует (2~%)8 < ( 2 ~ \ ) 8 , поэтому d (a:;-, z) < (2~ vT) 8 . В силу того, что 

Œ JS* (X) и т < ôv, отсюда вытекает | и (z, т) | < тгаА, < 2аК*Я. Это озна­
чает, что х ф, El (2alîX) при всех i < /с — й8. С другой стороны, из соотно-

f. 

шений > 2-*- 1, d(z, yj)<C"^r ж \и(у}1 t3) | > 2 а Ч видим, что s ^ 

q£ (2а1:Х) при i > А. Тем самым наше включение доказано. 
Шары 5*^ попарно не пересекаются (они лежат в непересекающихся ша­

рах 1Ц), следовательно, из (11), (18), и из доказанного включения получаем 

I* (Я (*-)) < с £ ц (BXj) < с £ [ i 2 l Ç r ! l l ] V ^ (Б*5) = 
i i 

< c 2 4 * w p ( U S Î , ) < 2 e p i ' m | i ( U £?(2a\))-
i J i = R - R e 
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Аналогичные рассуждения, но с упрощениями, показывают справедли­
вость соотношения! 

Для этого надо, как и выше, покрыть часть множества из левой части непере­
секающимися шарами В (у3, (2~%-)8), где 2"*Kv_ÎCe < tj < ô v, тогда непере­
секающиеся шары В (г/j-, tj) содержатся во множестве из правой части. 

Теперь, используя последние два неравенства и тождество 
оо 

l\f\pd[is=pl^iL{xŒX:\f(x)\^X}dX1 

X о 

можно показать, что 

II тфи | | tp ( J E ) < с2Ча-у/р) \\т0и | | t f ( J C ) , (19) 

где постоянная с не зависит от и и v. В самом деле, 

\\т^и\\1Чх)<с S 2 ^ > ( ^ ( 2 ° " " ) ) < 
Г П = — О О 

< с 2 2 e"m[ix(* V'u e" 1£?(2 e m))+ f j И ^ ( 2 а т ) ) 1 < 

< c 2 " 8 V V 2 2 а р т [ 2 а р % ( V J £ ? ( 2 а ( т + ^ ) ) + 

+ 2 2« 1* S ^ ( ^ ( 2 a ( w , + , t ) ) ) ] < 

OO 00 oo 

< c 2 ' e v v 2 S 2 a p ( m + , cV(£ 0

k (2 a ( m + ' c -^)) = c2 - e v v 2 2 a p m

f i ( £ 0 ( 2 a ( m - ^ ) ) < 

т=—-oo fc=7cv m = — o o 

oo 

< C 2 - 8 ^ J (£° (AT«»«)) <2X < c2"8 Y V H m0u ||P

P(X) 

0 
и (19) доказано. 

Далее заметим, что 

sup I K(s)u(y,t + s) dsl^cJt&ix), (20) 

так как при 5 Œ lte — V 2 ] будет d (ж, #) < te < £ -f 5 . 
Используя (19) и (20), докажем теперь основное неравенство (17) при 

e = 1—ар/у. Пусть (у, t) Œ Г£ v, определим тогда тг из условия 2nt < 
<С <; 2 п + 1£ и с помощью (15) выводим 

Sl*(*-*)a(jM)|<fe<2 S | * ( * - * ) и ( У . * ) | < * * < 
i v=o 2 v i 

< c 2 J | JC(e-*) | (2" v 0 H X '4 a ) w(«)d»< 

n 2v+1t oo 

v=0 0 v==0 
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Отсюда и из (20) получаем 
оо 

(*) < с {Mxu (х) + S rré^u (x)} , xŒX. 
v = 0 

Теперь ясно, что (17) при 8 = 1-— ар/у вытекает непосредственно из 
(19) и условия ар < у. 

Для 8 6 ( 1 - 0CJ9/7. 1) неравенство (17) получается комбинированием 
случаев е = 1 — ар/у и е = 1 (см. (16)). Основная идея состоит в фактори­
зации оператора 3£\ 

Vi V* |5 ^ ( s ) ^ , * + s ) d s | < $ \K($)\s-fi((s + t)t\u(x,t + s)\)ds, 
о о 

где ß = yip (1 — e) e (0, a). Пусть z; (x, t) = Ф \ и (x, t) ], K$ {s) = 
= I К (s) I S ~ ß , 

CfCtfo {x, t) = \ K§ (s) v(x,t + s) ds. 
0 

Так как в силу (15) 

t 00 2~~^t 00 2~~^t 00 

J £ ß (s) = 2 S s-b\K (s) I < ctr* 2 2 K P J I i f (s) I ds < c f a - ß 2 2,C(ß"a)» 
то ядро i£ß удовлетворяет условию (15) с a — ß вместо a. Поэтому согласна 
(16) 

II - *e . V. Иь«(Х) < II -*e .V . G * ß * ) HL«(X ) < с II W>» 

1 = 1 а— ß 

Точнее, мы применяли неравенство (16), в котором вместо ЗС надо взять « # ß t 

а максимальный оператор определен квазиметрикой dz (х, у). Далее приме­
няем неравенство (19) с v = 0, получая 

II
 Л*Лг {Жи) \ \ ь Ч х ) < С H Л& \\ЬР(Х) < С H Жги \ \ L V ( x y 

Осталось заметить, что 

q р у& рг \ у J ' 

Теорема 3 доказана. Ясно также, какие изменения следует сделать в при­
веденном доказательстве для обоснования теоремы 4. 

|3 , Граничные свойства гладких функций из НР 

3.1. Классы Харди Нр (JS++1), 0 < р < о о , состоят из гармонических: 
в Jß++i функций и, для которых 

где Nxu определяется в (4) при г = 1. Имеется ряд других эквивалентных: 
определений этих классов [4]. 

Из (5) и (6) видно, что теорема 1 (без ограничения р > 1) может быть вы­
ведена из теоремы 3. Более того, если 0 <С ар < N, то для любых и Œ-
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IP (R++t) и e Œ [1 - ap/N, 1] 

Il NE(J« . u) | | t 3 ( J ^ < с H » ц я г ) ( ^ + 1 ) , - L - - L (l _ j w ) . 

3.2. Другой вариант пространств HP (JB++1) связан уравнением тепло­
проводности. Пусть S' — класс распределений медленного роста [12, с 30]. 
Для uŒlP(B++1) существует граничное распределение u( - , t) -+f Œ Sr 

лри t -> + 0 (в смысле Sr) [4]. Класс всех граничных распределений обо­
значим через BP (RN), 

11Я1яР<л*) = | | г ' | | я Р ( ^ + 1 ) -

Кроме того, для натурального к положим 

flî^-i/E^B"): Ъ I I ^ / H H P ^ - I I / I U ^ X O O ) 

г(производные понимаются в смысле распределений). 
Рассмотрим задачу Коши для уравнения теплопроводности 

^ = А А u(-,t)^fŒH*(IlN). (21) 

Пусть ф (х) = ехр (—1/4 | х | 2 ) , ф* (х) = Г Л ф (я/г), « > 0. Если / е 
•€Е Я 2 ' (-В^), то свертка / * ф 4 (о:) удовлетворяет условию ЛГХ (/ * <pt) e Z , p (JS^) 
[4] и / * фу^ (я) является решением задачи (21). Если дополнительно / ЕЕ 

-Gr #к (-Е )̂» 0 < &р < iV, то теорема 3 дает следующие оценки для гранич­
ного поведения этого решения 

• II (f. ФУТ) 11ь«е», < в II / 1 1 ^ , - f - (i - f ) , 

т д в в е [ 4 ( 1 - - | - ) , т ] . 
3.3. Подобно пространствам 

#£eat (В?* 1 ) = {и = / * <Р* : / Œ 5', Nxu ЕЕ L p (JB*)} 

определяются параболические пространства Харди, введенные Кальдеро-
ном и Торчинским [13], которые связаны с вырождающимися параболиче­
скими уравнениями — основное изменение состоит в замене Nxu на макси­
мальный оператор, ассоциированный с другой, вообще говоря, неизотропной 
.метрикой на RN. К этому классу пространств также применимы результаты 
раздела 2. 

3.4. Рассмотрим пространства Харди Нр (BN). При этом мы придержи­
ваемся стандартных векторных обозначений из [14]. Пусть 

В* = {z Œ С* : I z | < 1} 

— единичный шар в CN, dBN — его граница и а — поверхностная мера на 
dBN. Классы BP (5 N ) , 0 < p < оо, состоят из голоморфных в BN функций 
/ , для которых 

ПЛ1яР(в«)= S U P ( S | Ж ) | р & х ( £ ) ) 1 / Р < > . 
0 < r < 1 эв* 

Положим для е ^> 0 
DB (£) = U Œ В» : I 1 - <*, О | < ß (1 _ I J <= dS*, 

тогда Z)j (Q — допустимые области Кораньи — Стейна (2). Пусть еще 

Ж е / ( 0 = sup { | / (* ) | : * е Д . ( £ ) } . 
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Если / е IP (В*), О < p < оо, то [14, с. 94] 

(с не зависит от / ) . 
Неизотропная квазиметрика d (£, £') = | 1 — <£, £'> | на âB^ порожда­

ет семейство шаров 

в (С, 0 = U'e=ôB*:*(C, £ ')<*}, 
которые связаны с мерой а неравенствами [14, с. 74] 

c 1 *
l v < a ( j B ( £ , i ) ) < c 2 ^ , £Œ9B*, * Е ( 0 , 2), 

поэтому условие (11) выполнено с у = JV. Если мы будем отождествлять 
точки (g, i) ЕЕ öB-N" x [0, 1) и tt, Œ BN (то, что началу координат в BN соот­
ветствует множество (£, 0), Ç ЕЕ йо̂, не приводит к недоразумениям), та 
области (12') в существенном совпадают с областями De (£)• Таким образом, 
мы имеем возможность применять вариант теоремы 3 из п. 2.6. Рассмотрим 
конкретные примеры операторов. 

3.5. Если / голоморфна в BN, то она допускает разложение по однород­
ным многочленам [14, с. 27] 

/(*)= 2 
771=0 

Рассмотрим оператор дробного интегрирования 

r?7=0 0 

Из теоремы 3 (см. также п. 2.6) вытекает 

Т е о р е м а 5. Пусть 0 <С p < Nia. Тогда для любых f Œ BP (BN} 

\\Ms(Raf) \ \ L 4 d B N ) < c \ \ f \ \ m B N ) , - L e J L ( l _ - 2 * ) , 

s Œ 11 — ap/N, 1], и Raf п. е. имеет Dr-.avj^-предел. 
Теорема 5 (и все, сказанное ниже об Ra) сохраняет силу и для каждого* 

из операторов 
со i 

Raf(z) = £ (тп + iy*Fm(z) = -pig- S(ln4-)-1/(и) ds, а>0, 
m = 0 0 

С f (z) - С f * ^ d a - F W Ç M _ ( S Z) d s tut (z) - ) < 2 ) N_a Г (а) Г ( N — a) SJ S d S ' 
d B N 0 

0 < a < J V . В последнем случае /* — граничная функция для f Œ BP (BN} 
(при p < 1 /* — граничное распределение и интеграл по следует пони­
мать в смысле обобщенных функций). В частности, теорема 5 с Са вместо 
Ва дает прямое многомерное обобщение теоремы 2, охватывающее значения 
Р € (0, 1] 

В предельном случае ар = N следует различать две возможности. Если 
p = iV7a > 1, то Raf п. в. на| <?2?̂  имее^ предел вдоль областей экспо­
ненциального контакта с границей 

{ z Œ ^ l l - ^ D K P ^ n - ^ r 1 } , Ч - ^ - . 
Для p = JV/a <^ 1 справедлива 
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Т е о р е м а 6 [15]. Если 0 < р = Nla < 1, то для / s SP (BN) 

1 | Я « / | 1 А ( В У ) < С | | / 1 1 л Р ( В ^ . 
Здесь с не зависит от / и A (BN) — класс функций, голоморфных в BN и не­
прерывных в его замыкании, с обычной sup-нормой. 

Эта теорема была доказана в [15] с помощью некоторых интегральных 
представлений, теоремы Банаха — Алаоглу и оценок, связанных с ВМОА. 
В [15] также отмечается, что теорема 6 имеет аналоги для любой строго 
псевдовыпуклой гладкой ограниченной области в CN. В п. 3.6 мы укажем 
схему простого доказательства теоремы 6, основанную только на неравенст­
ве (22), которая подходит для изучения случая любых (не обязательно стро­
го псевдовыпуклых) областей в CN с Страницей (см. п. 3.7). 

3.6. Дадим доказательство теоремы 6. Достаточно рассмотреть случай 
р = 1. Пусть OфzŒBN,t> = z\ z Г 1, Г и Г* соответственно действитель­
ное и комплексное касательные пространства к dBN в точке £. Выберем в Т 
нормированный базис еХ1 . . ., e2iv-i так, что . . e2N-i ортогональный 

2N-1 

•базис в Г* и ег ортогонален Г*, Zi 

CCjCj — ce ЕЕ T. Если обозначить через Ф 

отображение, проектирующее В (£, V 2 ) на Г, то нетрудно убедиться, что 

{xŒT:\x1\+ £ z f < = С ф (S ( £ , ! _ * ) ) , , е ( 0 , 1 ] 

Положим F = MJ о ф~\ тогда 

\f(*\*\Q\<F(*)> S **<t 
i=2 

или 
I / (s \z I Q | < F (tyl fty2,. . ., yiy%N-i), У S 2 , (23) 

где 
2 i V - l 

Интегрируя (23) по 2 , умножая обе части на (1 — s)1*-1 и интегрируя по 0 < 
< Z <^ 1 / 2 , получим 

V, 

I Д*/ (*) )< с J ^ - i J f («й, ]/Т й , . . . , уТуж-а Ф (у) dt, 
о s 

где р, — поверхностная мера на 2 . Заменяя здесь t на t2, переходя от поляр­
ных координат к декартовым и возвращаясь из Т на dBN, получим неравен­
ство теоремы 6. 

3.7. Пусть Q — ограниченная область в CN, определяемая как 

Q = {z ЕЕ CN : p ( * ) < 0}, 
где p Œ С2 (CN) и Vp (z) # 0 при p (z) = 0. Тогда граница dQ = {£ S 

Œ : p (£) = 0} является ^-многообразием в CN. Пусть o i a j соответст­
венно поверхностные меры на dQ и <9QÖ, где 

Qa = {z S CN : p (z) < - ô } . 

Через Hp (Q), 0 < p < ; oo, обозначим] пространство функций /, голомор­
фных в Q, для которых [16] 

Н/ИД Р ^ ^ГОР ( S l / ( 0 l p * T ô ( Ç ) ) 1 / P < o o . 
ô > o veöö

 J 
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Для £ ЕЕ dQ обозначим через vç единичную внешнюю нормаль к dQ 
в точке £, и пусть 

А* (О = {* e Q : |<£ - * , n> I + I £ - z | 2 < ßd e (z, <9Q)},; 

Mef (0 = sup { | / ( z ) : z ЕЕ £ * ( £ ) } , 

где d (z, dQ) — евклидово расстояние от z до <9Q. Тогда [16, с. 33] 

W l b ( a Q ) < c | | / l l H 3 W / G ^ ( Q ) , р > 0 . 

Существует окрестность U границы dQ такая, что можно отождествить 
U f ] Qu dQx (О, ô), где ô > 0 — малое число. Например, это можно сделать 
с помощью отображения (£, t) -> £ — £vç, £ Œ <5Q, 0 < i < ô. Вводя еще 
квазиметрику 

<*(£, О = К С - С , v £ i + i £ - £' I2. 

мы можем применять результаты раздела 2, условие (11) тогда выполнено 
с у = N. 

На случай С2-областей Q описанного типа переносятся теоремы 5 и 6 , 
но здесь уже нет естественных разложений, подобных рассмотренным в 
п. 3.5, для функций, голоморфных в Q. Мы остановимся на описании гра­
ничного поведения функций из классов Харди—Соболева 

Hl (Q) = { / ЕЕ ß p (Q) : S i l Daf | | я р ( а ) s И / I U Q ) < oo} . 

Если 0 < p < ДГ/&, то для / Œ Щ (Q) и e Œ [1 — Ap/iV, 1] 

H ^ / ( l b , ( a û ) < c l i / l l H P ( Q r т ^ ^ - т т ) • 
При p = N/k ]> 1 функции из H% (Q) п. в. на dQ имеют предел вдоль об­
ластей 

{ . s O : | < t - * ^ i + i : - , | " < p ( i . ^ J . n . 

Если же p = JV/fc<l, то #£(Q) CZ 4 (Q). Доказательство последнего вло­
жения можно провести как в п. 3.6. 

Можно показать, что области подхода к границе во всех утверждениях 
раздела 3 являются оптимальными. 

4 . Граничное поведение решений краевых задач 
в липшицевых и Сх-областях 

4.1. Область й CZ IZN, N > 2, называется лишпицевой, если для любой 
точки Q ЕЕ dQ существует декартова система координат (# х, . . . , xN-Xi 

ZN) = (я'7 XN)J окрестность U CZ -К 1* точки Q и функция ф такие, что 
1) I Ф (*') - Ф (?') | < L I х' - у' I ; х\ у' Œ E N 1 

2) U n & = и П e BN : *я < Ф (*')}• 

Если ф может быть выбрана в классе С1 (Л51 У - 1), то Q называется ^-областью. 
Ниже мы будем рассматривать только ограниченные липшицевы области 

со связной границей. Кроме того, для простоты считаем diam Q ̂  1, это 
не ограничивает общности, но позволит упростить некоторые детали. 
Отметим, что все результаты, приводимые ниже остаются справедливыми 
и для неограниченных областей вида {хЕЕ ItN: я# < ф (х')}, где ф : JB^"1 —>-

M удовлетворяет условию 1). 
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v Если Q С RN липшицева область, то в силу компактности существует 
конечное покрытие dQ окрестностями Ut, i = 1, . . m, со свойствами, 
указанными выше. Обозначим через Lt постоянную из 1) для C/z-. Точная 
нижняя грань по всем таким покрытиям величин max {Li : 1 <; i ^ m} 
называется липшицевой постоянной области Q и обозначается через L (Q). 

4.2. Введем теперь области подхода к границе 

De (Q) = {x Œ Q : I x - Q | < ßde (x, dû)}. (24) 

Рассматривая липшицевы области, мы будем считать ß > (1 + L2 (Q))1/*, 
иначе для некоторых точек Q ЕЕ dQ область Dx (Q) может оказаться пустой. 
Областям (24) соответствуют максимальные операторы. 

NBu (Q) = sup{ |^( .r) \ :XŒ DB (Q)}. 

Через о обозначим поверхностную меру на dQ и пространства Lp, встре­
чающиеся ниже, связаны с этой мерой. Если 

В (Q, t) = {х ЕЕ BN : I х - Q | < t} f] dQ 

— поверхностные шары на dQ, то 

q**-1 < о (В (Q, t)) < с,,**-1, Q ЕЕ dQ, 0 < t < 2 

(C-L и c2 не зависят от Ç и t). Через Vu обозначаем градиент функции 
и б С 1 (Q) в исходной системе координат в JRN. 

4.3. Прежде чем рассматривать краевые задачи, приведем ряд следствий 
из результатов раздела 2 для липшицевых областей в форме, удобной для 
применений. Эти следствия состоят в оценках граничного поведения функ­
ции через ее производные. Мы ограничиваемся рассмотрением производных 
только первого порядка; аналоги приводимых ниже теорем 7 и 8 справед­
ливы и для высших градиентов, но они нам здесь не понадобятся. 

Т е о р е м а 7. Пусть Q d RN липшицева область, 0 < p < N — 1. 
Toeda аля любой функции и Œ С1 (Q) и г ЕЕ [1 — pl{N — 1), 1] 

. \и\и\уфи)<с{\\^(Щ\\тт + \и(хй)\}, J- = JL(l__JL-) 
(х0 — фиксированная точка в Q , с не зависит от и). 

В случае p = N — 1 > 1 (т. е. N > 3) из условия Nx (Vu) Œ L p {dQ) 
следует, что и п. в. на dQ имеет предел вдоль областей 

Н о ^ - о к р ^ - ^ ) - } , „ _ * = • . 
Если же N = 2 и p = 1, то из Nx (Vu) Œ (dQ) следует, что u e С ( Q ) . 

4.4. Для полноты будем рассматривать также случай p ^> N — 1. Для 
этого введем обычные классы Гельдера 

На (Q) = {и : sup I и (х) — и (у) \ \ х — у |-<* < оо , x, у Œ Q } , 

где 0 < а ^ 1 (путаницы с обозначениями для классов Харди возникнуть 
не должно, так как последние ниже не встречаются). 

Т е о р е м а 8. Пусть Q CZ BN липшицева область, p > N — 1. Тогда, 
если функцияи е С 1 (Q) такова, что Nx (Vu) e £ Р (ÔQ), ТШ> И Œ # a _ ( i V _ 1 ) / p (Q) 

I « ( * ) - и ( У ) | < с II ^ (Vit) | | L P ( Ô F L ) I г - y Ц - < * - 1 ) / Р , I | ! / e i j 

(с не зависит от и, х и у). 
Отметим, что теорема 8 является более простым фактом, чем теорема 7. 
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Теоремы 7 и 8 имеют естественное поле приложений — краевые задачи 
для уравнений в частных производных, в которых в число условий задачи 
входит принадлежность некасательной максимальной функции градиента 
решения N± (Vu) тому или иному пространству Lp. Сейчас мы переходим 
к рассмотрению таких задач. 

4.5. Задача Неймана для уравнения Лапласа. Пусть Q CZ jß^ липшице­
ва область и на dQ задана функция g Œ Lp (dQ) с нулевым средним значением 
на dQ. Требуется найти функцию и в Q со свойствами 

Au = 0 в Q, 

D± — lim v%-Vu = g (Q) п. в. на dQ, (25) 

Nx (Vu) Œ Lp (dQ). (26) 

Здесь x-y скалярное произведение в JR^ и vQ единичная внешняя нормаль 
к dQ в точке Q (для липшицевой области Q нормаль VBQ существует для п. в. 
Q Œ dQ). 

Для Сх-областей и 1<С р < оо Фэйбс, Джодеит и Ривьер [17] доказали 
теорему существования и единственности (с точностью до постоянного сла­
гаемого) для 1Лзадачи Неймана. Далее Джерисон и Кениг [18] перенесли 
этот результат на липшицевы области р = 2. Наконец, Дальберг и Кениг [19] 
распространили это на случай липшицевых областей и 1 р < 2 -f- Ô, где 
ô > 0 зависит от области* Q (случай р — 1 рассматривался в [19] в кон­
тексте пространств Харди). 

4.6. Для дальнейшего нам понадобится определение классов Соболева 
на dQ. Пусть Q £= dQ, Z = ZQ (r, h) — цилиндр с центром в точке Q радиуса 
г и высоты 2h, ф — функция в шаре \ x' | <; г. Пара (Z, ф) называется 
координатной для Q в точке Q, если существует декартова система коорди­
нат (x', xjsr) с началом в точке Q, для которой 

1) I Ф (хе) - Ф (у') I < L | z' - у' I, I x I, I у' I < г; Ф (0) = 0: 
2) Z = {x : I x' \ < г, I xN | < h}; 
3) Z П dQ = {x :xN = Ф (x'), \ x'\ < r } ; 
4) Z f) Q ~ {x : y (xf) < x N < K I x' | < r } ; 
5) sup{|q>(*') I : \x | < r} < 42h. 
Ясно, что для любой точки Q на границе липшицевой области существует 

координатная пара, причем можно считать, что локальная координатная 
система (#', х^) получена из исходной декартовой системы координат в 
JRN с помощью некоторых вращения и сдвига. 

Говорят, что функция / на dQ принадлежит классу Соболева Lf (dQ), 
1 < p < оо, если f Œ: Lp (dQ) и для любой координатной пары (Z, ф) су­
ществуют функции f n . . . , £iv-i Œ £ р (dQ), для которых! 

при всех h ЕЕ. С™ ( iJ N _ 1 f]|Z)- В локальных координатах можно определить 
касательный градиент 

?tf (<?) = {g (<?), 0 ) - ( * ( Ç ) , 0).v Q v Q , 

ГДе <? = ( X ' , ф ( * ' ) ) , g (Q) = (ft (<?), - - gN-! (Q)) и 

Il / 1 1 ^ , = I I / l U e ü ) + 1 1 ^ 1 1 ^ ( 8 0 ) . 
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- 4.7. Задача Дирихле для уравнения Лапласа с ̂ -граничными данными — 
эта задача получается из задачи Неймана (см. п. 4.5) заменой краевого 
условия (25) условием Dx — lim и = f (Q) п. в. на dQ, где / — заданная 
функция класса Lf (dQ). 

Для ^-областей и 1 < / ? < о о в [17] доказано, что эта задача имеет, 
и притом единственное, решение при любой функции f ЕЕ Lx (dQ). Для 
липшицевых областей аналогичный результат получен в [18] для р = 2 
и в [20] для всех 1 < р < 2 + ô (о > 0 зависит от Q). 

Здесь можно привести простой пример, показывающий необходимость 
метрического контроля некасательной сходимости в постановке краевой 
задачи: речь идет об условии Nx (Vu) Er Lv (dQ). Именно, в единичном шаре 
в M N ядро Пуассона P (x, Q) = (1 — | x | 2 ) | х — Q \~N гармонично и нека­
сательный предел его всюду, кроме одной точки на границе равен нулю. 

Следующий пример связан с уравнением более высокого порядка. 
4.8. Задача Дирихле для бигармонического уравнения с /Л-граничными 

данными. Пусть заданы функции / е Ц (dQ), g ЕЕ (dQ). Требуется найти 
функцию u в Q со свойствами 

А2и = 0 в Q, 

Dx — lim и = f (Q) п. в. на dQ, 

DX — lim VQ-VU = g (Q) п. в. на dQ, 

Nxu, Nx (Vu) Œ Lp (dQ). 

Можно показать, что условие / ЕЕ Lf (dQ) является необходимым для 
разрешимости задачи (это можно сделать, используя, например, аналоги 
наших оценок для максимальных операторов Пеано из [11] для липшице­
вых областей). 

Для липшицевых областей и р = 2 эта задача была решена в [21], более 
того, в [21] показано, что если | р -— 2 | < ô ( ô > 0 зависит от области Q), 
то эта задача имеет единственное решение при любом наборе f ЕЕ Lx (dQ)r 

gEELp (dQ). Для Сх-областей и 1 < р < со см. [21] (в двумерном случае [22]). 
4.9. Не вдаваясь в подробности, отметим еще, что Кальдерон [23] 

рассматривал в липшицевых областях задачу с косой производной. Кроме 
того, в таком же духе изучались некоторые системы уравнений теории упру­
гости в JB3 [24, 25]. 

4.10. Ясно, что теоремы 7 и 8 вместе с замечанием о случае p = N •— 1 
(см. п. 4.3) применимы к решению любой из краевых задач, приведенных 
в пп. 4.5, 4.7—4.9, и дают информацию о граничном поведении решений. 
Но такая связь является в определенной степени формальной (хотя и при­
водит к точным результатам: см. ниже теорему 10) — возможность приме­
нения теорем 7 и 8 обеспечивается лишь наличием условия (26). 

С другой стороны, путем соединения теорем 7 и 8 с теорией разрешимости 
той или иной краевой задачи мы можем получить существенно более ин­
тересные применения: если граничные данные задачи локально ведут себя 
лучше, то и соответствующее единственное решение краевой задачи будет 
иметь лучшее локальное поведение. Сейчас мы приведем пример резуль­
тата такого рода для случая ^-областей и N 3 (причины введения этих 
ограничений разъясняются в п. 4.11). 

Рассмотрим, например, 1Лзадачу Неймана для уравнения Лапласа. 
Как отмечалось в п. 4.5, для любой Сх-области и любой функции g Œ 
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ЕЕ TP (dQ), 1 < p <z oo, эта задача имеет единственное (с точностью до по­
стоянного слагаемого) решение. 

Т е о р е м а 9. Пусть N > 3, Q CZ RN, ^-область и функция g s 
e £ р (dQ), 1 < р < о о . Пусть еще существуют открытое множество 
G d dQ и $ ЕЕ (р, оо), для которых g ЕЕ L* (G). ГоаЗа решение и LP-задачи 
Неймана для уравнения Лапласа с граничной функцией g обладает следую­
щими свойствами: 

1 если s <С N — 1, то и п. в. на G имеет В^/^^предел и для любого ком­
пакта F a G и 6 Е [ 1 - sf(N — 1), 1] 

II П*и\\l4f) < с {|| g\\LP{dQ) + H g \ \ L s i C ) + I и (x0) |}; 

2) если s = N — 1, то и п. в. имеет на G предел вдоль областей 

3) если s^> N — 1, то и непрерывно продолжим на G и для любого ком­
пакта F El G и ЕЕ #i_(2v-i)/s (Q (F))i 

I и (x) - и (у) | < с (H * ||L P ( Ô Q ) + H g | | L 3 ( G ) ) Ja: — z/ |i-CN-i)/.f i , ^ Q (/"). 
Здесь всюду x 0 — любая фиксированная точка в Q, постоянные с не зави­

сят от и, х и у. Кроме того, 

Q ( F ) = U öa(<?)-

4.11. Теорема 9 справедлива и для липшицевых областей, но при этом 
надо потребовать ограничения 1 < p < s <; 2. 

Условие на область в теореме 9 вызвано желанием не налагать ограни­
чений сверху на s. Кроме того, случай N = 2 не включен в формулировку 
теоремы 9 потому, что наиболее принципиальные части 1) и 2) этой тео­
ремы теряют смысл. Часть 3) сохраняет силу и при N = 2. 

Далее, в теореме 9 совсем не обязательно требовать ^-гладкости от 
всей границы dQ, достаточно этого условия на G. 

Наконец, отметим, что теорема 9 справедлива и для других краевых 
задач, рассмотренных выше, в частности, это верно для задачи Дирихле 
для бигармонического уравнения. 

4.12. Рассмотрим вопрос о точности теоремы 9. Следующее утверждение 
показывает, что области подхода к границе в ней выбраны оптимальным 
образом. 

Т е о р е м а 10. Пусть Q = BN — единичный шар в R N , N ;> 3, 1 < 
< p <С N — 1. Пусть еще задана положительная невозрастающая функция 
Ф с lim Ф (t) = оо. Тогда существует функция g Œ Lp (dQ) с нулевым сред-

f-H-0 

ним значением на dQ, аля которой решение соответствующей LP-задачи 
Неймана аля уравнения Лапласа не имеет предела вдоль областей 

{x Œ В" : I x - Q | < Ф (1 - I x |)(1 - I x l) 1-*/^-!)} 
аля п. в. Q ЕЕ dBN. Если р = N — 1, то это же верно для областей 

{.<=*»=H-<?l«D(i-|*D(i» -т^тУ-*""-0} • 
Можно показать, что утверждение 3) теоремы 9 также является точным. 

Кроме того, аналогичное утверждение верно и для задач, рассмотренных 
в п. 4.7 и 4.8. 
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4.12. В этом пункте мы хотим показать, каким образом теория разре­
шимости краевой задачи используется для доказательства теоремы 9. Именно, 
это нужно для того, чтобы установить включение N1 (Vu) ЕЕ Ls (В (Q0, r)), 
где QQ Œ G, a г — достаточно малое положительное число. 

Пусть (ZQ (R, 4h), ф) — координатная пара для Q в точке (см. п. 4.6), 
причем локальная координатная система (х\ х^) выбрана так, что плоскость 
хн = 0 совпадает с касательной плоскостью к dQ в точке (? 0 . Число R ЕЕ 
Е= (0, 1) выбрано настолько малым, что || Уф H«, <С h, В (Ç 0 , R) (Z G. 

Положим r = 10~2i? и обозначим через Q 0 область, ограниченную сле­
дующими поверхностями: цилиндрической поверхностью [ x \ = 50г, полу­
сферой XN = h + ((50r)2 — I x' | 2 )VÎ и графиком функции ф + г|э в шаре 
I x' | < 50г, где 

Тогда ясно, что Q 0 CZ Q и Q 0 является Сх-областью. Обозначим через 

где и — решение ./7-задачи Неймана в Q с граничной функцией g. Нетруд­
но убедиться в том, что g0 ЕЕ Ls (dQ0) и, кроме того, и является решением 
£р-задачи Неймана в Q 0 с граничной функцией g0. Пусть v — решение 
//-задачи Неймана в Й 0 с граничной функцией g0. По теореме единствен­
ности из [17] и = v + const. 

Обозначим через NQ некасательную максимальную функцию для Q и 
через DQ (Q) — соответствующие некасательные области. Так как NQU (VV) Е= 
ЕЕ L3 (<9Q0), то Nçiu (Vu) Œ Ls (dQ0). Далее, если 

NQ,ru (Q) = sup {I и (х)\: X G Ö Q «?) , d (x, dQ) < г}, 

то при QŒB(Q0lr)1 XŒDQ{Q), d (X, dQ)<r будет X^DQQ(Q). По­
этому NQ,t (Vu)(Q) < (VU)(Q) при QŒB (QQY r) и мы получаем NQ (VU) e 
Œ L S (B « ? 0 , r)). 

Отсюда нетрудно вывести, что NQ (VU) Œ L S (F [ô]), где F [Ô] = (J В (Q, ô) — 

ô-окрестность на dQ компакта F CZ G с некоторым ô > 0. После этого надо 
воспользоваться теоремами 7 и 8 (точнее их локальными аналогами в духе 
теоремы 4). 

4.14. В этом пункте мы покажем, как теорема 7 сводится к теореме 4. 
Зафиксируем произвольно точку Р0 ЕЕ dQ и выберем координатную пару 
(Zpe (4г, 4Л), ф) так, чтобы г < Л, М ф < ß, где Ж ф = (1 + ^ф)7'- Положим 

где Q = (ж', ф (x')) e dQ. Покажем, что если d (x, dQ) < 2ilfvd, x e 
Œ Q (2r), то 

QŒF 

G(s)=ZpQ(s12h)f]dQ1 Q(s) = Z P e (^2A)r |Û- d = = ( l 2 f 

Каждая точка # ЕЕ Q (4г) однозначно представима в виде 
х = (*', ф (о:7) + *) s= Ç + (0, *), (27) 

t<M<pd (x, dQ). (28) 
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Для этого возьмем любую точку Q0 ЕЕ dQ со свойством | x — Q° | = 
= d (x, dQ), тогда Ç ° E C (4r), Ç 0 = ф ( $ ) и < (иначе было 
бы d (or, Q) = ÄJV — < £iv — Çîv < d (x, dQ)). Поэтому 

t =xN^QN^xN~Q% + \(p(Qr)^^(Ql)\^xN^Q% + L(,\xf--Q/

0\ 

и из неравенства Коши получим (28). 
Введем обозначение (см. (27)) U (Q, t) = и (х), где x = Q + (0, f) и оп­

ределим вспомогательные области подхода к dQ 

r8,ß,d = { * = Ç + (<U): I P - Q | < ß*e, 0 < t < d} 

и соответствующие максимальные функции 

ЛГ., P.dff (Р) = sup {I С/ (Ç , * ) | : Q + (0, i) Œ r e , f f d (P)}. 

Кроме того, пусть De, d (P) = {x Œ De (P): d (x, dQ) < d}. Докажем вклю­
чение 

Z>e, d (P) С Г 8 , M ( p d (P), PŒG (r). (29) 

Пусть x E: -De, d (-Р)? запишем x в виде (27), тогда ) P — Q | <; | x — 
— P I + I s — Q I < ßde (x, dQ) + t < (1 + ß)F, осталось учесть (28). Да­
лее, ДЛЯ X(=De,d (P): P ŒG(r) 

\u(x)\<\u(Q + (0,t + dj))\ + lv(Q,t + s)ds, 
0 

где dx = М фй, i; (я) = | VM(S ) | . В силу (28) d (Ç L 5 dQ) > где Ç X = Q + 
+ (0, £ + d x ) , значит 

| и ( * ) | < sup [M(*)|+ * + 

Теперь, используя включение (29), запишем для P Œ G (г) 

Neu(P)^ sup \u(x)\ + NB,du(P)<2 sup \u(x)\+]Jl&ll+?,dl(WdiV) (P), 
d(z,aQ)>d d(a:,oß)>d 

где 
dt 

CfCdy(Q,t)= $ F ( Ç , * + s ) d s . 
о 

Из последнего неравенства и теоремы 4 получаем 

II \\ьЧ(Кг)) < с {|| • /Г 1 > x + P l 2 d l T / | | , p ( G ( V j r ) ) + d ( x s u p > d I u (x) I } . 

Нетрудно убедиться в том, что при ß x ]> О! 

II ^ 1 , 1+£,2аУ llLP(G(V sr)) < С II Л ^ ßi.2dXF | l L p ( G ( 2 r ) ) -

Выберем здесь ß x так, чтобы 0 < ß x < (1 + ß ) ^ 1 — 1 и докажем вклкн 
чение 

T1>Wi>idl(P)CZD1(P), Pt=G(2r). 

В самом деле, если х = Q + (0, t) Œ T l t f l, i d i (Р), то из (28) 

| * - - . P | < J | P - Ç | + | a : - Ç | < ( l + ßi)f < (1 + ß i W (ж, 9 Q ) . 
Из доказанного включения вытекает 

Ü N *» W M > < с (Il ̂  (v«) l l L P ( G ( 2 r ) ) + d^V)>d I " (*) | } -
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Покрывая dQ конечным числом цилиндров, к каждому применим полу" 
ченную оценку, приходя к неравенству 

Il N*u lUwi) < {Il < V " ) hp(ôù) + SUP J u (*> f}' 

где d0 — минимальное из чисел d, соответствующих выбранным цилиндрам. 
Отсюда уже легко вывести неравенство теоремы 7. 

4.15, Доказательство теоремы 8. Пусть Р Е О Й И (ZP (4Г, Щ, <р) — коор­
динатная пара, выбранная так же, как и в начале п. 4.14. Семейство цилинд­
ров {ZP (r/8ß, 2fe)} P G ôQ образует покрытие dQ, из которого можно выделить 
конечное подпокрытие {ZPJ (r ;/8ß, 2/z.;)}£L1. Положим тогда 

d = ТЩрг m i n <ri> • • • » r m } 5 L = max { L c f l , . . . , Z ^ } < (ß2 — l) v*. 

Зафиксируем произвольно две точки # 1 5 «r2 G Q и докажем для них не­
равенство теоремы 8, предполагая, что 

d (хг, dQ) < 2d, \хг — Х ъ \ < d. (30) 

Нетрудно убедиться, что для некоторого / хх, х2 ЕЕ Qj (rj/2$), где Qj (s) = 
= Zp. (s, 2hj) f] Q. Обозначим через 

yi = (xi, xf + 4ß I xx — х2 I), i = 1, 2, 

у (Я) = (1 - Х)ух + Ху2, %Œ[0,1], 

где xt = (д£, #f ) — запись в локальной системе координат. Тогда ясно, 
что у (X) Œ Qj (r//2ß), Я Œ [0, 1]. Кроме того, в силу (28) 

d(y (X), dQ)^2\xx- х2 |. (31) 

Зафиксируем число b так, то 0 < Ъ < ß (1 + £ 2 )~ 1 / з — 1, обозначим 

ç (Я) = Ф (у'(*))), be-KUh 

= { i 5 G dQ: I P - Ç . ) | < b I ̂  - x2 | } , Я e [0, 1], 

и покажем, что 

I/ (Я) ЕЕ Ог (P), i e 4 Я Œ [0, 1]. (32) 

Для этого прежде всего заметим, что d Qj (г;«): 
I !> - Pj I < I P - Q (X) I + I Pj - 0 (X)\< Ь I ̂  - x2 I + 1 я / {X)\ + 

+ I <p, (у' (Я)) - q>, (0)| < b I ^ - x2 I + ( 1 + L»)V.| y (A,)I < r,, 
Далее, в силу (28) и (31)i 

I у (X) — Р | < I Ç (Я) — Р I + I у (Я) — Ç (X) I < M ^ - z 2 I + 

+ (1 + L*y/>d (y (X), dQ) < ßd (i/ (Я), 5Q) 

и (32) доказано. 

Обозначим ô = 4ß | xx - x21, ж, (s) = (rc-, <р, (х-) + *, + s) == (ач, + *)Ä 

5 « (5) - {P Œ dQ: I P - Q (i - 1 ) | < b (tt + s)}, i = 1, 2, и покажем, что 

s* (5) G Dx (P), P Ez Bt (s), s ЕЕ [0, ô], i = 1, 2. (33) 

Действительно, снова применяя (28) и выбор Ь, получим 

\Xi(s) — P \ < \ Р — Q (i — + \xt (s) — Q (i — (t + Ь)(1 + 

+ L2)V*d (*), ôQ) < ßd (ж, ( 5), ôû) 
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Оценим, наконец, 

I U (Xj) — U (Ж,) I < I U (Xj) — и {ух) I + j и (я2) - и (z/2) j + I и (ух) - и (у2) I < 

S|^iW)|^+S|-^-^«)|^+ 
о ' о 

1 

+ 5 I V" (I/ (*,)).(*, _ ^ ) j ~ 1г + 12 + 1 3 . 

о 

В силу (33) 

I Vu {xt (s))\ < NX (Vu)(P), P Œ Bt (s), i = 1, 2, 

следовательно, 

i ta w) i < ( -s i ra r S ^ ( v u ) d a ) 1 / P < C5" ( iV"1) /p 11 ̂  (v^)llLP(flû)-

Из условия p > N — 1 теперь вытекает 
ô 

h + 1% < с II ( V a ) | | L P ( Ö Q ) $ *-("-I>/P Л < C*-(^«/P (I ( V u) | | L Î > ( Ô Q ) . 
о 

Аналогично из (32) выводим 

I Vu (y (Я))| < N, (Vu)(P), P e 2?x, X e 10, 1], 

f v " (y W) I < c ô - ( « - » / » и iv x (Vu) n b W я e [0, i ] , 

поэтому 

и в предположении (30) неравенство теоремы 8 доказано. 
Случай, когда (30) не выполнено, сводится к случаю | хг — х2 | :> d 

и d (xi, dQ) i = 1, 2. Теперь точки и а;2 можно соединить гладкой 
кривой I a Q, причем длина Z не превосходит некоторой постоянной, за­
висящей лишь от области Q, а dist (Z, dQ) ^ p ]> 0 где р также зависит 
лишь от Q. В этом легко убедиться, используя представление Q в виде 
конечного объединения звездных липшицевых областей. Интегрируя вдоль 
такой кривой, получим 

\u(x1) — u(x2)\^c sup \уи(х)\ J -,—~х 

d(x, oö)>p \ а 

и отсюда вытекает нужное неравенство. 
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