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Рассматривается наследование гиперграней перестановочного многогран-

ника циклическим перестановочным многогранником. Приводится одно из се-

мейств наследуемых гиперграней. Уточняется оценка для числа гиперграней 

циклического перестановочного многогранника на основе ранее полученных 

результатов. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Рассмотрим следующую оптимизационную задачу 
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Здесь Сn – множество циклических перестановок элементов множества 

N={1,2,..,n}, {a1,a2,…,an}, {b1,b2,…,bn} - множества действительных чисел, удовле-

творяющих неравенствам a1<a2<…<an, b1<b2<…<bn. Полиэдральный подход  для 

задачи (1), основан на построении системы линейных неравенств для циклического 

перестановочного многогранника  

M(Cn)=conv{a( )=(a (1),a (2),…,a (n)) | Cn}, 

и описании его характеристик.  

Ранее установлено [1], что dim M(Cn)= n-1 при n≥4 и vertM(Cn)={a( )| Cn}, 

определены отдельные семейства гиперграней многогранника M(Cn). 

В работе [2] введено понятие наследуемой грани. Пусть М1, M2 – многогранники 

размерности d>2, причем vertM1  vertM2 , а G есть m-мерная грань многогранника М1 

(1≤ m < d). Назовем G наследуемой гранью (относительно многогранника M2), если 

существует грань  F многогранника M2 такая, что dimG=dimF и vertG  vertF. Грань 

F назовем исходной для G. Ясно, что наследуемая грань определяется любой гиперп-

лоскостью, определяющей исходную грань. 

Как известно [3], для перестановочного многогранника  M(Sn) задающая его полная 

неприводимая система имеет вид  
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Поскольку для перестановочного многогранника и многогранника циклических пе-

рестановок выполняются соотношения dimM(Cn)=dimM(Sn), vertM(Cn)  vertM(Sn), то 

возникает вопрос: какие из гиперграней перестановочного многогранника наследу-

ются многогранником циклических перестановок? Или эквивалентно: какие из нера-

венств системы (2) входят в полную неприводимую систему, задающую многогран-

ник M(Cn)?  

В [2,4,5] установлено, что при n≥5 для  {2,3,…,n}, | |=1, и для {3,4,…,n}, 

| |=2, соответствующие неравенствам из (2) гиперплоскости определяют наследуе-

мые относительно M(Sn) гиперграни многогранника M(Cn). Приведены нижние оцен-

ки для числа гиперграней. 

 

 

СЕМЕЙСТВО  ГИПЕРГРАНЕЙ  ДЛЯ  | |=3 

 

Рассмотрим неравенства для |  |=3 из системы (2).  

Если ={1,2,3}, то соответствующая неравенству гипергрань  

H(1,2,3)={x E
n 

|  x1+x2+x3 = a1+a2+a3} 

имеет пустое пересечение с многогранником M(Cn), так как для a( ) H(1,2,3), полу-

чим Cn. 

Если ={1,2,i}, i≥ 4, то H( ) M(Cn)≠ . При этом любая точка a( ) H( ), 

Cn, должна удовлетворять либо равенствам x1=a2, x2=a3, xi=a1, либо равенствам 

x1=a3, x2=a1, xi=a2.  Следовательно dimH( ) M(Cn)≤ n-3.  

Аналогично, если ={1,3, i} ( ={2,3, i}), i≥ 4, то H( ) M(Cn)≠ . При этом для 

a( ) H( ), Cn, выполняются либо равенства x1=a2, x3=a1, xi=a3, (x2=a1, x3=a2, 

xi=a3), либо равенства x1=a3, x3=a2, xi=a1 (x2=a3, x3=a1, xi=a2). То есть dimH( ) M(Cn)≤ 

n-3. 

Теорема 1. При n ≥ 5 каждая гиперплоскость 

                 H(i,j,k)={x E
n 

| xi+xj+xk=a1+a2+a3}, i {1,2,3},  j, k {4,…,n}, j< k,    (3) 

определяет гипергрань многогранника M(Cn). 

Доказательство. Согласно определению, множество называется k-мерным, ес-

ли оно содержит k+1 аффинно независимых точек. Поскольку dimM(Cn)=n-1, то для 

доказательства необходимо указать n-1 аффинно независимые точки многогранника 

M(Cn), принадлежащие гиперплоскости (3). 

Если n=5, то в (3) входит три гиперплоскости, причѐм число точек принадле-

жащих пересечению M(C5) с каждой из них равно четырем. Непосредственной про- 

 

 

веркой легко убедиться, что каждое из этих множеств является афинно независимым, 

что влечѐт справедливость теоремы для n=5. 

Пусть n≥6 и i=1. Рассмотрим следующее множество n-1 точек, принадлежащих 

M(Cn).: 
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(a2, aj, a4, a5, a6, a7,…, aj-1, aj+1, a3, aj+2,…, ak-1, ak+1, a1, ak+2,…, an-2, an-1,  an, ak) 

(a2, aj, a5, a6, a4, a7,…, aj-1, aj+1, a3, aj+2,…, ak-1, ak+1, a1, ak+2,…, an-2, an-1,  an, ak) 

(a2, aj, a4, a6, a7, a5,…, aj-1, aj+1, a3, aj+2,…, ak-1, ak+1, a1, ak+2,…, an-2, an-1,  an, ak) 

……………………………………………………………………………………. 

(a2, aj, a4, a5, a6, a7,…, aj+1, aj+2, a3, aj-2,…, ak-1, ak+1, a1, ak+2,…, an-2, an-1,  an, ak) 

……………………………………………………………………………………. 

(a2, aj, a4, a5, a6, a7,…, aj-1, aj+1, a3, aj+2,…, ak+1, ak+2, a1, ak-1…, an-2, an-1,  an, ak) 

……………………………………………………………………………………. 

(a2, aj, a4, a5, a6, a7,…, aj-1, aj+1, a3, aj+2,…, ak-1, ak+1, a1, ak+2,…, an-1, an,  an-2, ak) 

(a2, an, a4, a5, a6, a7,…, aj-1, aj+1, a3, aj+2,…, ak-1, ak+1, a1, ak+2,…, an-2, an-1,  ak, aj) 

(a2, an, a4, a5, a6, a7,…, aj-1, aj+1, a1, aj+2,…, ak-1, ak+1, a3, ak+2,…, an-2, an-1,  aj, ak) 

(a2, ak, a4, a5, a6, a7,…, aj-1, aj+1, a1, aj+2,…, ak-1, ak+1, a3, ak+2,…, an-2, an-1,  an, aj) 

(a3, aj, a4, a5, a6, a7,…, aj-1, aj+1, a1, aj+2,…, ak-1, ak+1, a2, ak+2,…, an-2, an-1,  an, ak) 

(a3, ak, a4, a5, a6, a7,…, aj-1, aj+1, a2, aj+2,…, ak-1, ak+1, a1, ak+2,…, an-2, an-1,  an, aj) 

Учитывая тот факт, что множество точек {X1,X2,…,Xk+1} является аффинно не-

зависимым тогда и только тогда, когда множество {X2-X1,…,Xk+1-X1} является линей-

но независимым, вычтем покоординатно первую точку из всех остальных точек мно-

жества. Затем удалим (n-2)-ую и (n-1)-ую координаты, а первую, вторую, j-ую и k-ую 

координаты переставим в конец. Результат запишем в виде матрицы (n-2) (n-2) со 

строками: 

a5-a4  a6-a5  a4-a6    0      …       0             0            0         0        0       0        0 

   0     a6-a5  a7-a6  a5-a7  …       0             0            0         0        0       0        0 

……………………………………….............................................................. 

   0       0         0        0     …   an-2-an-3  an-1-an-2  an-3-an-1 0       0        0        0 

   0       0         0        0      …      0         an-1-an-2      0         0       0        0        0 

   0       0         0        0      …      0             0          aj-ak       0    an-aj      0        0 

   0       0         0        0      …      0             0             0         0    an-aj   a1-a3   a3-a1 

   0       0         0        0      …      0             0          aj-ak       0    ak-aj   a1-a3   a3-a1 

   0       0         0        0      …      0             0             0      a3-a2     0    a1-a3    a2-a1 

   0       0         0        0      …      0             0             0      a3-a2     0    a2-a1    a1-a3 

 

 

 

 Определитель данной матрицы равен 
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В силу неравенств a1<a2<…<an определитель отличен от нуля. Следовательно, полу-

ченное множество разностей является линейно независимым. Последнее влечѐт аф-

финную независимость исходного множества точек. 

Случаи i=2, i=3 доказываются аналогично. 

Следствие. Каждая гипергрань H(i,j,k)  M(Cn),  i {1,2,3},  j, k {4,…,n}, j< k,    

n≥5, циклического перестановочного многогранника M(Cn) является наследуемой от-

носительно перестановочного многогранника M(Sn). 

 

 

НИЖНЯЯ  ОЦЕНКА  ДЛЯ  ЧИСЛА  ГИПЕРГРАНЕЙ  

 

Рассмотрим число f(M(Cn)) гиперграней многогранника M(Cn).  

Теорема 2. Для числа гиперграней f(M(Cn)) многогранника M(Cn)  при n≥5 

справедливо неравенство 
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Доказательство. В работе [5] получена следующая нижняя оценка при n≥4: 
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Учитывая теорему 1, получим справедливость теоремы. 
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