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Модели Поллинга играют важную роль в анализе и моделировании раз-
личных прикладных проблем. В  частности, они находят широкое применение
для проектирования широкополосных  беспроводных сетей [1]. В работе рас-
сматривается модель Поллинга с исчерпывающей дисциплиной и полумарков-
ским переключением между очередями  [2]. Для данной модели приведены рас-
пределение периода занятости для к-й очереди, распределение нестационарной
и стационарной длины очереди и др. характеристики. Показано, что уравнения
для длины очереди могут быть представлены как аналоги известного уравнения
Поллачека – Хинчина  [3, 4]. 

Ключевые слова: модель Поллинга, исчерпывающая дисциплина, полу-
марковское переключение, длина очереди. 

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ  ПОНЯТИЯ  И  ОБОЗНАЧЕНИЯ.   
ПЕРИОД  ЗАНЯТОСТИ 

Рассматривается модель Поллинга с исчерпывающей дисциплиной и с очередя-
ми типа 1|G|M rr . В k-ую очередь поступает пуассоновский поток с параметром .kλ  

Времена обслуживания заявок в k-й очереди независимы и одинаково распределены с
функцией распределения )(xBk . На переключение к k-й очереди затрачивается время 

kC  с функцией распределения )(xCk . Ниже приведены некоторые результаты анали-

за данной модели, в том числе распределение периода занятости для k-й очереди, 
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распределение длины очереди, вероятности состояния и др. Результаты получены в 
терминах преобразований Лапласа, Лапласа – Стилтьеса и производящих функций. 
Под периодом занятости для k-й очереди, или k-периодом, будем понимать промежу-
ток времени начинающийся с переключения сервера на k-очередь и завершающийся 
моментом времени, когда система становится свободной от заявок класса k. Обозна-
чим через )(xk

δΠ  функцию распределения k-периода, а через )(sδπ  – преобразование 

Лапласа – Стилтьеса этой функции. 
Теорема 1. Функция )(sδπ  определяется из уравнения 

 ( ( )) ( ),k k k k k kc s s sδπ = + λ − λ π π                                              (1.1) 

где 
( ( )),k k k k ks sπ = β + λ − λ π                                                      (1.2) 
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Обозначим через 1k
δπ  первый момент k-периода. 

 
Теорема 2. Если 1<kkβλ , 11 <kk cλ , тогда 
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ВЕРОЯТНОСТИ  СОСТОЯНИЙ 

 
Обозначим через )(tP

kB , )(tP
kC , )(0 tP   вероятности того, что система находится 

в состоянии обслуживания заявки очереди к, переключения к очереди к, в свободном 
состоянии соответственно. Через  )(sp

kB , )(sp
kC , )(0 sp  обозначим преобразования 

Лапласа названных вероятностей. 
Теорема 3. Функции  )(sp

kB , )(sp
kC  и )(0 sp  определяются из следующих вы-

ражений: 
[1 ( )]

( ) ,
[ ( )]k

k k
B

k k k

s
p s

s s sδ

λ − π=
+ λ − λ π

 

[1 ( )]
( ) ,

[ ( )]k

k k
C

k k k

c s
p s

s s sδ

λ −=
+ λ − λ π

 

)],()([
1

)(0 spsp
s

sp
kk CB +−=  

где )(sk
δπ и )(skπ  определяются из (1.1) и (1.2). 

Обозначим через )(tP
kB , )(tP

kC , )(0 tP  стационарные вероятности состояния со-

ответственно. Теорема 3 позволяет найти стационарные вероятности состояния. 
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Действительно, известно, что если существует )(lim tA
s↓∞

 и 
0

( ) ( ) ,sts e A t dt
∞

−α = ∫  то-

гда 
0

lim ( ) lim ( )
s s

A t s s
↓∞ ↓

= α . 

Теорема 4. Если 1<kkβλ , 11 <kk cλ , тогда 

)(lim
0

sspP
kk B

s
B ↓

= , ,)(lim
0

sspP
kk C

s
C ↓

= 0 00
lim ( )
s

P sp s
↓

=  

и 

 1

1

,
1k

k k
B

k k

P δ

λ π=
+ λ π   

1

1

,
1k

k k
C

k k

c
P δ

λ=
+ λ π  

1 1
0

1

( )
1 ,

1
k k k

k k

c
P δ

λ + π= −
+ λ π

 

где 1kπ , δπ 1k  являются моментами первого порядка, 1
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ВИРТУАЛЬНЫЙ  АНАЛОГ  УРАВНЕНИЯ  ПОЛЛАЧЕКА – ХИНЧИНА 

 
Обозначим через )(tPkm  вероятность, что в момент времени t в k-й очереди на-

ходятся т заявок. Пусть ),( tzPk  есть производящая функция этих вероятностей, 
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k – ее преобразование Лапласа. 

Теорема 5. 
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СТАЦИОНАРНЫЙ  АНАЛОГ  УРАВНЕНИЯ  ПОЛЛАЧЕКА – ХИНЧИНА 

 

Теорема 6. Если 1<kkβλ , 11 <kk cλ , тогда 
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Функция )0,(zk
δπ  определяется из (3.2) для 0s = , а δπ 1k  из теоремы 2. 

 
ВЫВОДЫ  И  КОММЕНТАРИИ 

 

Если положить переключения 0=kC  и число очередей 1,k = то из (4.1) следует  
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Формула (5.1) известна как уравнение Поллачека – Хинчина. Она была получе-
на Поллачеком [3] и Хинчиным [4] для классической модели 1|G|M . Таким образом, 
представленные выше результаты  (Теорема 5 и Теорема 6) могут быть рассмотрены 
как аналог (виртуальный и стационарный) известного классического уравнения Пол-
лачека – Хинчина. 
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