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ЛЕВОИНВАРИАНТНЫЕ F-СТРУКТУРЫ  
НА НИЛЬПОТЕНТНЫХ ГРУППАХ ЛИ ИНДЕКСА 2 

П. А. Дубовик, В. В. Балащенко 

Целью работы является обнаружение семейств метрических левоин-
вариантных f-структур на нильпотентных группах Ли индекса 2, входя-
щих в классы эрмитовх и приближёно келеровых f-структур. Установле-
ны соотношения на образ, ядро и центр алгебры Ли, при которых метри-
ческие левоинвариантные f-структуры являются приближённо келеро-
выми и эрмитовыми f-структурами. Исследованы свойства метрических 
левоинвариантных f-структур на обобщённой 2n+1-мерной группе Гей-
зенберга. 

Приведём кратко некоторые сведения из обобщённой эрмитовой гео-
метрии относящиеся к метрическим f-структурам на гладких многообра-
зиях. Как известно, аффинорной структурой на многообразии называет-
ся тензорное поле типа (1,1) или, что эквивалентно, поле эндоморфиз-
мов, действующих в его касательном расслоении. Мы рассматриваем так 
называемые f-структуры, то есть  аффинорные структуры f, которые 
удовлетворяют равенству: 03  ff  [1]. Такие структуры обобщают 
широко известные почти комплексные структуры J ( 12 J ). Напомним, 
что f-структура на римановом многообразии (М, g= , ) называется мет-
рической f-структурой, если 0,,  fYXYfX , где X, YB(M) (см. [2]). 

Далее через   будем обозначать связность Леви-Чивита риманова 
многообразия (М, g= , ). Тогда для f-структуры f имеем: 

 YffYYf XXX  )( . (2) 
Тензор T типа (2,1) на f-многообразии определённый формулой [2]:  
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2 YfffYffYXT XffX  , YX , В(М) (3) 

называется композиционным тензором. 
Приведём основные классы метрических f-структур, указав для них 

определяющие свойства ([2], [3]): 
 

Kf      келерова  f-структура: ;0f  
Нf      эрмитова f-структура: Т(X, Y)=0; 
G1f     f-структура класса G1: Т(X, X)=0; 
Kill f  киллингова f-структура: ( ) 0;X f X   
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NKf   приближённо келерова f-структура,  
или  NK f – структура: 

 
0)(  fXffX  

Приведём отношения включения между классами метрических  
f-структур: 

Kf=Hf   QKf;   Kf   Hf   G1f;  Kf   Kill f   NKf   G1f. 

Группа Ли G называется нильпотентной если существует такая по-
следовательность 1 0... { }n nG G G G e     нормальных делителей G, что 

1 /k kG G  лежит в центре / kG G . Если G – нильпотентная группа, то все её 
подгруппы и фактор-группы также нильпотентны. Существование такой 
последовательности эквивалентно существованию в алгебре Ли L груп-
пы Ли G последовательности идеалов (убывающий или нижний цен-
тральный ряд): 
 L0=L, L1=[L, L], L2=[L, L1], …, Li=[L, Li-1] 

таких, что Ln = 0 при некотором п. Наименьшее такое n называется ин-
дексом нильпотентности. 

Пусть (G/H, g) – однородное редуктивное пространство группы Ли G 
с инвариантной римановой метрикой g= ,  на G/H,  g=hm – редуктив-
ное разложение алгебры Ли g. Тогда связность Леви-Чивита   на рима-
новом многообразии (G/H, g) определяется формулой [4, с. 187]: 

 
),,(],[

2
1 YXUYXY mX   (4) 

где U(X, Y) – симметрическое билинейное отображение из mm в m, оп-
ределённое формулой: 

 YXZYZXZYXU mm ,],[],[,),,(2  ,  ZYX ,, m. (5) 

Пусть G – связная нильпотентная группа Ли индекса 2,  g – алгебра 
Ли группы Ли G,  Z(g) – центр алгебры Ли g, ,g      – стандартная 
евклидова метрика на g. Рассмотрим симметрическое билинейное ото-
бражение  

( , ) :U X Y  g g g  удовлетворяющее условию (5).  
Лемма 1. Для любых  ,X Y  g  ( , ) ( )U X Y Z g  и ( , ) 0U X Y   при 

, ( )X Y Z g . 
Утверждение леммы непосредственно следует из формулы (5). 
Лемма 2. Для любых , ( )X Y Z  g отображение U(X, Y), равно нулю. 

Доказательство. Очевидно, для любых  )(, hZYX  и любого hZ  
имеет место равенство: 0],,[],[,  YXZYZX . В силу формулы (5) по-
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лучим 0),,( ZYXU . Таким образом, вектор U(X,Y) ортогонален любо-
му вектору алгебры h, а значит U(X,Y)=0. Лемма доказана.  

Пусть f – левоинвариантная метрическая f-структура на группе Ли G. 
Лемма 3. Пусть  Z(g)Ker f. Тогда ( ( ), ( )) 0U f X f Y   для лю-

бых ,X Y . g  
Доказательство леммы следует из леммы 3.2 и того, что образ 

 f-структуры ортогонален ядру. 
Лемма 4. Пусть Im ( )f Z g . Тогда [ , ] [ , ] ( ( , )) 0X fY fX Y f U X Y   , для 

любых ,X Y  g . 
Доказательство. Из того, что Im ( )f Z g  следует , ( )fX fY Z g  и 

[ , ] [ , ] 0fX Y X fY  . Как упоминалось выше, ( , ) ( )U X Y Z g  и поэтому 
( , )U X Y Kerf . Лемма доказана. 
Доказательство следующей теоремы опирается на леммы 1–4. 
Теорема 1. Пусть левоинвариантная метрическая f-структура на 

нильпотентной группе Ли G индекса два удовлетворяет одному из ус-
ловий: 

( ) ( ) Keri Z fg ; 
( ) Im ( )ii f Z g ; 
Тогда f является эрмитовой, но не является келеровой f-структурой. 

При выполнении условия (ii) f является приближённо келеровой  
f-структурой.  

В работе [5] рассматриваются канонические f-структуры на обобщён-
ной 6-мерной группе Гейзенберга (подробно о канонических структурах 
смотри в [3]). Это нильпотентная группа Ли индекса два. Доказывается, 
что базовые f-структуры  

1 1 2 3 4 5 6 4 3 2 1: ( , , , , , ) ( , , , ,0,0)f x x x x x x x x x x    
и 2 1 2 3 4 5 6 6 5: ( , , , , , ) (0,0,0,0, , )f x x x x x x x x   

где хi  – базис алгебры Ли g обобщённой 6-мерной группы Гейзенберга, 
являются эрмитовыми. Причём f-структура f2 является приближённо ке-
леровой f-структурой. Не вдаваясь в подробности данной тематики от-
метим, что центр алгебры Ли g натянут на базисные векторы x5  и x6. Ис-
ходя из того как заданы f-структуры f1 и f2 можно заключить: 1( ) Ker Z fg  
и 2Im ( )f Z g . На основании теоремы 1 не проводя иных вычислений, 
можем сделать вывод о принадлежности f-структуры f1 классу эрмито-
вых f-структур, а для f-структуры f2 к классу эрмитовых и приближённо 
келеровых f-структур. Более того – из теоремы 6 следует, что данные 
структуры не являются келеровыми f-структурами.  
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В качестве второго примера рассмотрим обобщённую 2n+1-мерную 
группу Гейзенберга. Это нильпотентная группа Ли индекса два состоя-
щая из матриц вида: 

1
0
0 0 1

n

n n

a c
E b

 
 
 
 
   

где nE  – единичная матрица, 1 1( ,..., ), ( ,... )T
n n n na a a b b b   и ,i ia b . 

Алгебра Ли h данной группы может быть реализована как 2n+1-
мерное векторное пространство над полем вещественных чисел с бази-
сом {x1, x2, … , хn, y1, y2,…,yn, z} и скобками Ли: [xi, yi]=z для 1,i n  (ос-
тальные скобки равны нулю). Очевидно, что центр Z(h) алгебры Ли h 
натянут на вектор z. Пусть φ – автоморфизм порядка k алгебры Ли h со-
храняющий длины векторов и оставляющий на месте только 0, а f – ка-
ноническая f-структура, построенная по автоморфизму φ. Легко пока-
зать, что центр алгебры h принадлежит ядру f-структуры f. Таким обра-
зом, имеет место  

Теорема 2. Любая каноническая f-структура на обобщённой 
 2n+1-мерной группе Гейзенберга является эрмитовой и не является ке-
леровой f-структурой. 
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