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Дисперсионный гамма - процесс (variance gamma process) является трехпараметрическим 

процессом и относится к классу процессов Леви. Этот процесс применяется в финансовой 

математике для описания динамики цен акций в вероятностно - стохастических моделях 

определения стоимостей опционов. 

 Мадан Д.Б. и Сенета Е. ввели в рассмотрение симметричный дисперсионный гамма -

процесс (параметр )0  в 1990 году [1]. Мадан Д.Б., Карр П.П. и Чанг Е.С. вывели формулу  для 

определения стоимости европейского опциона - колл в случае, когда изменение цены акции  

задается трехпараметрическим дисперсионным гамма - процессом [1]. Формулы для вычисления   

стоимости американского опциона,  барьерного американского опциона и барьерного 

европейского опциона в случае, когда изменение цены акции  задается дисперсионным гамма -

процессом, приведены в [2],[3].  

В работе дается определение дисперсионного гамма - процесса, два способа его 

представления, исследуются некоторые свойства этого процесса. В статье также  приводятся 

алгоритмы моделирования дисперсионного гамма - процесса, реализация которых осуществляется 

в системе MATLAB® 7.6.0 (R2008a). 

Определение 1. Случайная величина   имеет Г-распределение (гамма-распределение) с 

параметрами формы 0a , масштаба 0b , если ее плотность распределения имеет вид  
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Определение 2. Случайный процесс   
0


ttGG  с параметрами 0a , 0b , заданный на 

вероятностном пространстве ,( ℱ ),  со значениями в ℝ, называется гамма - процессом, если 

выполнены следующие условия:  
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nn ttttt GGGGG  являются 

независимыми; 

3) для любых 0,0  ts  G  имеет стационарные с гамма - распределением приращения с 

параметрами 0,0  bat , то есть 
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Определение 3. Случайная величина   имеет дисперсионное гамма-распределение с 

параметрами  ,0,0  ℝ, если ее плотность распределения имеет вид  
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где )x( , 0x –  гамма-функция, а

 

  ,0,0  ℝ.

 Случайную величину   с дисперсионным  гамма - распределением будем обозначать 

).,,(~  V  

Определение 4. Случайный процесс   
0


ttVV

 
с параметрами   ,0,0 ℝ, заданный 

на вероятностном пространстве ,( ℱ ),   со значениями в ℝ, называется дисперсионным гамма - 

процессом, если выполнены следующие условия:  

1) 0
..

0

нп
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2) V имеет независимые приращения: для любого 1n  и любого набора точек    ,0jt  

nj ,0  таких, что nttt  ...0 10 , величины 
1010

,...,,



nn ttttt VVVVV  являются 

независимыми; 

3) для любых 0,0  ts  V  имеет стационарные с дисперсионным гамма - распределением 

приращения с параметрами 0,0/,0   ttt , то есть 
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Дисперсионный гамма - процесс  
0


ttVV можно

 
определить двумя способами [1], [4].  

Первый состоит в использовании стандартного винеровского  процесса 
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tGWW  –  стандартный винеровский  процесс в случайные моменты времени tG , 

 
0


ttGG  – гамма - процесс,   ,0,0  ℝ. 

Теорема 1. Характеристическая функция  дисперсионного гамма - процесса имеет вид: 
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Доказательство. В силу рекуррентного правила для математических ожиданий  [5] 

   ]|[ YXEEXE   характеристическую функцию  дисперсионного гамма - процесса можно 

представить как  
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где   
0


ttGG  – гамма - процесс,  

0t 


tGWW  – стандартный винеровский  процесс в случайные 

моменты времени tG .  

Таким образом,  имеем 
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Моменты дисперсионного гамма - процесса  
0


ttVV  с параметрами  ,, ℝ приведены в 

таблице 1 [1]. 

 

Таблица 1 

математическое ожидание t  

дисперсия  t)( 22   

асимметрия     2/3222/122 23  t  

эксцесс   2224-/213
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Второй способ определения  дисперсионного гамма - процесса заключается в представлении 
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Теорема 2. Параметры a , 1b , 2b  дисперсионного гамма - процесса  
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Доказательство. В силу независимости гамма - процессов  
0
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характеристическая функция дисперсионного гамма - процесса  
0
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представима в виде 

произведения характеристических функций гамма - процессов   2,1,
0
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Из (3) и (5) получаем следующие соотношения 
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Решая (6) относительно 1b  и 2b   получаем (4). Теорема доказана. 

Моменты дисперсионного гамма - процесса  
0


ttVV  с параметрами a , 1b , 2b  приведены в 

таблице 2. 

Таблица 2  
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Существует несколько способов моделирования дисперсионного гамма - процесса [4], [6]. 

Приведем алгоритмы моделирования дисперсионного гамма - процесса  используемые в данной 

работе.  

Алгоритм 1.  

1) Генерируем гамма - процесс  
0t t

G G


  с параметрами 1/a    и 1/b   . 

2) Генерируем стандартное броуновское движение  
0t t

W W


 . 

а.  Генерируем стандартные нормально распределенные )1,0(N  случайные числа 

,...}2,1,{ tvt . 

б.  Полагаем 00 W . 

в.  
ttttt vGGWW 11   ,  1t . 

3) Дисперсионный гамма - процесс  
0


ttVV  с параметрами  ,0,0  ℝ  моделируем 

как   

tt t GV G W  
. 

Алгоритм 2.  

1) Генерируем гамма - процесс  
0

11



ttGG  с параметрами 0a , 01 b . 

2) Генерируем гамма - процесс   
0
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ttGG с параметрами 0a , 02 b . 

3) Дисперсионный гамма - процесс  
0


ttVV  с параметрами  0a , 01 b , 02 b   

получаем как 
1 2

t t tV G G  . 

На рисунках 1, 2  представлены траектории дисперсионных гамма - процессов, 

моделирование которых осуществляется алгоритмами 1 и 2 соответственно.  

 
Рисунок 1.Траектория 

дисперсионного гамма - процесса 

с параметрами  2, 1, 1     

 
Рисунок 2. Траектория 

дисперсионного гамма - процесса с 

параметрами  1 21, 0,5, 1a b b    
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A.V. KUZMINA 

VARIANCE GAMMA PROCESS SIMULATION 

Summary 

This paper presents the variance gamma process definition and some properties of this process. The two 

ways of the variance gamma process simulation are considered. 


