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Построена оценка взаимной вариограммы действительного r – мерного внут-

ренне стационарного гауссовского случайного процесса с непрерывным временем. 

Найдены выражения для первых двух моментов исследуемой статистики. При усло-

вии, что ряд из взаимных вариограмм абсолютно сходится, исследовано асимптоти-

ческое поведение ковариации и дисперсии оценки взаимной вариограммы. 
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Изучению одномерных стационарных случайных процессов посвящена обширная 

литература. Например, построение и исследование оценок ковариационных функций, 

спектральных плотностей проводились в работах [1, 2]. Статистический анализ оценок 

вариограмм сделан N. Cressie в монографии [3], Т.В. Цеховой в статьях [4, 5]. 

Во многих практических задачах часто приходится иметь дело с многомерными 

стационарными случайными процессами. Исследованию различных аспектов анализа та-

ких процессов посвящены работы Д. Бриллинджера [6], Н.Н. Труша [7], где рассматри-

ваются вопросы построения и изучения оценок взаимных ковариационных функций, вза-

имных спектральных плотностей.  

В данной работе для многомерного внутренне стационарного гауссовского случай-

ного процесса строится оценка взаимной вариограммы. Находятся выражения для первых 

двух моментов построенной статистики, исследуется асимптотическое поведение кова-

риации и дисперсии. 

Приведем без доказательства некоторый вспомогательный результат. 

Лемма 1 [8]. Пусть Х, Y – случайные величины, имеющие нормальное распределе-

ние с нулевым математическим ожиданием, дисперсией σ2
 и коэффициентом корреляции 

ρρ == }{}{},cov{),( YDXDYXYX . Тогда коэффициент корреляции 222 ),( ρρ =YX . 

Пусть Y
r
(s) = {Ya(s), rа ,1= }, s∈R, r ≥ 1, – действительный r – мерный внутренне 

стационарный случайный процесс с постоянным математическим ожиданием МYa(s) = m, 

rа ,1= , и взаимной семивариограммой [3]  

   )},()({5,0)( sYhsYDh baab −+=γ Rhsrba ∈= ,  ,,1, . 

Найдем ковариацию приращений процесса Y 
r
(s), s∈R. Рассмотрим сначала случай 

приращений )()( 21 11
sYsY ba − , )()( 32 21

sYsY ab − , a1, a2, b1 = r,1 , ,3,1  , =∈ iRsi  имеющих од-

ну общую точку. 
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Лемма 2. Ковариация приращений )()( 21 11
sYsY ba −  и )()( 32 21

sYsY ab − , s1 ≤ s2 ≤ s3, 

внутренне стационарного случайного процесса Y 
r
(s), s∈R, имеет вид:  

cov )()({ 21 11
sYsY ba − , =− )}()( 32 21

sYsY ab 21aaγ (s1 – s3)–
11baγ (s1 – s2)–

21abγ (s2 – s3), 

где 3,1 , =∈ iRsi , γab(s), s∈R, – взаимная семивариограмма процесса Y 
r
(s), s∈R, a, b, a1, a2, 

b1 = r,1 .  

Доказательство. Из свойств математического ожидания, принимая во внимание ра-

венство МYa(s) = m, rа ,1= , s∈R, имеем 

D[ )()( 31 21
sYsY аa − ] = D[( )()( 21 11

sYsY ba − ) + ( )()( 32 21
sYsY ab − )] = 

= D[ )()( 21 11
sYsY ba − ] + D[ )()( 32 21

sYsY ab − ] +2M[( )()( 21 11
sYsY ba − )( )()( 32 21

sYsY ab − )] . 

Используя определение взаимной вариограммы, получаем требуемое. Лемма доказана. 

Рассмотрим теперь произвольные приращения )()( 21 11
sYsY ba − , )()( 43 22

sYsY ba − , 

,4,1 , =∈ iRsi  a1, a2, b1, b2 = r,1 , процесса Y 
r
(s), s∈R. 

Лемма 3. Ковариация приращений )()( 21 11
sYsY ba −  и )()( 43 22

sYsY ba − , s1 ≤ s2 ≤ s3 ≤ s4, 

действительного r – мерного внутренне стационарного случайного процесса Y
r
(s), s∈R, 

удовлетворяет соотношению 

cov )()({ 21 11
sYsY ba − , =− )}()( 43 22

sYsY ba 21abγ (s2 – s3)+
21baγ (s1 – s4) –

21bbγ (s2 – s4) –
21aaγ (s1 – s3), 

где 4,1  , =∈ iRsi , γab(s), s∈R, – взаимная семивариограмма процесса Y 
r
(s), s∈R, a, b, a1, 

a2, b1, b2 = r,1 .  

Доказательство. Легко видеть, что для любых фиксированных a1, b2 = r,1 ,  

( )()( 21 11
sYsY ba − ) + ( )()( 32 21

sYsY ab − ) + ( )()( 43 22
sYsY ba − ) = ( )()( 41 21

sYsY bа − ).  

Найдем дисперсию обеих частей последнего равенства. Используя определение вза-

имной вариограммы, запишем 

+−+−+− )()()( 433221 222111
ssssss baabba γγγ М[( )()( 21 11

sYsY ba − )( )()( 32 21
sYsY ab − )] + 

+M[( )()( 21 11
sYsY ba − )( )()( 43 22

sYsY ba − )] + M[( )()( 32 21
sYsY ab − )( )()( 43 22

sYsY ba − )] = 

= )( 4121
ssba −γ . 

Учитывая утверждение леммы 2, получаем требуемый результат. 

Рассмотрим далее действительный r – мерный внутренне стационарный гауссовский 

случайный процесс Х 
r
(s)={Хa(s), rа ,1= }, s∈R, r ≥ 1, с нулевым математическим ожида-

нием МХa(s) = тa = 0, rа ,1= , s∈R,  дисперсией σ2
 и неизвестной взаимной вариограммой  

2γab(h) = D{Xa(s+h) – Xb(s)}, a, b = r,1 , s, h ∈ R. 

Заметим, что {Xa(s+h) – Xb(s)}
2
 = 2γab(h) 2

1χ⋅ , где 2

1χ  – случайная величина, распре-

деленная по закону хи-квадрат с одной степенью свободы. Легко показать, что  

M{Xa(s+h) – Xb(s)}
2
 = 2γab(h), 

D{Xa(s+h) – Xb(s)}
2
 = 2{2γab(h)}

2
.    (1) 

Используя  определение коэффициента корреляции, утверждения лемм 1 и 3, имеем 
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ρ( 2

1 )}()({
11

tXhtХ ba −+ , 2

2 )}()({
22

sXhsХ ba −+ ) =  

= {ρ( )()(
11 1 tXhtХ ba −+ , )()(

22 2 sXhsХ ba −+ )}
2
 = 

= 

2

21

2121

)(2)(2

)()()()(

2211

21212121











 −−−−+−−−+−+

hh

sthshthstsht

baba

bbaaabba

γγ

γγγγ
.  (2) 

Пусть Хa(1), Хa (2),..., Хa(n) – n последовательных, полученных через равные проме-

жутки времени наблюдений за составляющей Хa(s), rа ,1= , s∈R, процесса Х 
r
(s), s∈R. В 

качестве оценки взаимной вариограммы рассмотрим статистику вида 

abγ~2 (h) = ( )∑
−

=

−+
−

hn

s

ba sХhsХ
hn 1

2
)()(

1
,    (3) 

1,0 −= nh , a, b = r,1 . Положим ),(~)(~ hh baab γγ =−  1,0 −= nh , и 0)(~ =habγ  для |h| ≥ n. 

Найдем выражения для первых двух моментов оценки (3).  

Теорема 1. Для оценки abγ~2 (h), 1,0 −= nh , rbа ,1, = , заданной равенством (3), име-

ют место следующие соотношения: 

M{ abγ~2 (h)} = 2γab(h), 

×
−−

=
))((

2
)}(~2 ),(~2{сov 

21

21 2211 hnhn
hh baba γγ    (4) 

{ } ,)()()()(
2

21212121

1

1

2

2121

1

∑∑
−

=

−

=

−−−−+−−−+−+×
hn

s

bbaaabba

hn

t

sthshthstsht γγγγ  

{ } ,)()()()(
)(

2
)}(~2{

1,

2

2 ∑
−

=

−−−−−−+−+
−

=
hn

st

bbaabaabab ststhstsht
hn

hD γγγγγ  (5) 

где ,  ,,1,   ),( Rhrbahab ∈=γ  – взаимная семивариограмма процесса Х 
r
(s), s∈R, a1, a2, b1, 

b2 = r,1 , 1,0,, 21 −= nhhh . 

Доказательство. Из определения взаимной вариограммы и свойств математическо-

го ожидания, первое утверждение теоремы вытекает очевидным образом. 

Используя определение ковариации, подставляя вместо abγ~2 (h) ее выражение в яв-

ном виде, получим 

∑∑
−

=

−

=

−+−+
−−

=

=

2

2211

1

2211

1

2

2

2

1

121

21

}.))()((,))()(cov{(
))((

1

)}(~2 ),(~2{сov

hn

s

baba

hn

t

baba

sXhsXtXhtX
hnhn

hh γγ

 

Учитывая определение коэффициента корреляции, запишем  

×
−−

=
))((

1
)}(~2 ),(~2{сov

21

21 2211 hnhn
hh baba γγ  

.))()(())()((

}))()((,))()({(

2

2

2

1

1

2

2

2

1

1

2211

2

2211

1

sXhsXDtXhtXD

sXhsXtXhtX

baba

hn

s

baba

hn

t

−+−+×

×−+−+× ∑∑
−

=

−

=

ρ
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Применяя соотношение (1), утверждение леммы 1, имеем  

.))}()(),()(({

))((

)}(2)}{(2{2
)}(~2 ),(~2{сov

2

2211

1

2211

2211

1

2

21

1

21

21

21

∑∑
−

=

−

=

−+−+×

×
−−

=

hn

s

baba

hn

t

baba

baba

sXhsXtXhtX

hnhn

hh
hh

ρ

γγ
γγ

 

Из (2) следует требуемое равенство (4) для ковариации 

∑∑
−

=

−

= 









 −−−−+−−−+−+

×

×
−−

=

2

2211

21212121

1

2211

2211

1

2

21

2121

1

21

21

21

.
)(2)(2

)()()()(

))((

)}(2)}{(2{2
)}(~2 ),(~2{сov

hn

s baba

bbaaabba
hn

t

baba

baba

hh

sthshthstsht

hnhn

hh
hh

γγ

γγγγ

γγ
γγ

 

Соотношение (5) для дисперсии оценки взаимной вариограммы нетрудно получить 

из (4), если положить hhh == 21 , aaa == 21 , bbb == 21 . Теорема доказана. 

Исследуем асимптотическое поведение моментов второго порядка построенной 

оценки взаимной вариограмма abγ~2 (h), 1,0 −= nh , rbа ,1, = . 

Теорема 2. Если имеет место соотношение   

∞<∑
+∞

−∞=h

ab h |)(| γ ,     (6) 

то 

∑
∞+

−∞=

∞→

−−+−++−=

=−

m

bbaabaab

baba
n

mhhmhmhm

hhhhn

,)}()()()({2

)}(~2),(~2cov{}),min{(lim

2

2112

2121

21212121

2211

γγγγ

γγ

  (7) 

∑
+∞

−∞=
∞→

−−++−=−
m

bbaaabbaab
n

mmhmhmhDhn
2)}()()()({2)}(~2{)(lim γγγγγ ,  (8) 

где ,  ,,1,   ),( Rhrbahab ∈=γ  – взаимная семивариограмма процесса Х 
r
(s), s∈R, a1, a2, b1, 

b2 = r,1 , 1,0,, 21 −= nhhh . 

Доказательство. Рассмотрим равенство (4). Пусть h1 < h2. Сделаем замену пере-

менных: t=t, t–s=m, тогда 

{ } +



−−+−++−×

×
−−

=

∑ ∑
−−−=

−+

=

0

)1( 1

2

2112

21

21

2

2

21212121

2211

)()()()(

))((

2
)}(~2 ),(~2{сov

hnm

hnm

t

bbaabaab

baba

mhhmhmhm

hnhn
hh

γγγγ

γγ

 

{ } +−−+−++−+ ∑ ∑
−

=

−+

+=

12 2

21212121

1 1

2

2112 )()()()(
hh

m

hnm

mt

bbaabaab mhhmhmhm γγγγ  

{ } =



−−+−++−+ ∑ ∑

−−

+−=

−

+=

 )()()()(
1

1 1

2

2112

1

12

1

21212121

hn

hhm

hn

mt

bbaabaab mhhmhmhm γγγγ  
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{ } −−−+−++−
−

= ∑
−−

−−−=

1

)1(

2

2112

1

1

2

21212121
)()()()(

2 hn

hnm

bbaabaab mhhmhmhm
hn

γγγγ  

{ }[ +−+−−−++
−−

− ∑
−−

=

1

1

2

2112

21

2

12121212
)()()()(

))((

2 hn

m

bbaaabba mhhmhmhmm
hnhn

γγγγ  

{ } ] )()()()(
2

1221 21212121
hhmmhmhm bbaabaab −+−−++−+ γγγγ . 

Аналогично рассуждаем для случая h1 > h2.  

=)}(~2 ),(~2{сov 21 2211
hh baba γγ  

{ }



−−−+−++−

−
= ∑

−−

−−−=

1

)1(

2

2112

2

1

2

21212121
)()()()(

2 hn

hnm

bbaabaab mhhmhmhm
hn

γγγγ  

{ }[ ++−−−−++
−−

− ∑
−−

=

1

1

2

2121

21

1

12121212
)()()()(

))((

2 hn

m

bbaaabba hhmmhmhmm
hnhn

γγγγ  

{ } ]. )()()()(
2

1221 21212121
hhmmhmhm bbaabaab −+−−++−+ γγγγ  

Объединяя полученные результаты, учитывая (6), вытекает требуемое предельное 

соотношение (7) для ковариации. 

Равенство (8) для дисперсии оценки взаимной вариограммы abγ~2 (h) нетрудно полу-

чить из (7), если положить   hhh == 21 , aaa == 21 , bbb == 21 . 

Следствие. Из теоремы 2 вытекает, что  
∞→n

lim 0)}(~2{ =hD abγ , rbа ,1, = , 1,0 −= nh .   

В силу первого утверждения теоремы 1 и вышеуказанного следствия получаем, что 

abγ~2 (h), 1,0 −= nh , rbа ,1, = , является  состоятельной  в  среднеквадратическом  смысле 

оценкой для  взаимной вариограммы )(2 habγ , rbа ,1, = , .Rh ∈  
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