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ВВЕДЕНИЕ 
 

Для выявления локальных неоднородностей и, в частности, разладок широко 
применяется вейвлет-анализ [1−3]. Основная идея его применения заключается в том, 
что абсолютные значения вейвлет-коэффициентов, в силу свойства локальности 
вейвлет-преобразования, имеют максимальные значения  в моменты разладок [2, 3]. 
В литературе описано много методов обнаружения неоднородностей, но сравнитель-
ный анализ различных критериев проводился редко [1]. 

Наиболее часто для построения решающих правил используются два подхода. 
Первый заключается в поиске превышающих порог вейвлет-коэффициентов. Второй 
подход основан на построении статистик от вейвлет-коэффициентов, нахождении их 
распределения и вычислении p-значения для нулевой гипотезы. 

Эти подходы были использованы для построения критерия, основанного на 
сумме квадратов вейвлет-коэффициентов, превышающих модифицированный уни-

версальный порог nan)log(σ=δ , где b
n nca −= )(log , b и c – некоторые константы. 

Для сравнения был выбран критерий, основанный на значениях вейвлет-
коэффициентов. Со статистической точки зрения проблема обнаружения разладок с 
использованием вейвлет-коэффициентов может быть также рассмотрена как пробле-
ма множественной проверки гипотез относительно распределения вейвлет-
коэффициентов.  

Методом статистического моделирования получены оценки вероятности оши-
бок первого и второго  рода критериев, произведен их сравнительный анализ. 

 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ  МОДЕЛЬ 

 
Рассмотрим временной ряд: 

                                            ( ) { } .210,... NM,=T,T,=t|x=tX M
t ∈−                            (1) 
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Временной ряд (1) имеет разладку  в неизвестный момент времени 
{ }+v,+v,vt 1,...0 −−∈ , где 10 −− T<v<v< +   – некоторые априорно заданные гранич-

ные значения, и состоит из  фрагментов стационарных временных рядов:  
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где )1,0(~ Nzt  – независимые в совокупности стандартные случайные величины. 

Определим нулевую гипотезу 0H , состоящую в том, что временной ряд (1) яв-

ляется стационарным ( 0),τ =  и  альтернативную гипотезу 1H ,  означающую нали-
чие во временном ряду разладки (2). 

Определим дискретное  вейвлет-преобразование временного ряда  (1)[1]: 
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где ),2(2)( 2/
, ktt jj
kj −ψ=ψ −−  ( )tψ  – базисный вейвлет, j – параметр масштаба (уро-

вень разрешения), k – параметр сдвига. В качестве базисного вейвлета ( )tψ  будем ис-
пользовать вейвлет Хаара,  который образует ортонормированный базис: 
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При выполнении нулевой гипотезы 0H  вейвлет-коэффициенты (3) временного 

ряда (1), вычисленные с использованием вейвлета Хаара (4), на каждом уровне раз-
решения Mj ,...,1=  независимы и имеют асимптотически стандартное нормальное 

распределение )1,0()(
, Nd D
kj ⎯→⎯ψ  [4]. 

 
КРИТЕРИЙ,  ОСНОВАННЫЙ  НА  ЗНАЧЕНИЯХ 

ВЕЙВЛЕТ-КОЭФФИЦИЕНТОВ 
 
Если временной ряд (1) является однородным, то все вейвлет-коэффициенты 

статистически незначимо отличаются от нуля и по абсолютной величине не превос-
ходят определенного порогового значения. Это пороговое значение будем определять 
исходя из следующих предположений. 

Исходные гипотезы 0H  и 1H  о распределении вероятностей ряда (1) можно за-

менить набором индивидуальных гипотез jkH 0  и jkH1  о распределении каждого 

вейвлет-коэффициента, для которых строится набор решающих правил:  
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Гипотеза 0H  принимается в том случае, если  принимаются все гипотезы jkH 0 , 

и альтернативная гипотеза 1H  принимается, когда принимается  хотя бы одна из ги-

потез jkH1 .  
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Построим алгоритм тестирования вейвлет-коэффициентов, состоящий из сле-
дующих шагов и основанный на подходе из статьи [5]. 

1. Для каждого вейвлет-коэффициента )(
,
ψ
kjd  в предположении, что выполняется 

нулевая гипотеза jkH 0 , вычисляется двухстороннее p-значение |)),(|1(2 )(
,
ψΦ−= kjjk dp  

где (.)Φ  – функция стандартного нормального распределения ).1,0(N  

2. Вычисленные p-значения jkp  упорядочиваются по возрастанию 

(1) (2) ( )... ,np p p≤ ≤ ≤  где каждое значение )(ip  соответствует определенному вейв-

лет-коэффициенту )(
,
ψ
kjd , 1−= Tn .   

3. В построенном вариационном ряду для всех ni ,...,1=  проверяется условие 

α≥ )/()( nip i , где α  – заданный уровень значимости. Если это условие выполняется, 

то принимается индивидуальная гипотеза )(0 iH . 

4. Если найдено l , что для всех li ,...,1=  выполняется α< )/()( nip i , то прини-

маются индивидуальные гипотезы )(1 iH  и вычисляется пороговое значение  

)2/1( )(
1

ii p−Φ=λ − , с помощью которого можно определить оценку момента раз-

ладки. 
 

КРИТЕРИЙ,  ОСНОВАННЫЙ  НА  СУММЕ  КВАДРАТОВ   
ВЕЙВЛЕТ-КОЭФФИЦИЕНТОВ 

 
Обозначим последовательность вейвлет-коэффициентов: 

.1,2,...,0,,...,1,,...,1,)(
, −===== −ψ TnkMjnidy jM
kji   (5) 

Затем построим статистику по сумме квадратов коэффициентов (5), превы-

шающих порог )log(2 nnaσ=δ : 
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где (.)I  – индикаторная функция. 
В [6] были доказаны следующие теорема и следствие. 

Теорема. Если выполняется гипотеза 0H  и 0log 2/1 →nan , тогда статистика *Q̂  

имеет асимптотически нормальное распределение. 

Обозначим 1 *ˆ ˆ( ),n nQ Q−= σ − μ  где )1(/2 211 −−− δ+δσπ=μ nn a  и 

).31(/2 23112 −−− δ+δσπ=σ nn a  

Следствие. Статистика Q̂  имеет асимптотически стандартное нормальное рас-

пределение ˆ (0,1).DQ N⎯⎯→  

Для статистики критерия мы используем nan
3log−= . При 0H  

2/1

1
max )log2(max nyy i

ni
≈=

<<
 и имеет большее значение при выполнении альтернатив-

ной гипотезы. Заменим nlog  на 2/2
maxy  для максимизации мощности критерия, не 

увеличивая ошибку первого рода. Тогда 6 3
maxˆ min(8 , log )na y n− −= . 
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Решающее правило для критерия с уровнем значимости α  определяется сле-
дующим образом: 

( )0
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€, если 1 ,
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, иначе.

H Q

H

 Φ ≤ − α 
 
  

 

 
ИССЛЕДОВАНИЕ  ЭФФЕКТИВНОСТИ  КРИТЕРИЯ 

 
Для оценки эффективности построенного критерия на модельных данных были 

вычислены оценки вероятности первого и второго рода.  
Число моделируемых рядов  для оценки вероятности ошибок первого и второго 

рода каждого критерия – 1000=K . 
Для оценки вероятности ошибок первого рода моделировались стационарные 

временные ряды длиной 8 9 10 112 ,2 , 2 , 2T = . Уровень значимости для проверки нулевой 

гипотезы 0H  полагался равным α=0.05. Полученные оценки вероятности ошибок 

первого рода для всех анализируемых длин временных рядов не превышали задан-

ный уровень значимости  α. 
Для оценки вероятности ошибок второго рода моделируемые временные ряды 

состояли из двух однородных фрагментов длиной 2/1 T=T=T 2  с разладкой в мо-

менты 10987
0 ,2,2,22=t . Величина скачка принимала значения { }..,0.70.05,0.1,.∈τ .  

На рисунках 1–2 приведены графики мощности критериев для длин ря-

да 82 и 112 :А – критерий, основанный на сумме квадратов вейвлет-коэффициентов, Б – 
критерий, основанный на значениях вейвлет-коэффициентов. 

 

 
Рис. 1. Оценка мощности критериев для ряда длиной 82  

 

 
Рис. 2. Оценка мощности критериев для ряда длиной 112  
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Из графиков, приведенных на рис. 1−2, видно, что мощность критериев возрас-
тает с ростом величины скачка и длины временного ряда. Критерий, основанный на
значениях вейвлет-коэффициентов, имеет преимущество при работе с рядами боль-
шей длины, но проигрывает по мощности при работе с временными рядами длиной 

меньше чем 92 . 
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