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Предложена новая статистика для проверки гипотезы об однородности 
нескольких полиномиальных выборок. Показано, что при стремлении к беско-
нечности объемов выборок предельными распределениями этой статистики яв-
ляются: распределение хи-квадрат (если выборки однородны), нецентральное 
распределение хи-квадрат (если распределения выборок сближаются), нор-
мальное (если распределения выборок фиксированы и различны). 
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квадрат распределения. 
 

Рассмотрим M ≥ 2 независимых выборок; k-я (k = 1,…, M) выборка является 
реализацией tk независимых испытаний, проведенных по полиномиальной схеме с 
исходами 1,..., N, имеющими вероятности pk,1,…, pk,N > 0, pk,1+…+pk,N = 1. Будем ис-
пользовать обозначение t = t1 +…+ tk; через νk,i будем обозначать частоту (число по-
явлений) исхода i в k-й выборке. 

Будем говорить, что выборки статистически однородны и что для них выпол-
няется гипотеза H0, если 

p1,i =…= pM,i,   i = 1,…, N;                      (1) 
в противном случае будем говорить, что выполняется альтернатива H1. При альтер-
нативе вероятности исходов могут быть постоянными или изменяться с ростом объе-
мов выборок; это будет оговариваться особо. 

Для проверки однородности полиномиальных выборок обычно используют ста-
тистику хи-квадрат (см., например, [1], § 30.6) 
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Содержащееся в [1] утверждение о том, что при гипотезе H0 и t0 → ∞ распре-
деление статистики (2) сходится к распределению хи-квадрат с (M–1)(N–1) степенями 
свободы, в работах [2] и [3] было обобщено на случай «почти однородных» полино-
миальных выборок. 

Статистика (2), по существу, является суммой M статистик Пирсона, построен-
ных по частотам исходов в M выборках в предположении, что вероятности исходов 
1,…, N в каждой выборке равны частотам исходов в объединенной выборке. Естест-
венная модификация статистики (2) содержится в следующем утверждении. 

Теорема 1. При любом M ≥ 2 справедливо равенство 
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Иначе говоря, ζ2 – минимум значений суммы статистик Пирсона, вычисленных 
по частотам всех выборок в предположении, что справедлива гипотеза H0. Как пока-
зывает теорема 1, этот минимум достигается в точке, вообще говоря, отличной от на-
бора частот в объединенной выборке. 

Приведем формулировки предельных теорем для статистики ζ2. 
Теорема 2. Если существуют такие константы c0 и c1, что 0 < c0 < tk/t < c1 < 1 

при всех k = 1,…,M, и выполняется гипотеза H0, то при t → ∞ распределение стати-
стики ζ2 – t сходится к распределению хи-квадрат с (M–1)(N–1) степенями свободы. 

Теорема 3. Если существуют пределы 
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и выполняются альтернативы H1 = H1(t) с вероятностями исходов qk,i(t), удовлетво-
ряющими при t → ∞ условиям 
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то при t → ∞ распределение статистики ζ2 – t сходится к нецентральному распре-
делению хи-квадрат с (M–1)(N–1) степенями свободы и параметром нецентральности  

2

2 2
, ,

1 1 1

1
δ λ α λ .

N M M

k i k k i
i k kip= = =

⎡ ⎤⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑  

Доказательства теорем 2 и 3 используют результаты статьи [5]. 
Предельное распределение статистики ζ2 в случае альтернативы с фиксиро-

ванными вероятностями исходов описано в теореме 4.  
Теорема 4. Если имеет место альтернатива H1 с фиксированными вероятностя-

ми исходов и существуют пределы 
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то при t → ∞ статистика ζ2 асимптотически нормальна с математическим ожиданием 
μt и дисперсией σt, где μ и σ определяются равенствами 
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Доказательство теоремы 4 основано на использовании известных теорем о пре-
дельном распределении функции от асимптотически нормальных случайных векто-
ров (см., например, [4]). 

Замечание. В силу закона больших чисел при замене всех вероятностей pk,i в 
формуле для σ выборочными частотами полученная случайная величина будет схо-
диться к σ при t → ∞. 
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