
��#2%�'� �� xj! (#'$�%�� ;���0���� x∗j # �8�� #(� #. AtB '%.2� � ' �2$�0# '��# An ~
��$#(�'�%� �2$�% '��#B� �8�� #(� #� %#�� A5B '���%��'�%��� ��#� �#��%�  �� ��8� '��# '
 �(�$�0 % �2$� ki # �� 4�0 % �2$� li Am ~ ��$#(�'�%� ��8B� �� ;����#�� 2���(# %#�� A9B6AtB
%�2 #��-� % '���#��$&'�%� ;�# ;$� #��%�� 0�'� �'�#�

�$. ���� #. 2���(# A9B6AtB ;���$�/� �%�<3�2 �� �$8��#�0� S��%�. 3�2� ;��� �2 �,
(� � �$. ;�'���� #.  �(�$& �8� �;�� �8� ;$� � # ;���'��%$.�� 0��#3#��4#- 0����� #',
��''�%�  �8� 1�2#'�� �� ���0 ���;� '���#�'. ��(��! ���%$��%��.-?�. �8�� #(� #.0 A5B!AtB!
%0�'�� ' �;���� ~  �1���0 ���#% �< $# �� �, �2�%#'#0�< �8�� #(� #��

�� %����� 3�2� �$8��#�0� ;��#'<��#� ���� #� ��'���0�$& �� 2���(# A9B6AtB! �$. (�8�
��2��1��� � ';�4#�$& �. 0��#3#��4#. ;�.0�8� �;�� �8� 0����� �9�!�5��

S�# ��2��1���� �$8��#�0� �(#�� � '$���-?#� �'�1�  �'�# 2���(# A9B6AtB�
9B 0���#4� '#'��0� �' �% �< �8�� #(� #� ����%�! (�� % ��/��� '����� ��$&�� �%� ��,

$#( �< ��  �$. �$�0� �� A+1 # −1B� C�� �2 �(���! (�� 0���#4� �;��� �8�� #(� #� 1����
#0��& % ��/��� '����� ��/�  � 1�$�� �%�< ��$#( �< ��  �$. �$�0� ��%� �#'��0� ���% � #�
' ;���1 �0# 0���#4�0# $�8�� ����-�'. 1�2 #';�$&2�%� #. �1��� �� 0���#4�� S����0�
% ��2��1���  �0 �$8��#�0�  � #';�$&2���'. �1��� �. �;�� �. 0���#4�� �$. <�� � #. # ,
3��0�4## � 0���#4� '#'��0� # �� �;�� �� 0���#4� �8�� #(� #� #';�$&2�-�'. ';�4#�$& ��
'��������! ;�2%�$.-?#� (��2%�(�� � ��� �0 � #';�$&2�%��& ;�0.�& ��0;&-�����

5B ����2� �! (�� 0���#4� �;��� 4�$�%�� 3� �4## .%$.��'. �#�8� �$& ��� C�� �1'��,
.��$&'�%� �2 �(���! (�� �4� �# ;���0�  �<! %�����#< % �;��� 4�$�%�� 3� �4##! �%��,
0��#(�'�# 1���� '�<�� .�&  �$�%�� 2 �(� #.� �;�4#�$& �< %�(#'$� #�! '%.2�  �< ' #<
����/� #�0 % = �$�>!  � ���1���'.�

��0�(�  �� %��� �'�1�  �'�# ��$�-� ��2��1���  �� �$8��#�0
�B �'���(#%�0 � ;�8��� �'�.0 %�(#'$� #��
1B ��� �0 �0 ;� #';�$&2�%� #- ;�0.�# ��0;&-�����
%B 0�$�2����� �0 ' %�(#'$#��$& �� ��(�# 2�� #.�
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���1<��#0�'�& ���� #. 2���( ���� '����4##  �#2%�'� �< <�������#'�#� �# �0#(�,
'�#< '#'��0 % ��/#0� =���$& �8�> %��0� # ;�  ���( �� #  �;�$ �� # 3��0�4## � 3�2�%�0
'�'��. ## %�2 #���� %� 0 �8#<  ��( �< # ;�#�$�� �< ��2��1����< A% 0�<� #�� �;��%$.,
�0�8� ;�$���! ;�# '�2�� ## ��< �$�8#(�'�#< # ;��#2%��'�%�  �< ;��4�''�%! ;�# #''$���,
%� ## 3# � '�%�< �� ��%! % ���$�8##! 0��#4# �B� ���#� 2���(#! %�$���%�-?#�'. % ;��,
1$�0��#�� ����## �# �0#(�'��8� �1��?� #. �;��%$.�0�< '#'��0! ��� ;��%#$�! .%$.-�'.
 �������� �0# # ���1�-� ;�#0� � #. ��8�$.�#2#��-?#< ;��4����� ��# #2 ;��<���% �
#< ���� #-! ;���$�/�  �� % �9�! �' �%�  � '�(��� ## ;�# 4#;�% ����## ;�2#4#�  �8�
�;��%$� #. # ����##  �������� �< 2���(� ����(� %�''�� �%$� #. 3���#(�'�# '%��#�'. �
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2���(� �;��%$� #. ;� ;�# 4#;� �1��� �� '%.2# ;��<��.?�� %';�0�8���$& �� �# �0#(�,
'��� '#'��0��! (�'��  �2�%��0�� 0���$&-� ��8�$.�#2�4#. #'<�� �� 2���(# �'�?�'�%$.,
��'. $���$& �  � ���;� %�1��� % �#'���� �� 0�0� �� %��0� # ;�2#4#�  �8� �;��%$� #.
% 0���$#� ��  �� 0���� ���#% � ;�#0� .��'. �$. '#'��0! �;#'�%��0�< �1�� �%�  �0#
�#33��� 4#�$& �0# ���% � #.0#! �#33��� 4#�$& �,3� �4#� �$& �0# ���% � #.0#! �
���/� ���% � #.0# # %��#�4#�  �0#  ���%� '�%�0# ' ��';����$�  �0# ;���0����0# A'0�!
 �;�#0��! �5! t�B� S�# ���0 %�''�� �%$� #- ;��$�/�� ��2$#( �� ;���0�  �� <�������#,
'�#�# '#'��0! #0�  ��  �#2%�'� �� ��(�( �� # ��';����$�  �� %�20�?� #.!  �(�$& �� #
8�� #( �� ��  ��! ���33#4#� �� �$$#;�#(�'��8� �;������� # ����

�  �'��.?�0 ���$��� ' ;�2#4#� ;��<��� �9� #''$�����'. 2���(� �# �0#(�'��8� %�''��,
 �%$� #.  �#2%�'� �8� �����0# #��%�  �8� %�20�?� #. % '��<�'�#(�'��0 �#33��� 4#�$&,
 �0 ���% � ## 	�� ' �#33�2#��! ���� #�0 ������8� .%$.��'. 0����%'�#� ;��4�'' '  �;��,
��% �0# ��������#.0# �)�� ��''�� �%$� #� ;��%��#�'.  � �' �%�  ���( �< #20��� #� ��,
��?�8� 3�2�%�8� '�'��. #.�

�� ����#2#���0 �1?�- ;�'�� �%�� 2���(#� ��''0���#%���'. '��<�'�#(�'��� �#33��� ,
4#�$& �� ���% � #� '$���-?�8� %#���

dX(t) = F1(t,X(t), u(t))dt + F2(t,X(t), v(t))dξ(t), A9B

t ∈ T = [0, θ], X(0) = X0, X ∈ Rn, ξ ∈ Rm.

���'& X0 ~ %�����  �(�$& �< �'$�%#�� ξ(t, ω) ~ '�� ���� �� %# ���%'�#� ;��4�''
AMξ(t) = 0! Dξ(t) = It! I ~ ��# #( �. 0���#4�! ξ(0) = 0B� F1! F2 ~ 3� �4##! ���%$��%��.,
-?#� �8�� #(� #.0! �1�';�(#%�-?#0 '�?�'�%�%� #� # ��# '�%�  �'�& ���� #. ���% � #.
A9B A'0� �)�B� u(·)! v(·) ~ �����0# #��%�  �� %�20�?� #.! ;�# ��$�/�?#�  �������0 3� �,
4#� �$& �0 ;��'��� '�%�0� S�$�8��0! (�� % ���% � ## A9B 0�/�� ;�#'��'�%�%��& $#1� u(·)!
$#1� v(·)�

� �#'���� ��! ��'����( � (�'���! 0�0� �� %��0� # τi ∈ T ;�'��;��� # 3��0�4#. Xi

� '$�(�� �0 ;��4�''� X(t)! �1�';�(#%�-?�. %�;�$ � #� '��� ��� #.�

‖Xi −X(τi)‖L2(P ) ≤ h. A5B

���1���'. ���2��& �$8��#�0 �# �0#(�'��8� %�''�� �%$� #.  �#2%�'� �8� %�20�?� #.
A'���%��'�%�  �! u(·) #$# v(·)B ;� ��  �0 %#�� A5B! ;�#(�0 ���$� � #� ;�#1$#/� #. ��
���$& �� 3� �4## ��$/ � 1��& '��$& �8�� � 0�$� % '���%��'�%�-?�� 0���#�� ;�# ��'��,
��( � 0�$�� ��( �'�# #20��� #� h�

� ���$��� �1'�/��-�'. �%� '$�(�.�
9B  �#2%�'� �� %�20�?� #� u(·) %<��#� ��$&�� % �����0# #��%�  �� ($� ;��%�� (�'�#
���% � #. A9B�
5B  �#2%�'� �� %�20�?� #� v(·) %<��#� ��$&�� % '��<�'�#(�'�#� ($� ;��%�� (�'�# ���% �,
 #. A9B�

� ;��%�0 '$�(�� �$.  �$# �� �8� ;� 3�2�%�� ;���0�  �� # �33#  �8� ;� %�20�?� #-
���% � #. ;���2� �! (�� ;��4����� ;�'���� #. �� �( �,��8�%�8� �$8��#�0�! ;���$�/� ,
 �. % �9�! 0�/�� 1��& 0��#3#4#��%� � ' �(���0 ';�4#3#�# '��<�'�#(�'��8� ���% � #.�
� (�'� �'�#! ��� # % �9�! �$.  �<�/�� #. 0���$& �8� �;��%$� #. % �#'���� �� 0�0� ��
%��0� # ������'. 2���(� �� �( �0�� �� �;�#0#2�4##� ����2� � '<��#0�'�& �$8��#�0�!
%�;#'� � �'$�%#. '�8$�'�%� #. �8� ;���0����%�

������ '$�(�� ���1��� ��;�$ #��$& �8� � �$#2�� � �u� �$. $# �� �8� '��<�'�#(�'��8�
���% � #. ��''0���#%��0�. 2���(� '%��� � � �1��� �� 2���(� �$. �1�� �%�  �8� �#33�,
�� 4#�$& �8� ���% � #.! ������0� ���%$��%��.�� ��%��#�4#�  �. 0���#4� #'<�� �8� '$�,
(�� �8� ;��4�''�� S���$�/� �� �( �,��8�%�� �'���(#%�� �$8��#�0 ���� #.! ;�$�(� �
�4� �� �8� ��( �'�# �� �'#��$& � ��$#(�'�%� ��'��; �< #20��� #- ���$#2�4#� ;��4�''��
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S�#%��� #$$-'����#% �� ;�#0��! '���%��'�%�-?#� ;��'������ 0���$# �# �0#�# ��,
 �( �< 4� �y�� ���0� ��8�! �1'�/��-�'. %�20�/ �'�# ��'�#�� #. �$�''� '#'��0! �$.
������< ;�#0� #0� #';�$&2��0�. 0����#���

��1��� %�;�$ � � ;�# 3# � '�%�� ;�����/�� �""	 A;����� � +y,+9,++tu*B # S��,
8��00� ;�����/�# %���?#<  ��( �< ���$ ��''##�
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o%������� 	''$�����'. 2���(� �'�?�'�%$� #. 2���  �< �%#/� #� �# �0#(�'�#0# '#'��,
0�0#� ������0# �;�#0�$& �8� �;��%$� #. '���#�'. �$8��#�0 ��1��� ��8�$.����! �������
% ��/#0� ���$& �8� %��0� # %�(#'$.�� ����?#� 2 �(� #. �8�� #(�  �< �1��� �< '%.2��!
' ;�0�?&- ������< 2�0� ���. '#'��0� �'���(#%� �'�?�'�%$.�� 2���  �� �%#/� #�� ��,
2�$&���� #$$-'��#��-�'.  � 2���(� '$�/� #.�

�� 9� !���%�� +������ S�'�&  � ;��0�/���� %��0� # t ≥ 0 �# �0#(�'��. '#'��0� '
�;��%$� #�0 �;#'�%���'. ���% � #�0

ẋ = Ax+ bu, A9B

8�� x = x(t) ~ n,%����� '�'��. #. '#'��0� % 0�0� � t! u = u(t) ~ 2 �(� #� '��$.� �8�
�;��%$.-?�8� %�2���'�%#.! rank(b,Ab, ..., An−1b) = n.

����0 '(#���&! (�� ��'��; �� �;��%$� #. �8�� #(� �� |u(t)| ≤ L, t ≥ 0.
���.�� ' ���% � #�0 A9B ��''0���#0 �%#/� #�  � 3�2�%�� ;$�'��'�#

x = xf (t), t ≥ 0, A5B

2���  �� ��'�( �,8$����� 3� �4#�� xf (t), t ≥ 0.
����0 8�%��#�&! (�� �%#/� #� A5B ��;�'�#0� A�'�?�'�%#0�B! �'$# '�?�'�%��� ����� ��,

'��; �� �;��%$� #� uf (t), |uf (t)| ≤ L, t ≥ 0, (��

ẋf (t) = Axf (t) + buf (t), t ≥ 0. AtB

S�'�& G ⊂ Rn ~ �1$�'�& 3�2�%�8� ;��'��� '�%� '#'��0� A9B! % ����  �'�& �������
'����/#� �%#/� #� A5B� xf (t) ∈ intG, t ≥ 0.
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