
������! % '#$� �'$�%#� �����0�! '$����� ��%� '�%� x∗
1(t) ≡ 0, � 2 �(#�! ���� #. '#'��0�!

;����$& �� � AtB!  � ;�# ��$�/�� 0 �/�'�%� AuB�
���#0 �1��2�0  �$�%�� ���� #� (x1 = x2 = 0) '#'��0� AtB ��% �0�� � �'#0;���#(�'�#

�'���(#%�� 	 2 �(#�!  �%�20�?�  �� �%#/� #� q = q̇ = 0 '#'��0� A9B 1���� '��1#$#2#��,
%� � �� ��% �0�� �� �'#0;���#(�'��� �'���(#%�'�#�

�� �' �%� ���� �����0� ;�$�(� � �'$�%#. '��1#$#2�4## �%�2#'��4#� �� �8� %��?� #.
';�� #��  � �$$#;�#(�'��� ��1#���

��1��� %�;�$ � � ;�# 3# � '�%�� ;�����/�� ��''#�'��8� 3� �� 3� ��0� ��$& �<
#''$���%� #� A+7,+9,++:)9B�

=(� �� *�!���!��"

;< :hQoEIE? J
:
 y��
es��
��f n��v���k ���
����������oq ������ � 
t���� 
u����� h���kv���k HH
�mm< ���E< �< 	9< �oh< �< �< �E�J�
E<

�< Y?QIE? :
_
 lu ���
es��
��� ��q���s����q ������ � h
r�t�
��o�� ���
����������o�� ������ HH
�mm< ���E< �< 	9< �oh< �< �< 9�9J9;�<

E< bEN;^=E? @
e
 � h�
u���� ��s�������
x
 �����n
����k x��
��
h�s����q ������ ���
����������
e
��������o HH �r�����k j��< m�q����� ����n
x
 ����< ���	< { 
< �< ;�J;�<


< bE>E? :
:
 lu g��h
���t���f�
e ���
es��
��� � ���u���r�t�� �����
�
��oq ��q���s����q ������ �
���
����������o�� ������ HH �mm< ���9< �< 9;< �oh< E< �< 
;;J
�	<

�< :IRG<<? :
J
� _<G<hMRE?Q ]
:
 � ���
n� ��������k � r�n�s�q 
u ����h�
��s���
e ���
es��
��� HH
�mm< Z ���	< Z �< 9�< Z �oh< 	< Z �< �	�J�9	<

	< _<G<hMRE?Q ]
:
i
x���}��s����� �����s�o� �
��o � r�n�s�q ���
es��
��� n��v���k HH �mm< ����<
�< 9�< �oh< E< �< 
;�J
��<

@���(�(!'" A@#'%�"�<���= &�)#� !BC �����<

1�5� 9����w��


 ��
������e x
��n��������oe g�
�
��s����e ������������ �����r�����e h�< �	� ����9� m�����  ������f

����
���������
����

o%������� � �8#� ���$& �� ��� �0#(�'�#� ;��4�''� �;#'�%�-�'. ' ;�0�?&- 8#1�#� �<
�# �0#(�'�#< '#'��0 �;��%$� #. ' 2�;�2��%�-?#0 ��8�0� ��0� ��$#(#� % ���#< '#'��,
0�< %2�#0�'%.2�  �< �#33��� 4#�$& �< # �$8�1��#(�'�#< ���% �#� ;�2%�$.�� ��'����(,
 � ��( � 3��0�$#2�%��& 0 �8#� ���$& �� ;��4�''�! (�� �1�.' .�� �����$& �'�& #2�(� #.
8#1�#� �< '#'��0� � ���$��� ��''0���#%���'. ;��1$�0� �� �'#��$& �� �;��%$.�0�'�# %
2���  �< ��(��< �$. 8#1�#� �< �# �0#(�'�#< '#'��0�

�� 9� !���%�� +������ ��''0���#0 8#1�#� �- '#'��0�

ẋ(t)=A11x(t)+A12y(t)+B1u(t),
y(t)=A21x(t)+A22y(t− h)+B2u(t).

A9B

���'& x(t)∈ Rn, y(t)∈ Rm;u(t) ;�# t≥0 .%$.��'. ��'�( �, �;����% �� r,%����� �� 3� �,
4#�� A��;�'�#0�0 �;��%$� #�0B�

��(�$& �� �'$�%#. �$. '#'��0� A9B 2����#0 % %#���

x(+0)=x(0)=x0, y(τ)=ψ(τ), τ ∈ [−h, 0), A5B

8�� h=const, h>0, x0∈Rn! ψ(·)6��'�( �, �;����% �.  � ����2�� [−h, 0] m,%����� �. 3� �,
4#.�

S�'�& H∈Rp×(n+m) 6;��#2%�$& �. 0���#4��

9t)



1(����*���� �� eILHETG �
���.� RGJ[OGEHL? H − t1�MDFGO>?ETB] DFI t1 > 0 O HBV�
KGU β1, β2, ..., βγ � 0 = β1 < β2 < ... < βγ < t1 �γ YaIKLIFBOGRRBE VIL>B�� EL>I P>? >@A[U

OEKHBFBO x0 ∈ Rn I

[
ci
bi

]
∈ Rn+m, i = 1, γ, I >@A[U RGVG>QR[U PGRR[U ψ(τ), τ ∈ [−h, 0)

LMNELHOMEH PBDMLHITBE MDFGO>ERIE u(·) HGKBE� VHB P>? LBBHOEHLHOM@NECB FEXERI? LI�

LHET[ O[DB>R?EHL? ML>BOIE H

[
x(t1 − βi)
y(t1 − βi)

]
= H

[
ci
bi

]
, i = 1, γ.

� %#�� $# �� �'�# #2�(��0�� 8#1�#� �� '#'��0� A9B,A5B �� ���� #� 0�/�� 1��&
;���'��%$� � % %#�� '�;��;�2#4## �%�< %����� �< 3� �4#�! �� � #2 ������< 2�%#,
'#� ��$&�� $#�& �� �;��%$.-?�8� %�2���'�%#.! � %����.6��$&�� ��  �(�$& �< ��  �<�[
x(t, x0, ψ, u)
y(t, x0, ψ, u)

]
=
[
x(t, 0, 0, u)
y(t, 0, 0, u)

]
+
[
x(t, x0, ψ, 0)
y(t, x0, ψ, 0)

]
, ;����0� �� �'#��$& �- �;��%$.�0�'�& % 2�,

��  �< ��(��< 8#1�#� �� '#'��0� 0�/ � #2�(��& ;�# ψ(τ) = 0, τ ∈ [−h, 0)�
����(� �� �'#��$& �� �;��%$.�0�'�# % 2���  �< ��(��< ���� � % ��1��� �9� �$. �# �,

0#(�'��� '#'��0� %#���

ẋ(t)=Ax(t)+A1x(t− h)+bu(t), t > 0.


� ���!���$ (�!������$ �(��%*
��� !� >�w����"p  � !��� �$. #2�(� #. ;���,
(�( �� �;��%$.�0�'�# 8#1�#� �< '#'��0 �;��%$� #. ;�#0� #0 <����� #2%�'� �- ��< #,
�� �;����$.-?#< ���% � #� �5���$. 8#1�#� �� '#'��0� �;��%$� #. A9B,A5B�;����$.-?#�
���% � #. 2����#0 % %#���

Xk+1(t) = A11Xk(t) +A12Yk(t) +B1Uk(t),
Yk(t) = A21Xk(t) +A22Yk(t− h) +B2Uk(t), t ≥ 0, k = −1, 0, 1, . . . ;

AtB

'  �(�$& �0# �'$�%#.0#�

Xk(t) = 0, Yk(t) = 0, nHK t < 0 HK k ≤ 0;
U0(0) = Ir, Uk(t) = 0 nHK t2 + k2 �= 0.

� ��1��� �t� ����2� �

s���� �� WEXERI? BDFEPE>?@NIU MFGORERI] �/� BA>GPG@H LOB]LHOBT*

rank

{[
Xk(jh)
Yk(jh)

]
,
k = 0, 1, ..., k1

j = 0, 1, ..., j1

}
= rank

{[
Xk(jh)
Yk(jh)

]
,
k = 0, 1, ...,min{k1 , n}
j = 0, 1, ...,min{j1 ,m}

}
.

�%���0 �1�2 �(� #.�

[
w(t− βi)
i = 1, γ

]
=

⎡⎢⎢⎣
w(t− β1)
w(t− β2)

...
w(t− βγ)

⎤⎥⎥⎦ , diag[H]γi=1 =

⎡⎣H 0 ... 0
0 H ... 0
0 0 ... H

⎤⎦ ,
Tt=[ th ] �$. t≥ 0 A'#0%�$� [z] # {z} �1�2 �(�-� 4�$�- # ���1 �- (�'�# '���%��'�%�  �B�

�' �% �0 ��2�$&����0 ���$��� .%$.��'. '$���-?�.

9tu



������� �� eILHETG �
���.� H�t1�MDFGO>?ETG O HBVKGU β1, β2, ..., βγ HBCPG I HB>QKB
HBCPG� KBCPG

rank

⎧⎨⎩
⎡⎣ H

[
Xk(s− βi)
Yk(s− βi)

]
i = 1, γ

⎤⎦ k = 0, 1, ..., n; s ∈
{
jh+ βi|i = 1, γ, j=0,min{Tt1 − 1,m}

}
,⎡⎣ H

[
Xk(s− βi)
Yk(s− βi)

]
ηβi

i = 1, γ

⎤⎦ k = 0, 1, ..., n; s ∈ {min{Tt1 ,m}h+ βi|i = 1, γ}

⎫⎬⎭
= rank

⎧⎨⎩
⎡⎣ H

[
Xk(s− βi)
Yk(s − βi)

]
i = 1, γ

⎤⎦ k = 0, 1, ..., n; s ∈
{
jh+ βi|i = 1, γ, j=0,min{Tt1 − 1,m}

}
,⎡⎣ H

[
Xk(s− βi)
Yk(s− βi)

]
ηβi

i = 1, γ

⎤⎦ k = 0, 1, ..., n; s ∈ {min{Tt1 ,m}h+ βi|i = 1, γ} , diag[H]γi=1

⎫⎬⎭ ,

CPE ηβi
�UGFGKHEFILHIVELKG? aMRKdI? OIPG ηβi

=

{
0, EL>I { t1h } < {

βi
h },

1, EL>I { t1h } ≥ {
βi

h }.

����2���$&'�%� �����0� 9 �' �%� �  � ;�'���� ## 0 �/�'�%� ;���(�(��� H,t1,
��'�#/#0�'�# # #2�(� ## �8� '%��'�%� � �/�'�%� ;���(�(��� H,t1,��'�#/#0�'�# '���#�'.
' #';�$&2�%� #�0 ;���'��%$� #. ���� #. % %#�� �.�� ;� ���� #.0 �;����$.-?#< ���%,

 � #��

[
x(t, 0, 0, u)
y(t, 0, 0, u)

]
=

Tt∑
k=0

[
0

Y0(kh)

]
u(t− kh) +

t∫
0

+∞∑
k=0

+∞∑
i=0

(t−τ−ih>0)

[
Xk+1(ih)
Yk+1(ih)

]
(t−τ−ih)k

k! u(τ)dτ,

;�$�(�  �8� % ��1��� �t� # #';�$&2�%� ## $�00� 9�

=(� �� *�!���!��"

;< ACIW= J
:
 ~�� r�n�s� �h����k��
��� n�k ����e�
e ������o � h
���n�e������HH �������  zy< ;�9�<
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�< PQXQ>E? k
� bCGC;;E?Q H
A
 ��s��������k ��
��k 
h�����f�oq h�
t���
�< m<G ������ ;�9;�����<

E< AQG[<I=E @
A
� _ERRMXIQ^ ]
e
 i���e�o� ���t�
����o� z~j ������oG �< ���n��������� ��p���eHH
�r�����k j��< ��
��k � ������o �h�������k< ���	< { �< �< �
�E�<

� @#�)��<� ��!��?' �@��<'�=!BC �����<
% A���%�"C !��@#� ���!!����
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 ��x
������������� }����f��� h�����n�
e ���������� � ��}
�������

��r������
��� 
� ������ m�����  ������f
����
����

���

�;��%$� #� �'�?�'�%$.��'.! ��� ;��%#$�! % �'$�%#.<  ��;����$�  �'�#! ������. %�2,
 #���� #2,2�  ���( �'�# 0���0��#(�'��8� 0���$#��%� #. �1����� �;��%$� #.!  ���( �'�#
���$#2�4## ��'(�� �< 2 �(� #� �;��%$.-?#< %�2���'�%#�! #2,2� % �� #< %�20�?� #�!
 �#21�/ � '�;��%�/��-?#< ;��4�'' �;��%$� #.! #2,2� ��#1�� #20��� #. %<�� �< # %�,
<�� �< '#8 �$�%!  � ������< �' �%� � 3��0#��%� #� �;��%$.-?#< %�2���'�%#�� � ;���1,
 �< �'$�%#.< #';�$&2���'. ;�2#4#�  �� �;��%$� #�! '���%��'�%�-?�� ;�# 4#;� �;��%$�,
 #. ;� 2�0� ���0� �� ����� ��8�� ����?#� �;��%$.-?#� %�2���'�%#. '�2��-�'. ;� ����,
?�� # 3��0�4## � ;�%��� ## �1����� # ���'�%�-?#<  �  �8� %�20�?� #.<! (�� ;�2%�$.�� %
�;����$�  �� '��;� # ;��#��%��& %��� �� %�2���'�%#�  ��;����$�  �'�#  � ��(�'�%� ;��,
4�''� �;��%$� #.� �� �$! ;� ������0� % �;��%$.-?#� ��8� ;�'��;��� # ;���1��2���'.
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