
}� dFPTAXP� �V hZJ mUWPW Hn hZJ UnHKJ@PhJY YPW@HNKWJW NWPVF hZJ dJhZHYW Hn @HV[J} UVY VHV,
WdHHhZ UVUEoWPW IJ YJhJKdPVJY nHEEHIPVF nU@hW�

������� �� %�� x0 ∈ Q 
� ��� �����
�� �� ��� ������� 0 !� ��� �	�� F : X → (W,C), G :
X → (Y,K) 	�� �
)�����
	��� � 	�� ��� �	� H : X → Z 
� ����
������� �
)�����
	��� �� �������


� ��� ��
�� x0, ���� ����� �"
��� ��� ����(��� ������� (η∗, μ∗, ν∗) ∈ C∗×K∗×Z∗, �	�
���
�� ���

����
�
���*

η∗ ◦ F ′(x0) + μ∗ ◦G′(x0) + ν∗ ◦H ′(x0) = 0, 〈μ∗, G(x0)〉 = 0. AuB

������� 
� %�� x0 ∈ Q 
� ��� �����
�� �� ��� ������� 0 X 
� 	 9	�	�� ��	��� 	�� Y,Z,W
	�� ������� ��	��� !� ��� �	�� F : X → (W,C), G : X → (Y,K),H : X → Z 	�� ���	���

%
����
�( �� X, ���� ����� �"
��� ��� ����(��� ������� (η∗, μ∗, μ∗) ∈ C∗ × K∗ × Z∗, �	�
���
��

��� ����
�
���*

0 ∈ (η∗ ◦ F + μ∗ ◦G+ ν∗ ◦H)(x0), (μ∗ ◦G)(x0) = 0. AyB
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-MXGDUTRXIDM� eZJ mJZU[PHNK Hn U VNdmJK Hn KJUE qZoWP@W qKH@JWW @HVWPWhW Hn U @HdmPVUhPHV Hn
YoVUdP@ AYP|JKJVhPUEB UVY UEFJmKUP@ AnNV@hPHVUEB YJqJVYJV@PJW� eZJWJ qKH@JWWJW UKJ YJW@KPmJY mo
YP|JKJVhPUE,UEFJmKUP@ WoWhJdW� jV hZUh WJVWJ hZJWJ WoWhJdW UKJ ZomKPY WoWhJdW� jh WZHNEY mJ VH,
hJY hZUh hZJ hJKd �ZomKPY WoWhJdW�ZUW mJJV IPYJEo NWJY PV hZJ EPhJKUhNKJ PV [UKPHNW WJVWJW �9��

eZJ qUqJK YJUEW IPhZ hZJ IJUX HmWJK[UmPEPho Hn WdUEE WHENhPHVW Hn bDb WoWhJdW� Ph PW UV
J}hJVWPHV Hn hZJ IHKX �5�� eZJ WdUEE WHENhPHV PW U WHENhPHV hZUh FHJW hH QJKH nUWhJK hZUV UVo
J}qHVJVhPUE nNV@hPHV� v}PWhJV@J Hn WN@Z WHENhPHVW nHK EPVJUK KJhUKYJY WoWhJdW IUW qKH[JY mo _JVKo
�t� UVY EUhJK mo MUqqJE �)� nHK EPVJUK VJNhKUE hoqJ WoWhJdW� fNVJE �u� FU[J J}qEP@Ph @ZUKU@hJKPQUhPHV
Hn hZJ WdUEEJWh qHWWPmEJ hPdJ nHK IZP@Z WdUEE WHENhPHVW [UVPWZ� �mWJK[UmPEPho Hn WdUEE WHENhPHVW
nHK hZJ KJhUKYJY hPdJ YJEUo WoWhJd @UWJ IUW {KWh WhNYPJY mo TUVPhPNW �y� UVY nHK FJVJKUE VJNhKUE
WoWhJd mo ]UEUdHV �:��

tu



�� `GFAI_IMOGIFP� fJh NW @HVWPYJK bDb WoWhJd PV hZJ nHKd

ẋ1(t) = A11x1(t) +A12x2(t), t > 0, A9UB

x2(t) = A21x1(t) +A22x2(t− h), t ≥ 0, A9mB

z(t) = B1x1(t) +B2x2(t). A9@B

_JKJ x1(t) ∈ Rn1, x2(t) ∈ Rn2, z(t) ∈ Rm, t ≥ 0;A11 ∈ Rn1×n1, A12 ∈ Rn1×n2, A21 ∈
Rn2×n1, A22 ∈ Rn2×n2, B1 ∈ Rm×n1, B2 ∈ Rm×n2 , UKJ @HVWhUVh dUhKP@JW! h PW U @HVWhUVh YJEUo!
h > 0� �J KJFUKY UV UmWHENhJ @HVhPVNHNW n1,[J@hHK nNV@hPHV x1(·)! UVY U qPJ@JIPWJ @HVhPVNHNW
n2,[J@hHK nNV@hPHV x2(·) UW hZJ WHENhPHVW Hn WoWhJdW A9B Pn hZJo WUhPWno hZJ JxNUhPHVW A9UB,A9mB�
]oWhJd A9B WZHNEY mJ @HdqEJhJY IPhZ PVPhPUE @HVYPhPHVW PV hZJ nHKd�

x1(0+) = x1(0) = x10, x2(τ) = ψ(τ), τ ∈ [−h, 0),

IZJKJ ψ ∈ PC([−h, 0],Rm) UVY PC([−h, 0],Rm) PW hZJ WJh Hn qPJ@JIPWJ @HVhPVNHNW d,[J@hHK
nNV@hPHVW PV [−h, 0]�

\F�MIXIDM �� #� �	� ��	� 	 �����
�� x1(·)� x2(·) 
� ��	��� 
� ����� �"
��� T > 0 ���� ��	�

x1(t) = 0� x2(t) = 0 ��� t ≥ T  - ��	�� �����
�� 
� ��
�
	�� 
� x1(t) = 0 	�� x2(t) = 0 ��� t ≥ 0 

]PdPEUKEo IJ YJ{VJ hZJ VHhPHV Hn WdUEE WHENhPHVW IPhZ KJWqJ@h hH x1 UVY x2�


� dFAOXINF DhPFGNOhIAIX[ D| P_OAA PDATXIDMP�

\F�MIXIDM 
� :����
�
	� ��	�� �����
��� �� ������ �
� �
�� ������� �� x2 	�� ��	1��

������	��� 
� ����� �����
�
	� ��	�� �����
�� �
�� ������� �� x2 �	� ���(��� ������ ��� t ≥ 0
	�� x1 
� 	 (��� �����
��� 
 � 

∃T > 0
x1(t) = 0∀t ≥ 0
x2(t) = 0∀t ≥ T
z(t) = 0∀t ≥ 0

⎫⎬⎭⇒ x2(t) = 0, ∀t ≥ 0.

bQFDGF_ �� :����
�
	� ��	�� �����
��� �� ������ �
� �
�� ������� �� x2 	�� ������	��� 
�

	�� ���� 
� ��� ������
�� ����
�
�� �����*

rank

⎡⎣ B2A22

B2(A22)2

   
B2(A22)n2

⎤⎦ = rank

⎡⎢⎢⎣
B2A22

B2(A22)2

   
B2(A22)n2

A22

⎤⎥⎥⎦ .
\F�MIXIDM }� #� �	� ��	� x1(t), t > 0� x2(t), t > 0 
� 	 ������ �����
�� �� ������ �
� 
�

���	�
��� �
� 	�� �	�
�$�� ��� 	�� t, t > 0 �
� �
� �� ����
��� ��� �
�����	�� ���
�	�
�� 	� t = 0� 

bQFDGF_ 
� :����
�
	� ������ ��	�� �����
��� �� ������ �
� �
�� ������� �� x2 	�� ������	���


� 	�� ���� 
� ��� ������
�� ����
�
�� �����*

rank

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
A12A22

   
A12A

n2
22

B2A22

   
B2A

n2
22

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = rank

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A12A22

   
A12A

n2
22

B2A22

   
B2A

n2
22

A22

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

]DGDAAOG[ �� !� �����
�
	� ��	�� �����
��� �� ������ �
� �
�� ������� �� x2 	�� ������	���

���� �����
�
	� ������ ��	�� �����
��� �� ������ �
� �
�� ������� �� x2 �� ������ �
� 	�� 	���
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\F�MIXIDM �� :����
�
	� ��	�� �����
��� �� ������ �
� �
�� ������� �� x1 	�� ��	1��
������	��� 
� ����� �����
�
	� ��	�� �����
�� �
�� ������� �� x1 �	� ���(��� ������ ��� t ≥ 0
	�� ��� x2 ��
�� (��� �����
��� 
 � 

∃T > 0
x2(t) = 0∀t ≥ 0
x1(t) = 0∀t ≥ T
z(t) = 0∀t ≥ 0

⎫⎬⎭⇒ x1(t) = 0, ∀t ≥ 0.

bQFDGF_ }� :����
�
	� ��	�� �����
��� �� ������ �
� �
�� ������� �� x1 	�� 	��	��

������	��� 

]DMRATPIDM� jV hZPW qUqJK IJ ZU[J PV[JWhPFUhJY hZJ qKHmEJd Hn KJEUhP[J IJUX HmWJK[UmPEPho
Hn VHVhKP[PUE WdUEE WHENhPHVW Hn hZJ ZomKPY YP|JKJVhPUE,YP|JKJV@J WoWhJdW� �JUX HmWJK[UmPEPho
Hn VHVhKP[PUE WdUEE WHENhPHV IPhZ KJWqJ@h hH x2 UVY x1 UKJ @HVWPYJKJY� ]hKHVF WdUEE WHENhPHVW
UKJ YJ{VJY UVY IJUX HmWJK[UmPEPho Hn VHVhKP[PUE WhKHVF WdUEE WHENhPHVW IPhZ KJWqJ@h hH x2 PW
JWhUmEPWZJY� �hZJK XPVYW Hn HmWJK[UmPEPho Hn WdUEE WHENhPHV Hn WoWhJd A9B UVY KJEUhPHVW mJhIJJV
hZJWJ XPVYW Hn HmWJK[UmPEPho UKJ UEWH YPW@NWWJY�

eZPW IHKX IUW WNqqHKhJY mo \PUEoWhHX eJ@ZVP@UE sVP[JKWPho FKUVh ]��j�9�+7�
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eZPW qUqJK PV[JWhPFUhJW hZJ aHKh,cHVhKHEEJY _UdPEhHVPUV Aac_B dHYJE Hn VHVZHEHVHdP@
YoVUdP@UE WoWhJdW �)�� rHVZHEHVHdP@ @HVWhKUPVhW HV dHhPHV @UV mJ J}qKJWWJY PV hJKdW Hn
VHVPVhJFKUmEJ EPVJUK [JEH@Pho KJEUhPHVWZPqW B(q)q̇ = 0� pJ@JVhEo �5�! hZPW @EUWW Hn VHVZHEHVHdP@
@HVWhKUPVhW ZUW mJJV mKHUYJVJY UW hH JV@HdqUWW U�VJ [JEH@Pho KJEUhPHVWZPqW A(q) + B(q)q̇ =
0� ac_ dHYJE PV@HKqHKUhJW YPKJ@hEo VHVZHEHVHdP@ @HVWhKUPVhW UVY mKHUYJVPVF hZJ @EUWW Hn
VHVZHEHVHdP@ @HVWhKUPVhW UEEHIW NW hH qKHqHWJ PV U ac_ nHKdNEUhPHV U @HVhKHE UEFHKPhZd
nHK YoVUdP@UE WoWhJdW IZJKJ VHVZHEHVHdP@ @HVWhKUPVhW HV [JEH@PhPJW UKJ PdqHWJY mo @HVhKHE
HmOJ@hP[JW �9� UVY VHh mo hZJ WhKN@hNKJ Hn hZJ WoWhJd PhWJEn �t�� DW UV UqqEP@UhPHV! hZJ JVJKFo
mUWJY KHmNWh @HVhKHE PW WhNYPJY Hn {VPhJ YPdJVWPHVUE NVYJKU@hNUhJY dJ@ZUVP@UE WoWhJdW�

t:


