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Пусть X0, X1, ..., Xn – наблюдения случайного процесса tX , соответст-

венно в моменты времени t0, D+= 01 tt , ..., D+= nttn 0 , где D  – фиксирован-

ный временной интервал. Процесс порождается стохастическим дифферен-

циальным уравнением

tttt dWXdtXdX )()( s+m=                                        (1)

где Wt – стандартный винеровский процесс. Функция )(×m  называется функ-

цией дрейфа или дрейфом, )(×s  – диффузией (функцией диффузии) или вола-

тильностью.

 Непараметрические оценки функций дрейфа и диффузии соответст-

венно задаются формулами
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где )(xKh  – ядерная функция непараметрической оценки.

Из (3) следует, что 0)( >s xh  для всех х из области определения, в ча-

стности 0)0( >sh . В то же самое время для моделей диффузионных процес-

сов, используемых в стохастической математике, таких как модели Кокса –

Ингерсолла – Росса (CIR) [1], Ана – Гао (AG) [2] и др., истинное значение

функции диффузии 0)0( =s . Поэтому возникает потребность в рассмотрении



некоторых модификаций оценки (3), для которых этот недостаток преодоле-

вается. Такими модификациями, например, могут быть следующие
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Можно доказать, что для моделей Васичека [3], CIR и AG такие оцен-

ки при оптимальных параметрах размытости ядерных функций являются

строго состоятельными. При этом устанавливается их связь с параметриче-

скими оценками.

Пусть {Xi, Yi}, ni ,1= , – двумерная выборка объема n из ),( YX ,  а

]|[)( xXYExm == . Предположим, что X и Y имеют совместную плотность и

соответственно маргинальные плотности. Непараметрической ядерной оцен-

кой Надарая-Ватсона регрессии )(xm  называется функция
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где )/()( haKaKh = .

Представляет интерес рассмотреть поведение непараметрической

оценки функции регрессии (4), для значений аргумента вне выборочного ин-

тервала [ minX , maxX ]. Если используется ядро, принимающее ненулевые

значения в конечной области (например, ядро Епанечникова), то знаменатель

(4) не равен нулю только на ограниченном интервале значений аргумента.

Поэтому такая оценка определяется только на ограниченном интервале, ко-

торый может оказаться довольно узким. Однако если использовать ядро, ко-

торое отличается от нуля для всех конечных значений аргумента, тогда оцен-



ка (4) оказывается определенной на на всей числовой оси (к таким ядрам от-

носится гауссовое ядро). Поэтому возникает вопрос, корректно ли рассмат-

ривать непараметрическую ядерную оценку регрессии типа(4) за пределами

интервала [ minX , maxX ]. Для ядра Kh в виде нормальной плотности с нуле-

вым средним и дисперсией h2  установлено, что å
Î¥-®

=
Jj

jhx
Y

t
xm 1)(lim , где J –

множество индексов i, таких что iXX =min , t – количество наблюдений, рав-

ных minX . Аналогично å
Î¥®

=
Gj

jhx
Y

s
xm 1)(lim , где G – множество индексов i,

таких что iXX =max , s – количество наблюдений, равных maxX . Здесь minX

и maxX  – соответственно минимальное и максимальное значение среди всех

iX . Так что непараметрическая оценка является ограниченной, тогда как

функции )(xm  и )(xs , вообще говоря, могут быть  неограниченными. Чис-

ленные эксперименты показывают, что непараметрическую оценку функции

регрессии независимо от ядра целесообразно рассматривать только на интер-

вале значений аргумента х Î [ minX - h, maxX + h].

Другая интересная проблема – изучение чувствительности непарамет-

рических оценок к добавлению новых наблюдений. Рассмотрим непарамет-

рическую оценку регрессии вида (4) для n наблюдений процесса Xt, удовле-

творяющего (1). Такую оценку обозначим как )()( xm n
h .

Выберем произвольное значение переменной x и зафиксируем его.

Определим множество J – множество индексов j ( nj ££1 ), такое что xX j =

для всех GjÎ ; k – его мощность. Пусть *X  – ближайшее к x наблюдение,

xX ¹* , тогда D – множество индексов d ( nd ££1 ), такое что *XX d =  для

всех Dd Î ; q – его мощность.



Утверждение. Если ядро 0)( >yKh  для всех y и 0>h , то значения
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®
 различаются в точке 1+= nXx  и некоторой ее ок-

рестности. Различие определяется следующим образом:

если 1+= nXx  и множество J не пустое, тогда
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если |||| 1 xXxX n -<- *+  и множество J пустое, тогда
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если |||| 1 xXxX n -=- *+  и множество J пустое, тогда
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Так как непараметрическая оценка диффузии непрерывна, то отсюда

следует, что отличия между )()( xm n
h  и )()1( xm n

h
+  в окрестности точки

1+= nXx  сохраняются и для значений параметра размытости, близких к нулю,

какими обычно являются оптимальные h.

С помощью вычислительных экспериментов установлено, что суще-

ствуют ситуации, когда с достаточно большой вероятностью непараметриче-

ские оценки функции регрессии (2), (3), (4) являются чувствительными к до-

бавлению новых наблюдений.
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