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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ОДНОГО ПАРАРЕАЛЬНОГО 
АЛГОРИТМА РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ОДУ 

В. А. Карпейчик  

В настоящее время особенно актуальным становится вопрос наличия 
алгоритмов, способных выполняться параллельно несколькими вычисли-
тельными модулями, так как при исполнении последовательного алго-
ритма на вычислительной системе, использующей несколько вычисли-
тельных модулей, вычисления будут производиться только на одном из 
них. Важной проблемой при моделировании и решении сложных задач 
является решение дифференциальных уравнений и их систем. В данной 
работе проведено численное исследование одного парареального метода 
решения систем ОДУ, впервые представленного в 2001 году Габриэлем 
Туриничи и Айвоном Мэдэем[1]. Парареальным они называют алгоритм 
решения исходной задачи, позволяющий производить параллельные вы-
числения на отрезках временной оси дифференциальной задачи.  

Пусть имеем дифференциальную задачу 
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где Ω=∈ ],[ 0 TTt , nRu →Ω∈ , 
nn RRf →∈ . 

Для построения парареального алгоритма разобьем Ω  на N отрезков 
],[ 1+=Ω nnn TT , где 1,...,1,0 −= Nn  и решаем на каждом nΩ  задачу[2] 
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где nt Ω∈ , а значения nUU ,...0  должны выбираться так, чтобы  

2,0),()( 111 −== +++ NiTuTu iiii . 
То есть nU  должны удовлетворять системе уравнений 
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где 1,...,1,0 −= Nn ,  )( 11 −Ω − nU
n

ϕ  – это точное решение задачи вида (2) на 
отрезке 1−Ωn   с начальным условием равным 1−nU . Тогда систему (3) 
можно переписать в виде: 
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Система (4) позволяет определить необходимые значения nU  для ка-
ждого из отрезков nΩ . Решать ее можно, например,  при помощи моди-
фицированного метода Ньютона. Тогда запишем: 
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Теперь, пусть ),,( 11 −− nnn UTTF ) – приближенное решение к 
)( 11 −Ω − nU

n
ϕ  порядка 0p , а ),,( 11 −− nnn UTTG ) – приближенное решение к 

)( 11 −Ω − nU
n

ϕ   порядка 1p , причем 10 pp > . Тогда справедливо[2] 
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Тогда из (5) можно записать парареальный алгоритм решения исход-
ной задачи: 
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где ),,( 0
11

0
−−= nnnn UTTGU . 

Представим общий вид парареального алгоритма при исполнении на 
N процессорах[1]. 

00
0 uU ←  

for i=0:N-1 do 
     ),,( 0

1
0

1 iiii UTTGU ++ ←     
end for 
Разбиваем Ω  на N отрезков и вычисляем ),( 0

11, −+ nnn UTTF ) параллель-
но на N процессорах, по одному отрезку на процессор. 

0←k  
while true do 
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end for 
if сходимость 
   выход 
end if 
Вычисляем ),( 1

11,
+
−+

k
nnn UTTF )   параллельно на N процессорах, по од-

ному отрезку на процессор. 
1+← kk  

end while 
Для проверки эффективности алгоритма были проведены тесты на за-

даче нахождения орбиты Аренсторфа, которая представляет собой замк-
нутую кривую. Всего было произведено две серии тестов, первая – для 
достижения одинаковой точности. Вторая – тесты с одинаковым шагом 
сетки. 

Все тесты производились на компьютере с двухъядерном процессоре 
Intel Core 2 Duo с тактовой частотой каждого ядра 2 ГГц и оперативной 
памятью 4 Гб.  
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В тестах сравнивались: 
• последовательный алгоритм метода Рунге-Кутта 4-го порядка 

аппроксимации; 
• парареальный алгоритм при запуске на одном ядре процессора; 
• парареальный алгоритм при запуске на 2-х ядрах процессора. 
Первая серия – тесты на достижение одинаковой точности. В таблице 

показана зависимость  времени выполнения в секундах от количества 
витков вычисляемого решения. 

Таблица 
Алгоритм  1 2 3 4 
Р-К 4 0.2  1.11 6.83 38.96 

Парареальный на 1 
ядре 

0.39 1.37 8.63 18.02 

Парареальный на 2 
ядрах 

0.29 1.15 6.42 9.83 

 

Вторая серия – тесты с одинаковым шагом сетки h=0.0003. Ниже на 
рисунках приводятся результаты такого тестирования (точное решение 
показано прерывистой линией): 
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Рис. 1. Решение методом Рунге-Кутты 4-го порядка точности, 
количество витков – 3, время выполнения – 6.352 сек. 
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Рис. 2. Решение парареальным алгоритмом, количество витков – 4. 
Время выполнения: на одном ядре – 10.36 сек, на двух ядрах – 6.504 сек 

 
Полученные результаты сравнения работы разных алгоритмов показа-

ли, что парареальный алгоритм ведет себя эффективнее, чем классиче-
ский метода Рунге-Кутта 4-го порядка точности. 

Во второй серии тестов примечательным является результат, полу-
ченный при вычислении с шагом сетки 0.0003, когда метод Рунге-Кутта 
4-го порядка аппроксимации смог проделать только два витка, с сильной 
погрешностью в самом начале 3-его, а парареальный алгоритм почти за-
кончил четвертый виток. 

При этом необходимо отметить относительно невысокую скорость 
работы парареального алгоритма на сетке малой размерности. Это мож-
но объяснить тем, что время тратится на инициализацию потоков, кото-
рые при малом количестве вычисляемых шагов излишни.  
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