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Обычно используемыми математическими моделями изменения во 

времени процентных ставок на финансовом рынке являются диффузионные 

процессы, описываемые стохастическими дифференциальными уравнениями. 

Решения линейных стохастических уравнений, как правило, можно выписать 

в явной форме. Однако получение решений в явной форме для нелинейных 

уравнений проблема более сложная. Вместе с тем для некоторых таких про-

цессов могут быть найдены как маргинальные, так и совместные распределе-

ния вероятностей. Оказывается, что эти распределения относятся к классу 

смешанных распределений. Причем при фиксированных значениях смеши-

вающей случайной величины отсчеты процесса независимо распределены. 

Ниже будет изложены некоторые результаты по этой проблематике. 

Будем рассматривать такие случайные процессы процентных ставок 

r(t), которые допускают существование стационарного режима со стационар-

ным математическим ожиданием E[r(t)]  Е и стационарной дисперсией 

Var[r(t)]  V. В классическом анализе обычно предполагалось, что процент-

ная ставка доходности финансовых активов имеет нормальное распределение 

с однородными по времени независимыми приращениями и  стационарными 

параметрами. Наиболее известной моделью динамики такой процентной 

ставки r(t) является модель Васичека 1 (нормальная модель), когда процесс 

r(t) порождается стохастическим дифференциальным уравнением  

dr(t)   k (Е  r(t))dt  kV2 dW(t). 

Смысл параметра k разъясняется ниже, а W(t) – стандартный винеровский 

процесс. Однако выборочные характеристики временных рядов, соответст-

вующих такой модели, оказываются часто несовместимыми с характеристи-

ками процесса r(t) этой модели. Одно из более важных отличий – то, что эм-



пирические распределения изменения процентной ставки часто слишком 

«островершинные», асимметричные и имеют тяжелые правые хвосты, что не 

совместимо с нормальным распределением; наибольшие частоты наблюден-

ных значений слишком велики, чтобы быть совместимыми с выборками из 

нормального распределения. Кроме того, рыночная процентная ставка, 

обычно, положительная, а нормальное распределение определено на всей чи-

словой оси.  

Устранить эти несоответствия пытались двумя различными способа-

ми. Первый хотя и предполагал независимые приращения и предположения 

стационарности, но заменял предположение о нормальности более общим 

предположением о распределениях, устойчивых в смысле Парето – Леви. Хо-

тя негауссовы члены устойчивого семейства распределений часто аппрокси-

мируют хвосты эмпирических распределений лучше, чем нормальное, эмпи-

рическое подтверждение пока еще слабое, чтобы обосновать принятие гипо-

тезы устойчивости Парето относительно какого-либо островершинного рас-

пределения. Кроме того, свойство бесконечности дисперсии негауссовых ус-

тойчивых распределений подразумевает, что большинство наших статисти-

ческих методов, которые основаны на предположениях о  конечности момен-

тов (например, метод наименьших квадратов), бесполезны. Гипотеза устой-

чивости Парето также подразумевает, что даже первый момент или матема-

тическое ожидание арифметического изменения цен не существуют. 

Отсутствие теории делает разработку требований к рассматриваемой модели 

при гипотезе устойчивости, по Парето, довольно трудной. Значительные тео-

ретические и эмпирические трудности, связанные с гипотезой устойчивости 

Парето, побуждают рассматривать другие процессы с  конечными момента-

ми, чьи распределения не являются гауссовыми. Кроме того, обширная мате-

матическая литература по распределениям этих процессов и свойствам ко-

нечности моментов делает реализацию проверки гипотез значительно проще 

для таких процессов, чем для устойчивых процессов Парето – Леви. 



Особенность стохастических моделей динамики процентных ставок 

состоит в том, что кроме прочего должны порождать неотрицательные про-

цессы. Модель Блэка – Карасинского 2 (логарифмически нормальная мо-

дель), когда процентная ставка порождается диффузионным процессом  

dr(t)   k r(t)ln[ )(1 2 trEVE  ]dt  r(t) )1ln(2 2EVk  dW(t), 

генерирует неотрицательный процесс с несколько более островершинной 

плотностью, чем нормальная. Однако правый хвост логарифмически нор-

мальной плотности недостаточно тяжелый для описания реальных рыночных 

ставок (она чаще используется для описания процессов цен акций). К на-

стоящему времени наиболее известными моделями процессов процентных 

ставок являются модели, построенные на основе случайных процессов Бессе-

ля. Приведем две из них: 

Модель Кокса – Ингерсолла – Росса (модель CIR 3): 

dr(t)   k (Е  r(t)) dt  EtkVr /)(2 dW(t).                            (1) 

Модель Ана – Гао (модель AG 4): 

dr(t)   k (Е  V/Е  r(t)) r(t) dt  EtkVr )(2 3 dW(t).                   (2) 

Здесь процесс r(t) моделирует динамику процентной ставки, W(t) – стандарт-

ный винеровский процесс, а параметры уравнений (1) и (2) имеют следую-

щий смысл: Е – стационарное среднее, V – стационарная дисперсия процесса 

r(t), а положительный параметр k определяет корреляционные свойства про-

цесса r(t) в обоих случаях таким образом, что коэффициент корреляции  

случайных величин r(t) и r(t  ) равен   ехр(k) для процесса, опреде-

ляемого уравнением (1) и   ехр k(Е  V/Е) для процесса, определяе-

мого уравнением (2).  

Введем обозначения:  
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метрами q, с такими, что при Х ~ h(х|q, с), E[X]  с/q, Var[X]  с2/q2(q 1). 

Ниже для краткости случайные величины и их возможные значения 

обозначаются одинаковыми символами. 

Утверждение 1. Маргинальные плотности вероятностей процессов (1) 

и (2) определяются соответственно функциями g(r|q, с) и h(r|q, с), причем па-

раметры этих плотностей вычисляются по формулам: с  E/V, q  E2/V для 

процесса (1); с  E(1  E2/V), q  1  E2/V  для процесса (2).  
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Рис.2.  

На рис. 2 представлены стационарные плотности вероятностей для 

рассмотренных моделей: Васичека (N), Блэка – Карасинского (LN), Кокса – 

Ингерсолла – Росса (CIR) и Ана – Гао (AG) для E2/V  4. На рисунке 3 пока-

заны правые хвосты этих плотностей.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.3.  

Таким образом, модели (1) и (2) порождают процессы с неотрицатель-

ными значениями. Анализ показывает (см. ниже, а также рис. 3), что распре-

деление процесса (2) обладает более тяжелым хвостом, чем распределение 

процесса (1). С практической точки зрения это более привлекательно, по-

скольку большинство стохастических моделей динамики финансовых пока-

зателей рынка обычно критикуется за то, что имеет правые хвосты распреде-



СРАВНИТЕЛЬНАЯ ТЯЖЕСТЬ ХВОСТОВ
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лений, спадающие быстрее, чем хвосты оценок плотностей по реальным фи-

нансовым показателям. На рисунке 4 показана сравнительная тяжесть правых 

хвостов для плотностей моделей Ана – Гао, Блэка – Карасинского и Кокса – 

Ингерсолла – Росса. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4. Отношения плотностей вероятностей для моделей Ана – Гао (AG) и Блэка - Кара-

синского (LN), а также для моделей Ана – Гао (AG) и Кокса – Ингерсолла – Росса (CIR) 

 

Сравнительный анализ плотностей g(r) и h(r) можно провести с по-

мощью отношения этих плотностей для одинаковых стационарных матема-

тического ожидания E и дисперсии V: 
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Это отношение является функцией со следующими особенностями 
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имеется два экстремума: максимум в точке rмах  ]111[ 2 VEE    Е и 

минимум в точке rmin  ]111[ 2 VEE    Е. Это означает, что на интерва-

лах (0, rмах) и (rmin, ) функция возрастает, а на интервале (rмах, rmin) – убыва-

ет. Так что у плотности g(r) тяжелее левый хвост, а правый хвост тяжелее у 

плотности h(r). Кроме того, при r  Е имеем  ./)1()()( /12 2

eEVEgEh VE  



h/g , E  = 0,08, V  = 0,0016
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Поэтому 1)()( EgEh  при E2/V  1 (что обычно выполняется на практике). 

Так что функции g(r) и h(r) пересекаются в окрестности точки r  Е. Для ил-

люстрации функция h(r)/g(r) представлена ниже на рисунке 4 для типичных 

рыночных значений среднего E годовой процентной ставки доходности и ее 

дисперсии V краткосрочных (один месяц) ценных бумаг Казначейства США. 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.4.Отношение плотностей h(r) и g(r). 

 

Следствие. Начальные моменты стационарных распределений про-

цессов (1) и (2) вычисляются по формулам 
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для процесса (2). 

Таким образом, для процесса (1) существуют моменты любого поряд-

ка. Однако для процесса (2) это не так: момент порядка k существует только 

для k  2 + E2/V. Этого можно было ожидать, поскольку плотность вероятно-

стей процесса (2) имеет тяжелый правый хвост. Заметим, что математическое 

ожидание и дисперсия процесса (2) существуют гарантированно. На практи-
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ке обычно отношение E2/V достаточно велико (в приведенном выше примере 

E2/V  4), так что, как правило, существуют как третьи, так и четвертые мо-

менты распределения h(r). Представляет интерес провести сравнительный 

анализ асимметрии и эксцесса процессов, моделирующих динамику про-

центной ставки. В нижеследующей таблице представлены выражения для 

асимметрии и эксцесса рассматриваемых распределений вероятностей. В 

таблице для краткости введены следующие обозначения: а  E2/V,   1  1/а. 

 
Распределение Асимметрия Эксцесс 

Нормальное 0 3 

Гамма (CIR) a/2  3/(12/а) 

АG )1(4 aa  )23()7(3 22  aaaa  

Логнормальное (LN) aa)/13(   423323 

 
На рисунках 5 и 6 представлены графики зависимости этих числовых ха-

рактеристик плотностей от параметра а.  Из приведенных данных таблицы и 

графиков становится ясным, что плотность вероятностей для модели Ана – 

Гао при одинаковых двух первых моментах обладает наибольшей асиммет-

рией (приводящей к тому, что эта плотность имеет наиболее тяжелый правый 

хвост) и наибольшей островершинностью (эксцессом). Таким образом, эта 

модель оказывается наиболее подходящей для моделирования процессов из-

менения финансовых рыночных показателей. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.  



ЭКСЦЕСС

3

6

9

12

6 9 12 15 18 21 24a

LN CIR AG

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 6. 

Интересно заметить, что с увеличением отношения а  E2/V плотности 

вероятностей моделей Ана – Гао, Блэка – Карасинского и Кокса – Ингерсолла 

– Росса сходятся к нормальной плотности, то есть указанные модели с увели-

чением E2/V приближаются к модели Васичека. Вместе с тем сама нормаль-

ная плотность вероятностей с увеличением отношения а  E2/V сходится к 

дельта функции. 

Утверждение 2. Условные плотности вероятностей f (r, t | R, s), где 

обозначено r  r(t), R  r(s), s  t, определяются в виде смеси распределений 
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процесса (2). 

Доказательство утверждений 1 и 2 основывается на результатах Фел-

лера 5, который рассмотрел проблему решения уравнений Колмогорова для 



плотности вероятностей диффузионного процесса (1), а также получил и ис-

следовал характеристическую функцию этого процесса. В частности, он по-

казал, что достаточным условием строгой положительности процесса (1) 

(другими словами, что нулевой уровень процесса  r(t) недостижим сверху с 

вероятностью единица) является неравенство E2/V  1. Очевидно, что это тем 

более справедливо для процесса (2). 

Вид плотностей (3) и (4) можно прокомментировать следующим обра-

зом. Получается, что случайная величина r(t) при фиксированном r(s)  R с 

пуассоновским вероятностями р(j|и) имеет соответствующую плотность ве-

роятностей с параметром q  j. Причем пуассоновский параметр и зависит от 

фиксированного значения r(s)  R. Иначе говоря, плотности  f (r, t | R, s) – это 

смеси, в которых смешивающая случайная величина пуассоновская. 

Утверждение 3. Совместные плотности вероятностей  f (r, t; R, s), для 

r  r(t), R  r(s), s  t, определяются в виде смеси распределений 

f(r, t; R, s)  ),|(),|(),|(
0

cjqRgcjqrgqjb
j






                  (5) 

для процесса (1) и  

f(r, t; R, s)  ),|(),|(),|(
0

cjqRhcjqrhqjb
j






                  (6) 

для процесса (2). Значения параметров q, с,  в формулах (5) и (6) определе-

ны так же, как в утверждении 2.  

Таким образом, совместные плотности являются смешанными, как и 

условные плотности, только смешивающая случайная величина здесь имеет 

отрицательное биномиальное распределение. Кроме того, особенностью 

плотностей (5) и (6) является то, что при фиксированном значении смеши-

вающей случайной величины J, выборочные значения процесса r(t) и r(s) в 

различные моменты времени оказываются независимыми, поскольку для 

всякого фиксированного значения J  j совместная плотность выражается в 

виде произведения плотностей. Так что в некотором смысле смешивающая 

случайная величина «регулирует» зависимость между выборочными значе-



ниями процесса. Такая структура плотностей вероятностей является удобной 

при аналитических расчетах, касающихся вычисления математических ожи-

даний от различных функций случайных процессов (1) и (2).  

Поскольку процессы (1) и (2) являются Марковскими, с использова-

нием утверждений 1 – 3 для обоих процессов (1) и (2) можно последователь-

но получить совместные плотности большей размерности так, как это сдела-

но ранее для модели CIR 6.  
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