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Получены асимптотические разложения центральных моментов оценок
кепстральных коэффициентов гауссовского стационарного временного ряда с
условием регулярности при возрастающей длительности наблюдения. Сделаны
качественные выводы о вероятностных свойствах оценок кепстральных коэф-
фициентов. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Кепстральный анализ применяется в задачах распознавания речи, сейсмологии, 
обработки сигналов, робастного прогнозирования временных рядов [8, 9]. Он осно-
ван на преобразовании Фурье логарифма спектра мощности наблюдаемого времен-
ного ряда.  

В литературе доказаны основные свойства отсчетов периодограммы [3], такие
как асимптотическая некоррелированность для стационарных в широком смысле 

временных рядов и асимптотическая независимость и 2 
2χ -распределенность для вре-

менных рядов, стационарных в узком смысле [3, 4] (при растущей длительности на-
блюдения T → ∞ ). Также установлены некоторые свойства оценок кепстральных ко-
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эффициентов при определенных условиях регулярности, например их асимптотиче-
ская некоррелированность и равнодисперсность [5]. 

В данной работе исследуются моменты статистических оценок кепстральных 
коэффициентов гауссовского временного ряда при выполнении условия регулярно-
сти на спектральную плотность. 

 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ  МОДЕЛЬ  И  ПОСТАНОВКА  ЗАДАЧИ 

 
Пусть { }, ,tx t ∈  – гауссовский стационарный временной ряд с нулевым мате-

матическим ожиданием { } 0,tE x =  спектральной плотностью (сокращенно, спектром) 

( )S λ  и лог-спектром ( ) ln ( )L Sλ = λ , определенный на вероятностном пространстве 
( , , )F PΩ :  

( ) ( ) cos( ), ( ) ( ) cos( ), [ , ],

1 1
( )cos( ) , ( ) cos( ) ,
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S d l l L d

τ τ
τ∈ τ∈
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−π −π
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∑ ∑

∫ ∫

 
    (1) 

где коэффициенты ряда Фурье для ( )S λ  – ковариации { }τσ , а для ( )L λ  – так назы-

ваемые (в теории обработки сигналов) кепстральные коэффициенты [4, 5]. Введем 
условие регулярности, характеризующее асимптотику lτ  при τ → ∞ : 

 lim | | 1lτ
ττ→+∞

χ = < .                                                        (2) 

При выполнении условия (2) ряды Лорана z τ
ττ∈

σ∑ 
 и l zτ

ττ∈∑ 
 сходятся в кольце 

| | 1zχ < < χ , а ( )L λ  – бесконечно дифференцируемая и ограниченная функция. В ча-
стности, условию (2) удовлетворяют все временные ряды авторегрессии и скользяще-
го среднего конечного порядка без нулей и полюсов в спектре [2]. 

Построим дискретное преобразование Фурье (ДПФ) временного ряда 1, , Tx x  

длины T ∈ : 

( )0
2

1

1
, ln , ,

T
i t t

t
t

y u iv x e y
T

− λ
λ λ λ λ λ

=
= + = β = λ ∈∑                            (3) 

где i  – мнимая единица, 0 ( 1) 2t T= +  – среднее значение индексов времени наблю-

дения 1,2, ,T , которое введено в (3) для упрощения дальнейших математических 

выкладок. Согласно [2], статистика 
2

yλ , определяемая (3), называется периодограм-

мой, а λβ  – лог-периодограммой [10]. Построим подстановочные («plug-in») стати-

стические оценки для кепстральных коэффициентов { }lτ : 

( )
1

1 2
cos , , ,

T

l
T Tτ λ

λ=

πλ= β τλ λ = τ∈ Λ∑ 

                                  (4) 

где { }0,1, ,
2
T⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Λ =  , ⎣ ⎦ ⎡ ⎤,z z  – ближайшие к z ∈  целые снизу и сверху соответст-

венно. 
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МОМЕНТЫ  ДПФ  { }yλ  

 
Нам понадобится ряд вспомогательных результатов для ДПФ { }yλ . Введем 

комплекснозначные функции: 
1

| | | |

1

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).
T

i i
T T T

T

Q e S iH Q e S iH
−

τ λ τ λ
τ τ

τ∈ τ= −
λ = σ = λ + λ λ = σ = λ + λ∑ ∑


          (5) 

Теорема 1. Если имеет место математическая модель (1)–(3), то для кова-

риаций { },e E y yν μ ν μ= , { },A E u uν μ ν μ= , { },B E v vν μ ν μ=  справедливы следующие выра-

жения: 

( ) ( ) { }, ,
, , , ,

Im Im
, , , 0,
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i T i T
Te q e q e e

e A B E u v
T T

λ λ
−ν μ ν μ
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±
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где вектор ( ) ( )
,

1
2

, , ( ), ( ),T Tx
q q Q x Q x x

=ν μ
λ = ∑ , , 1

T Tν μ ττ>
−⎛ ⎞τΔ ≤ σ ⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ; черта означа-

ет комплексное сопряжение. 
Из теоремы 1 следует, что процессы { }uλ  и { }vλ  некоррелированы, а в силу га-

уссовости (вытекающей из гауссовости tx  и линейности преобразования (3)) и неза-

висимы. Введем обозначения: { }1 A  – индикатор события A ; { }0 0, 2TΛ =  ; 

, ,
, ,

, , , ,

,
A B

a b
A A B B

ν μ ν μ
ν μ ν μ

ν ν μ μ ν ν μ μ

= =  

– корреляционные функции для процессов  { }uλ  и { }vλ , 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,1 , 1 , 1 , 1 .B A B Aλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ= ρ + ω = ρ − ω = ϑ + θ = ϑ − θ  

На основе (5) построим функции: 

2 2

( ) ( )( ) ( )
( , ) , ( , ) .

2sin 2sin
T T

T

H HH H
ν+μ ν+μ

ν + μν + μΨ ν μ = Ψ ν μ =  

Следствие 1. В условиях теоремы 1 для ,ν μ ∈  

( ) ( ), ,

( , ) ( , )
( 1) ( 1)T

Te S S
T T

ν+μ ν+μ
ν μ ν+μ ν+μ ν μ

Ψ ν μ Ψ ν μ= ε μ − − = ε μ − − + Δ  
    , 

где λ  определяется (4) и { }
( 1)

1 ( 1)
n T

T
n

n
T

+

ε = ∈ − . Кроме того, если выполнено условие 

регулярности (2), то равномерно по , ,ν μ ∈ Λ ν ≠ μ , справедливы следующие асимпто-

тические разложения при T → ∞  ( 1+χ < χ < ): 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2
0

,
1 2

0

sin , ,
,

( 1) , ,
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T H S O TH
e S O

T

− −
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⎧ μ + μ∉ Λ′ ⎪⎛ ⎞= − μ + χ ω = ⎨⎜ ⎟⎝ ⎠ − μ∈ Λ⎪⎩
  


 , 

1 2 2
, , 2 22

( , ) ( , ) 1
, ( 1) ,

2 ( ) ( )
a b O

TT S S

ν+μ+
ν μ ν μ ν με

Ψ ν −μ ± Ψ ν μ ⎛ ⎞= − + ε = ε + ε⎜ ⎟⎝ ⎠ν μ
  

  
 

. 
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МОМЕНТЫ  ЛОГ-ПЕРИОДОГРАММЫ  { }λβ  

 

Теорема 2. Пусть 1k > , 1, , Rkλ λ ∈ , степени 1, , {0,1, }kn n ∈  , 1 1,1 j

k

nj
k

=
= δ∑  

и ε  – норма вектора, составленного из , ,,
r q r q

a bλ λ λ λ  для , 1, ,r q k=  , r q< . Тогда спра-

ведливы следующие асимптотические соотношения при 0ε →  ( 1,2 ,λ = ν μ ): 

{ } { }( )1max 2,

1 1

j j

j j

k k
n n k

j j

E E Oλ λ
= =

⎧ ⎫
β = β + ε⎨ ⎬

⎩ ⎭
∏ ∏  , 

{ } ( )( ) ( )( ) ( )
2 2
, , 3

1 1 1 1

2

a b
E O

ν μ ν μ ν μ ν μ
ν μ

− θ − θ + + θ + θ
β β = + ε  .                    (6)  

В случае, когда 1ν μθ = θ = − , момент { } 2
,2arcsinE aν μ ν μβ β =  . Формула (6) тогда 

примет вид: ( )2 2 3
, ,2arcsin 2a a Oν μ ν μ= + ε , , 0aν με = → . 

Следствие  3.  Если выполнено условие регулярности (2), то для каждого 1k >  

и набора степеней 1, , {0,1, }kn n ∈  , { }1 1
1 1

k

jj
k n

=
= =∑ , следующие асимптотиче-

ские соотношения выполняются при T → +∞  равномерно по всем наборам попарно 
различных 1, , kλ λ ∈ Λ  ( 1 2,λ = νλ = μ ): 

{ } { }1max 2,
1 1

1 1
, j j

j j

k k
n n

k
j j

O E E O
T Tλ λ

= =

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ε = β = β +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
∏ ∏ 
  , 

{ } ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 3

, , 1
E O

T S S Tν μ

Ψ ν −μ + Ψ ν μ ⎛ ⎞β β = + ⎜ ⎟ν μ ⎝ ⎠
 

   
 

, 

где ε  из теоремы 2 вычисляются для значений 1, , kλ λ  . 

 

МОМЕНТЫ  ОЦЕНОК  КЕПСТРАЛЬНЫХ  КОЭФФИЦИЕНТОВ  { }lτ


  

 
Обозначим: { }1 |m n  – индикатор делимости n  на m ; { } { }1 | 1 1 |m n m n= − ; 

{ }1 1 2 | ( 1)n
ng T= + − ; 

( )
1

( )
cos , : , ,

(2 )n

n
n n

j jn
j

c
c d cτ

=Π

λ= τ λ λ Π → τ∈
π ∏∫    – 

многомерный косинус-коэффициент функции ( )c λ ; N  – разбиение множества ин-

дексов { }1, ,n  на k  непустых подмножеств 1, , kN N  мощности 1, , kn n  соответ-

ственно ( )1 kn n n+ + = , { }1 1
1 1

k

jj
k n

=
= =∑ . 

Теорема 3. При условии регулярности (2) для моментов статистических оценок 
кепстральных коэффициентов (4) равномерно по , , j

′τ τ τ ∈ Λ  справедливы следующие 

асимптотические разложения при T → +∞ : 
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где ( ) { }
1

1, , 1 |
r

rR T
τ=τ ± ±τ

τ τ = τ∑


 , ( ) ( )22 6
qp

nF A= − π , { }1 2 |p n= , ( )3 2q n p= − . 

Учитывая постоянную часть смещения в (7) для 0τ = , мы можем использовать 

статистику 0l + γ


 для оценивания коэффициента 0l , который называется энтропией 

[1]. С такой поправкой оценки (4) при условии регулярности (2) в асимптотике рас-
тущей длительности наблюдения T → ∞  из (7) асимптотически не смещены и, как 
следует из (8), сходятся в среднеквадратичном к кепстральным коэффициентам, что 
влечет их состоятельность. Также отметим следующее свойство робастности: глав-
ный член смешанного момента центрированных оценок (8) не зависит от спектраль-
ной плотности временного ряда, а только от набора индексов. Кроме того, для чет-
ных порядков n  этот главный член согласно (8) вычисляется так же, как и совмест-
ный момент n  гауссовских в совокупности случайных величин: по всем разбиениям 
n  индексов на пары суммируются произведения 2n  моментов второго порядка. По-
этому главные члены моментов четного порядка в (8) в точности равны соответст-
вующим моментам независимых гауссовских случайных величин i∈Λξ  с дисперсиями 

{ } { }01 22 6i
iD T∈Λξ = π . Асимметрия распределения оценок (4) проявляется в ненуле-

вых главных членах моментов нечетного порядка, где возникает постоянная Апери. 
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