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Решение методом Фурье несамосопряженных смешанных 
задач для гиперболических систем на плоскости. II 

В. Ф. Жданович (Минск) 

Предметом исследования настоящей второй части работы будет линейный 
дифференциальный оператор 

Ly(x) = A(x)y'(x) + B(x)y{x) (1) 

с областью определения в0, состоящей из вектор-функций y{x)dC{l) (0, /) 
удовлетворяющих краевому условию 

hy = МА (0) у' (0) + [MB (0) + N]y (0) + PA (l) yf (l) -f 

+ [PB(l) + Q)y(l) = 0. (2) 

Такой оператор, в отличие от оператора (1), определенного для всех функ­
ций у (х) £ C(i) (0, /), будем обозначать через L0f/(x). При этом будем пред­
полагать, что матрицы А(х), В(х), М, А/, Р и Q удовлетворяют всем тре­
бованиям, наложенным на них в первой части работы (см. [8], § 1). Налагая 
на матрицы М, Л/, Р и Q некоторые дополнительные условия, невыполнение 
которых имеет характер вырождения, исследуем резольвенту оператора L0 
и изучим сходимость разложения начальной функции f (х) из условия (3) ч. I 
по собственным и присоединенным функциям этого оператора в тех случаях, 
когда / ( * ) t e 0 и f(x)dD2(0,l). 

§ 1. Асимптотические формулы для фундаментальной матрицы системы с параметром 

В этом параграфе будут построены асимптотические формулы для фунда­
ментальной матрицы Y (х, х) (0 <. х <$. /) системы 

А(х)у'(х) + В(х)у(х) = 1у(х) (3) 

приХ->ос. Это будет сделано методом, развитым Биркгофом и Лангером 
(см. [1], стр. 80), с использованием тех обобщений и уточнений, которые 
впоследствии вносились в этот метод рядом авторов (см. [2], стр. 24, а также 
[3], стр. 48 и [4]). 

Лемма 1. Систему (3) линейным преобразованием 

У(х) = К(х) Е + -S (х) 
х 

w (х), (4) 

где матрица К (х) — дсажды непрерывно дифференцируемая функция 
х (0 < х < /), a S (х) — непрерывно дифференцируемая функция 
х (0 -< х < /), можно привести к виду 

А (х) w' (х) + — С (х, A) w (х) = Хш (x)t 
А 
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где Л (х) = К~1 (х) А (х)К(х) — диагональный вид матрицы А (х) (см. [1], 
§ 1); при достаточно большом R матрица С(х,\) нгпрзрывна по (х, X), 
аналитична по X (в том числе и при X = оо) и равномерно ограничена по 
(JC, X) для х£[0, Ц и | X | > Я > 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть К0(х) — какая-нибудь матрица, дважды не­
прерывно дифференцируемая по х G [0, /] и приводящая А (х) к диагональному 
виду А(х). (Относительно А(х) напомним, что она дважды непрерывно диф­
ференцируема и ее элементы v/(#) (/ = 1,2, . . ., п) выбраны таким образом, 
что в матрице Л - 1 (х) элементы по диагонали расположены в порядке убы­
вания.) Тогда общим видом матриц, приводящих А (х) к диагональному виду 
Л (я), будет К(х) = К0{х)Н(х), где Н (х) — произвольная невырожденная для 
любого х 6 [0, /] диагональная матрица. Умножив левую и правую части 
равенства (3) на К~1 (х) и произведя замену 

у(х) = К(х)г(х), (6) 
получим: 

Л (х) г' (х) + В1 (x) z (х) = lz (x), (7) 

где Вг (x) = K~L (х) А (х) К' (х) + К"1 (х)В {х) К (х). Матрицу Н (х) подберем 
так, чтобы матрица Bx(x) имела по диагонали нули; это дает для нахожде­
ния элементов *(ц(х) (/ = 1,2, . . ., п) диагональной матрицы Н (х) дифферен­
циальные уравнения 

У и М 
'•(*) 

4 IIs J 

•Р„(х) = 0 (/ = 1,2, . . . . /i), (8) 

где §и •(/ = 1, 2, . . . , п) — диагональные элементы ) матрицы В0 (х) = 
= Ко1 (х) А (х) К0 {х) + Ко'1 (х) В (х) К0 (х). В полученной после этого системе 
(7) сделаем еще одну замену 

г(х) = Е 4- — S (х) 
1 х 

w(x), 

где матрица S(x) остается произвольной. Тогда будем иметь: 

А(х) 

+ Bt(x) 

Е +-S{x) 
X 

w' (х) + - Л (х) S' (х) w (х) 
А 

E+±S(x) 
к 

w(x) = X Е +-S{x) w (х). 

Выберем теперь матрицу S(x) так, чтобы было 

Л"1 (х) S (х) - Л"1 (х) В, (х) = S (х) Л"1 (х). 

(9) 

(10) 

(11) 
Для элементов <sik (/, k = 1, 2, .. ., п) матрицы S(x) при / Ф k получим фор­
мулы: 

*ik = --
у/ 1 (х) bik (х) 

- 1 (х) -V^ixj ;i2) 

где bik {x) (/, й = 1, 2, . . . , я) — элементы матрицы Вх (я), причем ЬЦ (Х) = 0 
(/ = 1,2, . . . , п). Диагональные элементы матрицы S(x) остаются произ -
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вольными, и мы можем положить оц(х) = 0 ( / = 1 , 2 , . . ., п). В силу соот­
ношения (11), равенство (10) можно переписать в виде 

Е + -S(x) х w' (х) 4- - S' (х) w (х) + — Л - ' (х) Вг (л) S (x) w (х) = х л 

E+±S(x) 
л 

Л ' (х) w (х) 

или 

Л(х)и/(х) + А(х) Е + S(x) [S' (х) + Л - 1 (х) Вг (х) S (x)] w (х) = Хш (х). 

(13) 
Это уравнение совпадает с уравнением (5), причем 

С (х, X) = Л (х) E+±S(x) л [S'(x)-\-A'1(x)B1(x)S(x)]. (14) 

по х ( 0 < x < / ) . Так как lim det 
X—*оо 

/ ? > 0 так, что 

Исследуем матрицу С (х, X). Матрица К(х), как и матрица К0(х), будет 
дважды непрерывно дифференцируемой, а потому 23i(x) = К"1 (х) А (х)К{х)-\-
-f К"1 (х) В (х) К (х) будет непрерывно дифференцируемой по х6[0, /]. Из 
формул (12) слэдует, что и матрица S(x) будет непрерывно дифференцируе­
мой, а это значит, что матрица Sf (х) + А"1 (х) B1(x)S(x) будет непрерывной 

1 1 
£ -f- — S (х) = 1, то можно выбрать 

A J 
I I 1 1 1 

det \ Е -\ 5 (х) > — для | X ] > R. Но тогда для каж-
L х J [ £ 

дого X, для которого | X | > / ? , матрица С(я% X) будет непрерывной по 
х(:[0, /], X, и, поскольку она при этом равномерно ограничена и аналитична 
по X в области | X | > R, лемма доказана. 

Теорема 1. Если у > 0 — достаточно большое число, то для системы 
(3) и каждой из областей 1) Л\ < — ^, 2) | Л?Х | •< у а 3) Жк > ? можно 
построить при х£[0, I] фундаментальные матрицы Y (х, X), Y0(x, X) t/ 
Y1(x,l) соответственно, которые будут непрерывными по (х,Х), аналити­
ческими по X и будут иметь представления 

Yi(x,\)- К(х) + ~Н£(х,1) 
А 

х j л~дсе) di 
„ о ( / - 1,0, 1), (15) 

где матрица К (х) — та же, что и в лемме 1, а матрицы Hi (х, X) (/ = — 1, 0, 1) 
\ 

равно как и — Hi(x, X), равномерно ограничены, когда xd[0, /], a к остается 
л 

в соответствующей области; при этом матрицу Y0 (x, X) можно взять 
такой, что У0(0, X) = /С(0). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 1̂  (х, X) — фундаментальная матрица системы 
(5); тогда 

A(x) — W (х, X) + ~ С (х, X) № (*, X) = kW (x, X). 
дх X 

:i6) 
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Сделаем, замену 

W(x,\) = \E+±V(x,\) 

X J A-iiWt 
После сокращения на е ° получим: 

X Х 'дх 
1 

J A - 1 ^ 

(17) 

или 

+ -г С (х, X) 
Л 

f V(x,X) + X 
ox 

1 л - i 

) + ХЛ(х) '£+lV(x,X)" 
Л 

£ + 1 V ( J C , X ) " 
Л 

= х 

Л-1(х) + 

"я+1у(дс,Х)1 
Л J 

Гу(%, Х)Л_1(х) - A-1(*)V(*, X) + 

+ - Л - 1 (х) С (х, X) V {х, к) + /V"1 (х) С (х, X) = 0. 
Л 

(18) 

Пусть V(xf X) = || vx(x, X), v2(x9 X), . . . , vn(x, X) || , C(x, X) = 
= || Ci(xt X), c2{x, X), . . . , c„(x, X) || . Тогда из уравнения (18) получим для 
вектор-функций vt (х, X) (/ = 1,2, . . . , п) уравнения 

д3^1 _ X [Л"1 (х) - vf1 (х) Е] vi (х, X) + 1 Л""1 (х) С (х, X) ^ (х, X) + 

+ Л_1(*)с/(х,Х) = 0 . 
Непосредственной подстановкой убеждаемся, что функция 

(19) 

X X 

Л {х, X) = у 
j l A ^ ^ - v r 1 ^ ) ^ ] ^ 

Д / ( ? , Х ) ^ ; - ^ х 
/ _Х J [\ ^С)-^. 1(C)^]rfC 

при Ai + Bi = E является решением неоднородного уравнения 

*4jj^± _ ц л - 1 (х) - V"1 (х) £] и, (х, X) = / (х, X). 

Если же в уравнение (21) вместо функции /(х, X) подставить 

(20) 

(21) 

А"1 (х) С (х, X) у/ (х, X) — Л 1 (х) ci (x, X), то оно превращается в уравнение 

(19), а формула (20) дает для вектора t^(x, X) интегральное уравнение 

X 

vi (х, Х) = |— J < 
д: Xj [A"1(C)-v /

 1(C)^]dC 

i4/A-1(S)c/(?,'X)dS + 

j e * B/A-1(c)c,0,X)dc} + 
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+IH' 
j [A 1(C)-v/ HQEW 

AiA-1(3C(Z,X)vi(;yX)d~ + 

t -x ^ [л ^o-vr̂ ozrjufc 
+ j e * iB/A-1(?)C(5>X)i;:(;,X)d;| ( /= 1,2, . . . , /7). (22) 

В силу построения, каждое решение этого уравнения является решением 
уравнения (19). Положим 

X 

xj [A"1(C)-vJ"1(C)f]JC 

c,<,,U)H ~ Л л,л-(с)(о<?<х</), 
-X J [A-^O-vr1^)^]^ 

e * fl/A-1^) (0 < * < ? < / ) 

(/ = 1, 2, . . . , n). 

Тогда уравнение (22) примет вид: 

tV (х, X) - j G, (x, £, X) C/ (?, X) dl + -i ( G/ (x, ?, X) С (с, X) a, (c, X) dl (23) 
0 6 

Матрица C(c,\), в силу леммы 1, равномерно ограничена относительно (<-, X), 
непрерывна по с, X и аналитична по X для £ 6 [0, /] и | X | > R, где R —до­
статочно большое число, а это значит, что функции 

gi(x,\) = §Gi{x,i9\)ci(t,l)di ( / = 1 , 2 , . . . , п) 

— аналитические по X для | X | > R и непрерывные по х (0 <;*<;/) . 
Рассмотрим сначала область Л\ << — R и докажем, что можно так подо­

брать матрицы At и В/ ( / = 1 , 2 , . . . , /?), где At -j- Bt = £, что || G/ (х, <-, X) ц < 
< М < + оо для / = 1 , 2 , . . . , л; 0 <;х, £ < /. С этой целью заметим, что 
из того, что диагональные элементы матрицы Л - 1 (х) расположены в убываю­
щем порядке, следует, что первые / — 1 диагональных элементов матрицы 
A~1(x) — vJ~i(x)E будут положительны, /-ый элемент равен нулю, а послед­
ние п — / элементов отрицательны. Положим 

Ai = Ew У Bi = E[n-i) Од Oln-l . (24) 

где Ей и En-in-i (/ = 1,2, . . . , п) — единичные матрицы. Тогда при Я\ -+—оо 

ь J [A-^o-vr^o^]^ 
матрицы е Е[ для £ < х и матрицы е 

-х J [л ^o-v; \z)E]cu: 
E(n-i 
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для £ "> х остаются ограниченными, т. е. || G? (х, 5, X) || < М < -)- со 
(/ = 1, 2, ....... л), где 

G? (х. Е, X): - в '* £ ( / )Л^(с) ( 0 < £ < * < / ) , 

в х Е^А-1® ( 0 < х < $ ^ / ) . 

Будем предполагать, что число М выбрано настолько большим, что вместе 
с неравенством || G? (х, с, X) || < М выполняются неравенства: || g?Gr, X) || < 
< М и || GJ(х, ?, Х)С(5, X) II < М (/ = 1, 2, . . . , /г), где 0 < х , 6 < Z, ЛЯХ < — Я, 

fiT? (JC, X) = JG?(JC, 5, Х)С/(5, X)dg. 
о 

Тогда интегральные уравнения 

1 А 1 

Vi (х, X) = J G? (x, 5, X) С/ ($, X) d; + - J G? (x, g, X) С (с, X) и, (3, X) d£ 

(/ = 1,2, . . . , n) можно решать методом последовательных приближений. Для 
функций Vi(x, X) ( / = 1 , 2 , . . . , л) получим разложения 

t>/ (*• *) = g? (*> *) + г S G? {х> ?' Х) С (?' Х) ̂  ̂  Х) d" (25) 

Эти разложения сходятся равномерно относительно (х, X), где х 6 [0, /], 

J?X < — Yi < —- max {/?, УМ/}, в силу того, что ряд V М I Ml 

\ | Х | 
будет ма­

жорантным для ряда (25). Функции Vi(x, X) ( / = 1 , 2 , . . . , /?), полученные 
по формуле (25), будут аналитическими по X для J?X <Г — yi» к а к суммы 
рядов аналитических функций. Кроме того, они будут непрерывными и огра­
ниченными относительно (х9 X), где х 6 [0, /], J?X < — уь а это значит, что 
такими же свойствами обладает и матрица V() (#, X) = || v± (х, X), . . . , vn (x, X) || . 
Но тогда, используя замены (6), (9) и (17), получим: 

Y_x(x, \) = K{x)\E+±S(x) 
л 

E+±V0(x,\) 
А 

J A-1(£)dS 

*(*) + Я _ ! (Jf.X)-
j A_1(5)rf5 

(26) 

где //_, (JC, >•) = К(х)\ S (х) + V0 (х, X) + ^- 5 (х) V0 (x, X) . Если число 7i 
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выбрано настолько большим, что det 

для J?X< — 71 и 0 < .* ;< / , то det 
£ + S(x) Ф 0 и det £ Н Vo(X9\) ¥=0 

Y-1 (Л X) =£ 0 и матрица Y_х (х, X) будет 
фундаментальной матрицей уравнения (3) для Жк <^ — ^ , удовлетворяющей тре­
бованиям теоремы 1. 

Пусть теперь М\ > R. Тогда в интегральном уравнении (23) положим 

где 
G/(x>?,X) = Gi1)(^S,^) ( / = 1 , 2 , . . . , л), 

X 

* j [A -1(C)-v /
_1(C)/:]dC 

Ф1' (*, ?, X) = Ещ-i) Л"1 (с) (0 < $ < * < / ) , 
J [A ' (Q-V; ^ О Я ] ^ 

£WA_1(5) (0< * < 6 < / ) , 

и получим: 

vi (х, X) = gP (х, X) -f | j" GJ° (х, %, X) С (Е, X) о/ (с, X) d« (i = l , 2 , . . . , л), 
О 

(27) 
где 

£Г(хЛ) = \0?(хЛЛ)с1(1Л)&. 

Если Mi достаточно велико, то для 0 <; х, $ *< /, Л\ > R будут иметь место 
неравенства 

II gi1} (х, X) \\<Мг и || GJl) (х, 5, X) С (х, X) || < Мъ 

а потому, применяя метод последовательных приближений, получим для ре­
шений Vi(x, X) (/ = 1, 2, . . . , п) уравнений (27) разложения 

Vi (X, X) = g? (X, Ц + - \ GJ1' (X, С", X) С (?, X) g^ (•;, X) d; + . 

сходящиеся равномерно относительно (х, X), х6 [0, /], J/FX > ?2 > r n a x {#» Mi I}-
Матрица V\ (x, X) = || vx (x, X), v2 (x, X), . . . , ул (х, X) ц , построенная из этих 
решений, будет непрерывной и равномерно ограниченной относительно (х, X) 
и аналитической по X для #6 [0, / ] , J?X>^2. А тогда, если f2 выбрано до­
статочно большим, то матрица 

У\(х,Х).-/С(х) £ + 5 W £ | Ух(хЛУ 
X 

. JA-^)^ 

#(*) + # i ( * . > ) ' 
J л " 1 ^ ^ 

(28). 
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где Нг(х,\)=К{х) S(x) + V1(x,\) + S(x)V1(x,X)' , будет фундаментальной 

матрицей системы (3) для Л\ > ^2- Увеличением меньшего из чисел fi и ?2 
их можно сделать равными, а потому положим ^i = Тг = Т» после чего 
матрицы У_! (х, А) и Y1(x, X) будут удовлетворять всем требованиям тео­
ремы 1. 

Пусть У0 (я, X) (0 «< х < Z; — оо < J?X <^ + ос) — фундаментальная мат­
рица системы (3) с начальными условиями YQ (О, X) = К (0). Тогда матрица 

W0 (х,\) = Е -j- —S (JC) л K'1(x)Y0(x,l) (29) 

будет фундаментальной матрицей системы (5) для | X | ^> R (см. лемму 1) 
с начальными условиями 

W0(0,\)- Е + - 5 ( 0 ) 
Л 

—1 

K-1(0)Y(0,\) Е +-S(0) 
х 

(30) 

Для этой матрицы выполняется равенство 

Л (х) i- W0 (x, >.) + - С (х, X) W0 (x, X) = X W0 (x, I), 
ox A 

(31) 

- X j Л 1(С)^С 

•Умножив равенство (31) слева на е ° Л"1 (х) и проинтегрировав от 
0 до х, получим интегральное уравнение 

- X J Л 1(C)rfC 

fl70(x,X)-UM<U) + 

или 

JC -x jA-^Ot fC 

X j A \ с ) <*С 

W0(*,X) = e ° H?0(0,X) 

х X f A-^CW 

0 

Л-^СО.Х^ЛсДК;. (32) 

Пусть теперь X изменяется в области | X | >•#, — Y < J ? X - < Y - Тогда 
к интегральному уравнению (32) можно применить метод последовательных 
приближений. Для этого заметим, что если число М — достаточно большое, 
то для х t [0, /], | X | > R, — f ^ М\ < т выполняются неравенства 

j А_1(С)Л 
W0 (0, X) ц < || е ° 

j A_1(C)dC 

£ + S(0) <М, 
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. J A 1(C)fifC 

A~1(i)C(S,'k)\\<M. 
Из этих оценок следует, что разложение 

X JA-1(C)u?C 

W0(x9\) = e ° Г0(0,Х) 

1 ^ * 

е 

TJ' 
X JA"X(C)JC 

А"1 (5) С (;, X) г ° W0 (О, X) dc + . . . , (33) 

полученное формальным применением метода последовательных приближений, 
будет равномерно сходиться относительно (х, X) для х € [0, /], | J?X | < ? и 

/ Ml 
^ \ > Ri> max (/?, М, /), ибо для него ряд 2 М будет мажорант­

ным рядом. 
Из разложения (33) следует, что для | Л\ | < у» I ̂  1 > Ri 

W0(x,}) = e ° 
J A !(C)rfC 

^ o M + y/7^ >0=|£ + /=i(*.X) 
JA_1(CWC 

где F(x, X) и /ч(*> X) -—ограниченные относительно (х, X) и аналитические по 
X функции для х 6 [0, /], | J?X | <Y» | M > #i. Но это значит, что матрица 
Y0 (х, X) для | Я\ | <[ Y» I М > ^ имеет представление 

К 0 (JC, X) = / С (JC) 1 х w w0(x,\) = /С(*) 4- Н0(хЛ) 
. j А 1(С)Л 

где Я0 (х, X) = /С (*) S ^ + ^ ^ + ^ S ^ ^ ^ , X) 
л Так как матрица 

У0 (А;, X) — аналитическая по X в полосе | Жк | <; ^ (см. [8], теорема 3), то 
это представление можно продолжить на всю полосу | Я\ | < ^, причем 
функция Я0 (х, X) при таком продолжении останется ограниченной на этой 

1 
полосе, равно как и — Н0 (х, X). Теорема доказана. 

л 

§ 2. Асимптотика собственных значений оператора L0 

Теорему 1 и формулы (15) мы используем для изучения распределения 
собственных значений оператора L0 при X -> оо. 

Подставляя общее решение у (х, X) = Y (х, X) с системы (3) в краевые 
условия (2), получим уравнение D (к) с = О, где 

D (X) = МА (0) dlJ№ + [MB (0) Н- /V] Г (0, X) + PA (/) dLil^l + дх дх 

[PB(l) + Q]Y(l,V) (34) 
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— характеристическая матрица краевой задачи для системы (3) с краевыми 
условиями (2). Собственные значения оператора Ь0 являются тогда нулями 
определителя А (X) = det D (X). 

Преобразуем характеристическую матрицу D(X). Так как из системы (3) 
дУ (х "к) 

следует, что А (х) ——— = [КЕ — В (х)] Y (х, X), то из формулы (34) получим: дх 
D (X) = (MX + N)Y (О, X) + (Р\ + Q) Y (/, X). 

Разложим матрицу D(X) на два множителя: 

(35) 

D(X) = (§(X).D0(X): 

ХЕ qq Vq n—q 

Vn—q q tLn — q n—c 
Mo+±N0)Y(0,\) +lP0 + j-Q0)Y(l,l) (36) 

где Eqq и En-q n-q — единичные матрицы, а матрицы М0, Р0, N0 и Q0 полу­
чаются из матриц 

II М, Р || 

по формулам 

II М0, Р0 II 

*** qn * qn 

Vn-q n vn q n\ 
N,Q\\ = /V, qn Q. qn 

Mqn Pqn 
Nn-q n Qn—q n 

II Л'0, Q0 || = 

N n — q n 4.n — q n 

N qn 4.qn 

Vn-q n ^n-q n\ 
(37) 

причем, согласно условию (13) из [8], rang || М0, Р0 || = п. После этого ха­
рактеристический определитель Д (X) представится в виде 

А(Х) = Х«Д0(Х), 
где 

Ao(X) = detr(Mo+-iiVo)y(0,X)+ (P0 + ±Q0)Y(l,\) 

(38) 

(39) 

Так как нули функций А (X) и А0 (X) совпадают (за исключением, может 
быть, X = 0), то вместо асимптотического поведения нулей функции А (X) 
будем изучать асимптотическое поведение нулей функции А0(/). При этом 
в качестве фундаментальной матрицы Y (х, X) возьмем фундаментальную 
матрицу из теоремы 1 (следует иметь в виду, что при замене фундаменталь­
ной матрицы, если она остается при этом аналитической по X, определитель 
Д(Х) множится на аналитическую функцию, отличную от нуля, что не влияет 
на нули А(Х)). Получим: 

AoW=( 

Д Г ' W = det 
для М\ < — if, 

ДГ(Х): del M0+±N0) Уо(0, X) + (PO + ±.Q0) Y0(l, X) 

для | Я\ | < т» 

'ПОД)-
ДЛЯ J?X> у, 

(40) 

Д<1( (X) = det ГAf0+ ±N0) У, (0, X) + (p0 +1Q 0 ) Yx(I, X) 
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или, пользуясь асимптотическими формулами (15), будем иметь: 

А{
0

1) (к) = det 1М0К (0) + -i /#> (X) + РЛ(/)+1М2)(>0 
А 

X | л J(C)r/C 

(41) 

(/ = - 1 , 0 , 1), 

где Я/1) (X) и Ht2) (X) — аналитические и равномерно ограниченные в соответ­
ствующих областях матрицы (причем Н\1) (0) = tif] (0) = 0). Разложив опре­
делитель (41) на сумму определителей, получим: 

.«•> До (>0 = det 
X f A_1(C)rfC 

MoK(0) + P0K(l)e ° + 2-1 tf>W«r (,=-1,0,1), 
A«=l 

(42) 

где h{i] (k) (/ = — 1, 0, 1; & = 1, 2, . . . , 2я) — аналитические и равномерно 
ограниченные функции в соответствующих областях, a &k (Л = 1,2, . . ., 2л) 
пробегает расположенные в убывающем порядке числа: 0, каждое из чисел 

\ ^i~l(Z)dZ (/ = 1, 2, . . . , 2я), их суммы по два, по три и т. д. до п. 
о 

Рассмотрим первое слагаемое в выражении (42): 

X A l(QcK. 

9(l) = det[M0K(0) + P0K(L)e ° ]. 

Оно представляет собой, если раскрыть определитель, некоторый полином 
аиХ 

Дирихле <р(Х) = ^ake , где ak (k = 1, 2, . . . , 2п) — те же, что и в выра-

жении (42). В частности, 

т I 

а) а* = S J ^®dZ> b) V = 2 f ^<C>dC' (43) 
k = l 0 &=m-|-l 0 

где vx (Q, v2 (Q, . . . , vOT (Q (0 < С < /) — положительные, a vm+1 (C), . . . , v„ (Q 
(0 <: С <; /) — отрицательные собственные значения матрицы А (С). Коэффи­
циенты щ ( / = 1 , 2 , . . . , 2п) суть некоторые определители, составленные из 
столбцов матрицы || /Ио/((0), Р0К{1) II . Вычислим, в частности, ах и а л -

Для этого произведем следующие разложения матриц УИо/((0), Р0К(1) 
и A~x(x): 

f ( 0 (1) n(2) M0K(0) = || MXL M™n-m II , P0K(l) = II № P5TU 

A--1(x) = S1W + S2(x): 
A(+

L) (A:) 0m я _ т 

m n—m 
-h 

I ^m/?i U m n—m 

vn—m m A ( _ ) (X) 

(44) 

, (45) 
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где 

А { + ) (х) = О v2(x) 
О 
О 

О О . . . ,т(х) 

После этого можно записать: 

и \-){х) = 

v m + 1 (x) 0 . . . О 
О v m + 2 ( * ) . . . О 

О О 

JA_1(CWC 

т. е. 

IVi-nrm *Vinn-

l 

M0K(0)+PoK(l)e ° 

+ P(1V ° P(2) p ° 

p ( tV ° , /w (2) II J . II M ( 0 p ( 2 ) ^ ° 

V/i(*) 

где 

X f A 1(C)rfC 

MoK(0)+PoK(/)e ° = v ° 
X J Si(C)dC X J 52(C)ufC 

A0 = I! P ^ , M™-m II , B 0 = II Л С , PTn-

(46> 

(47) 

X tAT*(Z)dZ-

И з представления (46) для матрицы М0К (0) + Р0/С (1) е ° заключаем,. 
что 

а 2 = det Л 0 , а ^ = det B0. (48) 

Определение . Краевые условия (2) (а также краевые условия (2) из 
[8]) называются регулярными, если 

аг = det Л0 ф 0, а п = det Б 0 =£ 0. (49) 

В дальнейшем будут рассматриваться только регулярные краевые услсвия. 
Д л я регулярных краевых условий первое слагаемое ср (А) из соотношений(42)до­
статочно полно определяет поведение нулей функции А (>) при X -> оо. Если ж е 
краевые условия нерегулярны, то существенное влияние на поведение нулей 
функции А (X) могут оказывать члены высшего относительно — порядка ма-

А 

лости, и для исследования асимптотического поведения нулей функции Д (А), 
формулы (15) оказываются недостаточно точными. Полином ср (>) будем 
в дальнейшем называть а с и м п т о т и ч е с к и м х а р а к т е р и с т и ч е с к и м 
полиномом Дирихле, а уравнение ср(X) = 0 — а с и м п т о т и ч е с к и м 
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х а р а к т е р и с т и ч е с к и м уравнением. Показатели ak (k = 1, 2, . . . , 2П), 
как это следует из построения, удовлетворяют неравенствам 

ах > а2 > . . . > а > а (50) 

Среди слагаемых полинома (рр>)= У ^ могут быть подобные. После 
6 = L 

N Р х приведения подобных членов получим: <р(л) = V 6 ^ ' f e , где Л/«<2". Важно отметить 

для последующего, что 

&i = «1, bN=a^, рх - ах, ^ = *,„. (51) 

Отметим теперь некоторые общие свойства полиномов Дирихле вида 
N р х 

ф (X) = V 6Лб * , где bk (k = 1, 2, . . . , Л/'; Л/ > 2) — произвольные не равные 

нулю кохмплексные числа, а ^ (р̂  > ^+ 1) — произвольные действительные 
числа. 

Лемма 2. Для каждого полинома ф (X) = У 6&е ̂  фб > fWi) найдется 
6=i 

такое число с0 > 0, «//го будут выполняться ые^аеенстса 

а) | ф (X) | > - ] 6Х | е^\ когда с - J?X > с0, 

Ь) I <[» 00 I > т- ! М е^, когда а = J?X < — о0. 
О 

(52) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть J?X>0. Тогда полином ф(Х) можно пред-

. Отсюда следует, что ставить в виде ф (л) = ev \ЬХ -\- У bke 

I ФМ \>e \\b1\ — yi\bk\e . 
^ 6 = 2 ] 

Так как p* — px < 0 (Л? = 2, 3, . . . , Лт), то ^ \bk\ g(P*~Pl)<*X-> 0 для М -> оо> 
6 = 2 

а потому | Ьх | — У | bk \ е > — | Ьг | , если J?X > а0, где а0 — до-
6=2 

статочно большое число. Это доказывает первое из неравенств (52). 
Если же J?X<;0, то доказательство проводится вполне аналогично, только 

N-1 

нужно воспользоваться представлением ф(л) = £ 

Лемма доказана. 

Ьы+ > &б£ 
6 - 1 
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N 13 X 

С л е д с т в и е . Нули полинома Дирихле ф(Х) = 2 ^ к" лежат в неко-
k=i 

торой полосе | J?X | < а0 < -|- со. 
Поскольку а0 мы можем произвольно увеличивать, можно считать, что 

нули полинома ф (X) лежат не только в полосе J?X < а0, но и в полосе 
| Л\ | < а0 — 28, где 8 > 0 — некоторое достаточно малое число. 

Л' 

Полином ф (/А) = У £>£<? k является почти-периодической функцией X 
/г = 1 

(см. [5], стр. 343), а потому при изучении полинома Дирихле ф(Х) мы можем 
пользоваться общими свойствами таких функций. 

Л' р х 

Лемма 3. Если нули полинома ф(Х) = Vfc&£ ft ф& > (Wi) лежат в по-

лосе | J?X | < а0 — 23, где 8 > 0, шо существует число т (8) > 0, для /со­
тового выполняется неравенство 

|ф(Х) | > т ( § ) , (53) 
вела X принадлежит области G (а0, 8), полученной из полосы | J#X | < а0 + 8 
выбрасыванием кружков радиуса 8 с центрами в нулях полинома ф(Х). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это утверждение сразу следует из леммы 1 книги 
[5] (стр. 347), если функцию ф(Х) рассмотреть в полосе | Л\ | <'a0-f-28. 

Теорема 2. Если все нули полинома ф(Х)= y\bkC k $k^>$k+i) ле-

жат в полосе \ Жк | < с0 и если п (уь у2) обозначает число нулей полинома 
ф (X) в прямоугольнике (—а0<; Л\ <; а0, yl < Q\ <; у2), то 

п (Уъ Уг) = --1—— (J/2 — Ui) + и (Уг> У2)> (54) 

где со(уъ У?) (— °° <С Уъ У2 < + °°) — равномерно ограниченная функция. 
Эта теорема доказана в работе [4], и, кроме того, сразу следует из тео­

ремы 3 § 2 гл. VI книги [5]. 
N р х 

Следствие . Нули Х° (s = 0, -h 1, . . . ) полинома <b(k)=\bkek 

«= 1 

Фк > fWi) допускают представление 
2л is 

"P i -P* 
+ *(s), (55) 

где k (s) (s = 0, ± 1, . . . ) — ограниченная функция. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В формуле (54) положим y1 = 0,a числу у2 будем 

давать значения Ql°s, где X" (s = 0, ± 1 , . . . ) —нули пагиюма ф(Х), перену. 
мерованные по мере их удаления от оси Ох в обе стороны таким образом^ 
что XQ будет ближайшим к оси Ох нулем полинома ф(Х) (если таких нулей 
несколько, то в качестве X{J возьмем тот из этих нулей, который имеет 
наименьшую действительную часть) и т. д. Получим: 

З1* = -* Г + 2Т' - Г ~V (S = 0 ' ± U * ' • )' 
PI — PyV ?N ~ PI 

откуда и следует формула (55) 
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В том случае, когда условия (2) регулярны, утверждения, аналогичные 
лемме 2, лемме 3 и теореме 2, имеют место и для функции А0(^)- Перей­
дем к их доказательству. 

Лемма 4. Если краевые условия (2) регулярны и если число у в фор­
муле (40) выбрано достаточно большим, то 

до (К)\>~ \ап\е^п для с = Ш<<-ч, 
(56) 

1 До (*) I > - I аг I е*1° для a = J?X>T . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из формул (42) следует, что 

2" 

До '(х) = 2 
k-i 

ak+±ttk)(\) 
х 

(' •1 ,1 ) . (57) 

Если у — достаточно большое число, то, повторяя доказательство леммы 2 
для выражений (57), получим неравенства: 

ДЕТ" W 1 > 41 a . + f С ) М ! е^ для a < - т , 

(58) 

До г , М ! > • ai + -/i<!)WUaiJ" для о > т . 

Если т — достаточно большое, то 

ax + I ^ W 
А 

> у I ai I -
А > 11 <V 

что доказывает неравенства (56). 
Следствие . Если краевые условия (2) регулярны и если f в формуле 

(15) — достаточно большое, то нули функции А0(к) (а значит, и собствен­
ные значения оператора L0) лежат в полосе \ Мк | ^ у . 

Без ограничения общности можно считать, что нули функции А0 (X) лежат 
в полосе | Як | <; а0 — 28, где с0 -|- S <С Т» а ^ > 0 —- некоторое достаточно 
малое число. 

Лемма 5. Если краевые условия (2) регулярны и если нули функции 
Д0(Х) лежат в полосе \ Як | < а0 — 28, где ô + ^^Y» причем у — число, 
входящее в услозия теоремы 1, то найдется такое число т (8) > 0, что 
для области G (а0, 8), полученной из полосы | Як | < а0 -|- о выбрасыванием 
кружков радиуса 8 с центрами в нулях функции Д0 (X), будет выполняться 
неравенство 

| Д0(Х)| > т ( 5 ) > 0 . (59) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся представлением (42) для функции 

Д^0)(Х). Имеем: 

Д<о)(Х) = 2 « ^ 
А = 1 &=1 

5 Математический сборник т. 48 (90), № 4 
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Согласно лемме 3, существует такое число т0 (о) > 0, что для X 6 G (а0, 8) 

I >> т0 (о). Найдем теперь такое R > О, 
л 

«к1 
выполняется неравенство 

чтобы для | X | > R и X б G (а0, 8) было 

тех же X будет иметь место неравенство | Д0
0) (X) | > -^-А Так как для X б G (с0, X} 

<^^2_У. # Тогда для 

и 1 X | < R min | До0) (X) | = шх (8) > 0, то для X б G (а0, 8) выполняете^ 
неравенство | До0)(Х) | > m i n | ^ L ^ , m1(8)L которое и доказывает лемму 5. 

Теорема 3. Если краевые условия (2) регулярны, то собственные зш« 
чения \ (s = 0, ± 1, ...) оператора L0 допускают представление 

X = • 
2TCSJ 

« i - v + co(s) (s = 0 , ± l , . . . ) . (60) 

где комплекснозначная функция о (s) (s = 0, ± 1, . . . ) ограничена и ах и 
а „ — наибольший и наименьший показатели асимптотического полинома 

Дирихле ср (X) = у\ ake 
OLuX 

k = l 

(о) m _ ~ n \ i ! vi й / n ^ Д о к а з а т е л ь с т в о . По формуле (42) Д[>0) (X) = <р(X) + — 2 ^ ^ e 

* - i 

Но, согласно следствию из теоремы 2, нули Х |̂(s = 0, ± 1, . . . ) асимптоти­
ческого полинома Дирихле <р(Х) допускают представление 

а х — а /г 
(61), 

Пусть G(c0, 8) —область, полученная из полосы | Л?Х | < а 0 — 28, содержа­
щей все нули полинома ср(Х), выбрасыванием кружков радиуса 8, и пусть 
га (8) (по лемме 3) —число, для которого | <р(Х) | > т ( 8 ) , когда X(rG(o0, 8). 
Найдем такое R > 0, чтобы для | X | > R и X t G (a0, X) выполнялось нера« 

2п 

венство vS^w/ 
/e=a 

< т (8). Тогда для тех же X 

Ф(Ь) I > fs*jw 
fc=l 

(62) 

Из формулы (54) следует, что sup п(уъ у± 4- 1) = k0 < + оо, т. е. 
—00< # ! < + 0 О 

на единице длины полосы ! J/?X | < а0 — 8 лежит лишь конечное число нулей 
полинома <р (X), а потому, если о > 0 — достаточно малое число, то соседние 
кружки с центрами в нулях полинома и радиуса 8, пересекаясь, образуют 
области диаметром не больше чем 2fe08. Из неравенства (62) и теоремы Руше 
следует, что для | X | > R эти области будут содержать одно и то же число. 
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нулей функций До0) (X) и 9 (X), т- е- Для нулей ls функции До0) (X) при доста­
точно большом s будем иметь приближенную формулу: 

x, = x; + ps, (бз) 

где | р̂  | <2&0$, a Х° — нуль функции у (к). Если учесть (55), то формула 
(63) доказывает представление (60) для | Х̂  | ^> R. При [этом может слу­
читься, что нумерация собственных значений Х̂  в формуле (63) не будет 
совпадать с нумерацией Хс в формуле (60). Но так как переход от одной 
нумерации к другой приведет лишь к замене в формуле (60) одной ограни­
ченной функции co(s) другой такой же функцией, то это обстоятельство не 
ограничивает общности [рассуждений. Так как доказательство возможности 
представления (60) на круге | X | <[i? очевидно, то теорема доказана. 

Следствие . Кратности ks нулей \ (s = 0, ± 1 , . . . ) характеристи­
ческого определителя А (X) ограничены, т. е. sup/^ = k° < оо (s = 0, ± 1, . . . ) . 

Замечание. Оператор 

I* г (*) = — - [А* (х) г (х)] + В* (х) г (х) (64) 

с областью определения ©lv состоящей из функций z(x)^C^1) (0,1), удовлетво­
ряющих краевому условию 

h*z==-R-[Am(x)z(x)]\ 
dx 

+ [RB* (0) - S) z (0) - V± [A* (x) z (x)] 
r -0 dx 

+ 
+ [VB*(i)-W]z(i) = o; (65) 

будем обозначать через L{z(x). В силу определений § 2 из [8], это —опера­
тор, сопряженный с оператором LQy(x). Если §ув№кетал1кые матрицы 
Y (х, X) и Z(x, l) систем Ly(x)=ly(x) и L*z (x) = Xz (x) выбраны таким 
образом, что Z(x,l)*= A*~J (x)Y~\(x,\) (см. лемму 5 [из [8]), то, в силу 
замечания к теореме [5 из [8], между характеристическими определителями; 
Д(Х) и Ai(X) операторов LQy(x) и L\z(x) будет иметь место соотношение 

Д!(Х)= Д(Х)£Глх+аГ (66) 

/ п 
где /i = f Y v / {{)cX, a a — i CKCTCJ се и? г л е т се ч ю с . Из (66) следует 

О £ - 1 

что если для оператора L0 [условия [(2) регулярны, то и д.гя сгератсра L*0 
будут регулярными краевые условия (65). 

Для доказательства этого дсстаточно разложение (42) подставить в фор­
мулу (38), а потом полученнсе выражение подставить в ссотксшение (66). 
Мы будем иметь разложение 

Д1(Х) = Х« 
_ 2л 

?(Х)в-"+« + 2 7 ^ ' W e 1 (/ = -1,0,1). 
А - х * 

5* 
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Пусть, далее, Z(1) (х, X) — фундаментальная матрица, построенная по формуле 
(15) для сопряженной системы L z(x) = \z(x). Она может отличаться от 
фундаментальной матрицы Z(x, X) = А*'1 (х) Y~l(x, X). Но, поскольку обе 
матрицы Z (х, X) и Z(1) (х, X) прих = 0 во всей средней полосе | Л\ | <; Т н е за" 
висят от X (см. теорему 1), они там могут отличаться лишь постоянным мат­
ричным множителем. А тогда и характеристические определители, построенные 
с помощью этих матриц, могут в указанной полосе отличаться лишь постоян-
i ьш множителем Ь, отличным от нуля. Отсюда следует, что асимптотический 
полином Дирихле ф(Х) для оператора L*0 будет иметь вид: 

ф(Х) = bW)*-hX+° = 2 baJak~h)Xe". 

Так как краевые условия (2) регулярны, то Ьагеа Ф О и Ьа пеа Ф О, а это 
значит, что регулярны и краевые условия (65). 

§ 3. Функция Грина 

Оператор R\f = (L0 — Х£)-1/, определенный на области значений опера­
тора L0 (т. е. для каждого f (х) 6 С(О, /)), будем называть р е з о л ь в е н т о й 
оператора L0. 

Теорема 4. Если X не является собственным значением оператора 
L0, то найдется (и притом единственная) матрица-функция G(x, с, X), не­
прерывная на каждом из треугольников ( 0 ^ х < ? < ; / ) и (0 <; £ < л; << /) 
вплоть до границы и такая, что для f(x)dC (О, I) 

flxf(*) = [/(?), С*(*Д,Х)]. (67) 

(Определение и свойства скалярного произведения [ , ] см. в [8], § 2.) 
Функцию G(x, t:, X) будем называть функцией Грина о п е р а т о р а 

L0 - Х£. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если функция Грина G(x, £,.X) существует, то, по­

скольку (L0 — IE) Rxf (x) == f (х), функция у (х, X) = [f (?), G* (*, 5, X)] для 
каждого f(x)£C(0, /) должна удовлетворять уравнению 

Л (х) № i l + В (х) у (х, X) - Ху (х, X) = f (х) (68) 

и краевым условиям (2). Нетрудно убедиться, что если функция Грина су­
ществует, то она не .может быть непрерывной, а потому будем искать ее, 
по аналогии с другими случаями (см. [6], стр. 30), в виде разрывной функции 
со скачком вдоль диагонали х = 6 квадрата 0 < х, £ < /. Удобнее искать две 
функции: G (х, $, X) = Gx (х, ?, X) (0 < 5 < х < /) и G (x, 5, X) = G2 (х, ?, X) 
(0 <;#<;£<; / ) . Тогда представление (67) перепишется в виде 

у{х9 X) = J С,(х, 5, X)f (6)d£ + J Ga(*f S, X)f (Qd5 -
о д: 

- [Gx(x, 0, \)R'+Gt{x, l, Х)Г ] [Mf(0) + P/(/)]. (69) 
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Подставив это выражение в уравнение (68), получим: 

А (х) [Gt (х, х, X) - G2 (х, х, X)] / (х) -f j [LGy. (*,?, X) - XG, (x, I, X)] / (?) dc + 

+ J [LG2 (*/_?, X) _ XG. (x, I, X)] f (£) dc - {[LGX (x, 0, X) - XGX (*, 0, X)] R* + 
X 

+ [LG2 (*, /, X) - XGL (x, /, X)] V* } [Mf (0) + Pf (/)] = f (x), 

где LGi{x, £, Х) = Л(л) a G ' (*'g»x ) -f В(x) Gt(x, g, X) ( /=1 ,2 ) . Для обеспе-
дх 

чения тождества относительно f(x) (0 <; х <! /) необходимо и достаточно 
положить: 

а) >4 (5) [Ол <&, е, X) — Ge(?, f, X)] = Я, 

b) А (х)- d(х, f, X) + В (х) Gj (x, f, X) - XGj(х, ?, X) = 0, 

c) Л (х) | - G2 (х, с, X) + Б (х) G2 (х, с, X) - XG2 (x, ?, X) = 0. 

(70) 

Кроме того, функция г/(л:, X) = [/(с), G* (х, с, X)] должна еще удовлетво­
рять краевым условиям (2). Пользуясь уравнением (68), эти условия преобра­
зуем к виду 

(M\ + N)y(0,l) + (P\+Q)y(l^) + Mf(0) + Pf(l) = 0. (71) 

Подставив сюда выражение (69), получим: 

j [(MX + N) G2 (0, f, X) + (PI + Q) Gx (/, ?, X)] f (8) d5 -
0 

- {[(MX + A/) d (0, 0, X) f (PX + Q) Gx (/, 0, X)) #* + 

+ [(Ml + N) G2 (0, /, X) + (PX + Q) G2 (/, I, X)] V* } [M/ (0) + Pf (/)] + 

+ Mf(0) + Pf(l) = 0. (72) 

Покажем, что если к соотношениям (70) добавить ссотксшекке 

(/ИХ + N) G2 (0, I, X) + (PX + Q) d (/, I, X) = 0, (73) 

то равенство (72) будет тождеством откссительно f (£) € С (0, /). Для этого 
достаточно показать, что 

pfX + N) G, (0, 0, X) 4 (РХ + Q) Gx (I, 0, X)] R* + 

4- [(MX 4- Ю G2 (0, /, X) 4- (PX 4- Q) G2 (/, /, X)] У* = Еф (74) 

где £ , = -qq Vq n—q 

\l^n—qq Vn-q n-q 

q = rang || M, P II (см. [8], § 1). 

a Eqq — единичная матрица, причем, 
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Из равенства (70) а) следует, что 

G, (0, 0, X) = G2 (0, 0, X) 4- Л"1 (0), G, (/, /, X) = G, (/, /, X) - Л ~\l). (75) 

Тогда левая часть выражения (74) примет вид: 

[(MX + N) G2 (0, 0, X) + (РХ + Q) G, (/, О, X)] R* + 

+ [(MX + АО G2 (0, /, X) + (РХ + Q) Gx (/, /, X)] V* + 

+ [(MX + TV) Л"1 (0) R* - (РХ + Q) Л"1 (О V* ]. 

Первые два слагаемые этого выражения равны нулю в силу равенства (73), 
а третье слагаемое преобразуем к виду 

[МА'1 (0) R* - РА'1 (I) V*) X + [ - QA-1 (/) V* + NA"1 (0) £*]. 

Из соотношений (31) работы [8] следует, что это выражение будет равно 
Ед. Этим доказано соотношение (74), а вместе с ним и тождество (72). 

Таким ^образом, если функция Грина G (х, £, X) существует, то она удов­
летворяет системе уравнений (70), (73) (и, обратно, решение этой системы 
образует функцию Грина.) Найдем решение этой системы. Из уравнений (70) Ь) 
и (70) с) следует, что 

Gi {х, SЛ) = У (х, X) 1\ (с, X), G2 (х, С;, X) = Y (х, X) Г2 (?, X), (76) 

где Y(x, X) — фундаментальная матрица системы (3), а Гх(с, X) и Г2(с, X)— 
некоторые неизвестные матрицы. Для их определения из уравнений (70) а) и (73) 
получим систему: 

(77) 
(MX + N) Y (0, X) Г2 (?, X) + (РХ + Q) у (/, X) 1\ (г, X) = 0. 

Из этой системы находим, что 

Гх (с, X) = D'1 (X) (MX + N) Y (0, X) У"1 (?, X) Л"1 (с), 
(78) 

Г2 (с, X) = - D"1 (X) (РХ + Q) Y (/, Х)!-"1 (Г:, X) Л"1 (5), 

где D (X) = (MX + Л/) Г (0, X) + (РЬ + Q) К (/, X) — характеристическая матри­
ца оператора L0. А тогда, в силу формул (76), 

G, (х, с, X) = Y {х, X) D"1 (X)(MX + Л/') Г (0, X) Y~l (?, X) Л"1 (с) (0< с < х ^ /), 
(79) 

G2(x^.A) = -Y(xyl)D^i(l)(PX + Q)Y(l1 Х)у-1(Г:,Х)Л-1(^) ( 0 < х < $ < / ) . 

Эти формулы доказывают существование функции Грина для каждого X, не 
являющегося собственным значением оператора L0. 

Докажем единственность функции Грина. Для этого предположим, что 
существуют две функции Грина оператора L0-—XE: G{x, £, X) и G (х, £, X). 
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Тогда из представления (67) следует, что для каждой функции f (с) 6: С (0, /) 
и каждого х 6 [0, /] [/(£), G* (х, с, X) — G* (х, 5, X)] = 0. Если же положить 

/(0) = f (/) = 0, то Г [G(x, с, X) — G(x, с, X)] /($)<£; = 0. В силу произвольности 
о 

и непрерывности f (;) внутри интервала (0, /), а также в силу непрерывности 
матриц G(x9 ?, X) и G(x, £, X) для я =£ с (0 <: х, с <; /), отсюда следует, что 
G(x, с, X) = G(x, с, X) (0 < х , с < /; я =£ с). Теорема доказана. 

Замечание . При изучении функции Грина G(x,c,'k) мы очень часто 
будем обращаться к формулам (79) для этой функции, полученным в ходе 
доказательства теоремы 4. Используем их, например, для построения функ­
ции Грина G(k)(x, £, X) дифференциального оператора Lk-i\j{x) = Ak(x) ^ ' * ' - } -

dx 
+ Bk (х) у (х) — J*k (0) г/ (Л;) (̂  = 1,2, . . . ) , определенного для вектор-функций 
у (х) 6 С(1) (0, I), удовлетворяющих краевым условиям 

MkAk (0) tf (0) + [МЛВЛ (0) + Л',] у (0) + PkAk (/) у' (I) + 

+ [PkBk(l) + Qk]y(l) = 0. 

Здесь Ak(x) = 3)kA(x), Bk(x) = 3)kB(x) и т. д., а 7^(0) — матрица вида 
0 Е 0 . . . 01 
0 0 £ . . . 0 

0 0 0 . . . 0 

матрица); у(х) 

, состоящая из k x k блоков размера пхп (Е — единичная 

Ы*) 

Ук(х) 
, где t//(Л:) ( / = 1 , 2 , . . . , k) — /г-мерные векторы. 

(Оператор Lk^1y(x) порождается задачей (91), (92) из [8].) В силу леммы 7 
из [8], матрица 3)kY (х, X) будет фундаментальной матрицей системы 
Lk-\y(x) = Xr/(x), а потому из свойств оператора ЗЗь и формул (79) следует 
что 

Gk(x,l,X) = 3)kG(x,b,l) ( fc=l ,2 , ...)> (80) 

где G(x, £, X) — функция Грина оператора L0 — Х£\ 
Лемма 6. Если G (x, £, X) — функция Грина оператора L0 — Х£, 

а Я (х, с, fx) (0<; л:, £ •< X) — функция Грина оператора L*0 — [х£, то между 
.ними имеет место следующая связь: 

Я ( * Л p) = G (5, *,[*). (81) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала, что если X = Х0 не является 
собственным значением оператора L0, то для любых / (?) 6 С (0, /) и g (С;) 6 С (0,1) 
имеет место тождество 

Ш(&), g(5)l = 1/0), Яг £(&)], (82) 

где Ях и i?° — резольвенты операторов L0 и LQ соответственно. Так как 
/i (&) = #x.f (S) € в 0 и & (;) = /?i[-g(«) е в , , то из тождества (78) работы [8] 
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следует равенство 

[/г (?), (Ll -~0Е) gl (М = [(L0 - Х0Е) f, (с), gl (:)}, 

которое равносильно тождеству (82). 
В силу теоремы 4, операторы R\0f(i) и R%-g(i) имеют представления: 

ВД?) = If (5), G*(*. 6, X)] и ^ g ( g ) = [g(5)f / / > , 5, X0)]f 

а потому из тождества (82) будем иметь: 

[if (с), G* (х, i, X)], g (x)] = [/ (х), [g («), Я* (х, с, Х0)]]. (83) 

Пусть f (0) = f (/) = g(0) = g (l) = 0. Тогда 

i i i i 

j j / (x) G(x,l, K) f (•) dxd? = J f g* (?) H (x, ?, X0) f (x) di dx. 
0 0 0 0 

Производя очевидные преобразования, получим: 

j j g*0) [G(:, *, \>) - W (x, c, T0)] f (x)d:dx = 0. (84> 
0 0 

В силу произвольности непрерывных функций f(x) и g(x) внутри интер­
вала (0, /), а также непрерывности функций G (х, с, X) и Я* (х, с, X) внутри 
квадрата (0 <; х, с <] /) при х Ф I и произвольности Х0, не являющегося 
собственным значением оператора L0, из (84) следует равенство (81). Лемма 
доказана. 

С л е д с т в и е . Если 

G(x,i,l) = lai{X'-'4 *<X' \G2(x, С-.Х), Ч>Х, 
— функция Грина оператора L0 — X£, то 

Gi (х, О, X) ( - R\ + S*) + G2 (x, /, X) (_ V*X + W') = 0. (85) 

Для доказательства заметим, что, согласно доказанной лемме, 

Н{х,г^^\И^>"^ = ^ х ^ (*<*>• (86) 
Н2 (х, ?, ц) = Gi (£-, *, р-) (S > х) 

будет функцией Грина оператора L0 — \хЕ и матрицы #i(x, с, jx) и #2(л;Д, (х) 
будут удовлетворять системе, аналогичной системе (70), (73). В частности, 
вместо уравнения (73) будем иметь уравнение 

( - /?{i + S)H2(0, 5, JJL) + ( - l> + W)H1{1, 5, fx) = 0, (87) 

которое, в силу формулы (86), и доказывает соотношение (85). 
Получим сейчас из формул (79) асимптотические формулы для функции 

Грина при X—>эо. Для этого в формулах (79) вместо матрицы D(X) введем 
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матрицу D0(X) = [М0 + j-N^ У(О, X) + (Р0 + i-Q0j У (/, X). Полу 

d (х, £, X) = У (х, X) D^1 (X) ( М0+ 1 Л'0 

чим: 

G (*,?,*) = 
х У (О, X) У"1 (5, О Л - 1 (с) (0 < 5 < х < О, 

G2 (х, 5, X) = - У (х, X) D0"1 (X) 1Р0 + A Q0j x 

I х У (/, X) У~1 (5, X) А'1 (с) (0 < х < 5 < /). 

(88) 

Функция Грина, будучи единственной, не зависит от выбора фундаментальной 
матрицы Y (х9 X), а потому будем считать, что 

^ (*.*) = У0(х,Х), | ^ | < т , 

где F/(x, X) (/ = — 1, 0, 1) —матрицы из теоремы 1. Но тогда, в силу этой 

же теоремы 1, Y {х, к) • ЗД + Н{х,Х) 
, j ^ ( О А Г С 

,где Н(х, к) 

= Н;(х, к) (/ = — 1, 0, 1) в зависимости от того, принадлежит ли X области 
Як < ^, полосе | Мк | <; 1 или области J?X > ^. Из (88) получим тогда 
следующие асимптотические формулы для функции Грина: 

G? (х, ?, X) \К (5) + -^f^- I " V 1 (J) Gi(*,S, X) = 

G2(*. к, X): 

ВД -h 

* ( * ) -

H(x,X) 

(0< 5 < * < / ) , 
(89) 

Я(л, X) Gl{x, с, X) /С(5) + # « . * ) ' А"1® 

(О < * < 5 < /), 
где 

а) 

W ) + 

Л j A J(CWC 

G?(x,c,X)=e ° {ГлуС(0) + 

х ГА-!(СЖ 
0(2) ( Х ) 1 J . - 1 

в ( 1 )(X) + 

МоК(0) + е^х, 
| А - ] ( С ) Ж 

(90) 

Ь) 

+ W) 

X j A 1(QdC 

х JA""1^)^ 

ЛуС(0) + в(1) (X) 

в<2) (X) 
Р0К(1) е<2> (х) 

+ 
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и матрицы ©(1)(Х) и ©(2)(Х) равномерно ограничены на всей комплексной 
плоскости. Пользуясь обозначениями (44): 

М0К (0) = || М ^ , C U II , Р*К (I) =- II РАш, Pitkin II , 

где т — число положительных диагональных элементов у матрицы Л (х), 
запишем: 

МоК(0) + е(1) (х) _ 
х — 

, e<2 '(x) 

м(1) | в п о т (X) , , (2) , в
п п - т ( * ) 

' "ши~1 > '''nn-tn~\ ; 

>»> ®EW n(2) , el?U,(*> n u n -nmvv p{2) i 
г ш ~t ~ > •* л л—m "у" 

где 
и e<& (X), e i?Lm (X) и = e ( 1 ) (X) и ii е й ! (X), e„ 2 Lm (X) и = ©(2) (x). 

Если 

< 
(1) , ®nm (X) n(2) , ®л / t-m (*) 

> •* л «—m T" M 

n(l) I 6 / M I (X) -w2) , е в < н в (Х) 
* л т "*f" - » ^ ] / i fl-/n T 

A A 

(91) 

то, повторяя преобразования, приведенные при доказательстве формулы (46), 
получим: 

МоК(0) + е{1) (х) + Р0К(1) + е ( 2 ) (х) 
J A~1(C)dC 

де (см. § 2) 

Si(*) о„ On —т п—т 
И $2(х) = 

0тт Vm п-т 

0п-mm ^Г-)(Х) 

(92) 

т п—т 

Оп-т т Л ( - ) (х) 
л-1^). 

Лемма 7. Если краевые условия (2) регулярны, то для достаточно 
больших | X | матрицы А0 ( — ) и В0( — ) (см. (91)) невырождены и для 
них имеют место соотношения 

а) Б 0 - ( 1 УИОК(0) + в(1) (X) 
F /?<3) f 1 ^ 
^тт Am л—w I 

О /? ( 4 ) 

V/i — mm t\n — mn—, 
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Ь) Во"1 ЛЛ(0 + в (2) (X) 
о(1) (± 
L~> mm 

о О 

"т п-

(2) I—\ F 
m m | ~ I ^п—тп—т 

(93) 

с) 

d) 

v f { 

^'(т 

МД(0) + 
в<1} (х) 

п—тп—т 

W ) + е<2) (х) 

р ( 1 ) /'АЛ о 
Д ш I ~ и/п л—, 

Р(2) /'АЛ F 
А/г—m m I I *-«, 

o(3) / 1 

c(4) / 1 
^n—m n—m I "7" 

t^mm 

On-rr. 

где матрицы Rpq (— J, S $ ( —) (/ = 1, 2, 3, 4; p, q = m9 n — m) при X->oo 

имеют конечные предельна Етт и En-mn-m — единичные матрицы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из того, что А0 (— ] = А0-\- О (— ] и В0( —-] = 

= В0 -f О (—), где матрицы Л0 и В0 строятся по формуле (47), следует, 

что lim det A0 (— ] = det А0 = аг и lim det В0 I — ] = det В0 = а п. Так как 

условия (2) регулярны, то а1 Ф О и а п ф О, а потому для достаточно боль­

ших | X | матрицы AQ I — ) и В0 ( —) невырождены. 

Доказательство соотношений (93) проводится во всех четырех случаях 
аналогично, а потому проведем его только для случая (93)а). Если 

в»(-М = 
\ х/ 

Во_1(>-) = 

1в ( 1 ) f -

Е>п—т т 1 

'Х^(т 
у(3) / 
s^n—m т 1 

) 

т) 
) 

J) 

R<2> f 4 1 
£>m n — m 1 

RW ( ± \ 
*->n-m п—т 1 ^ 1 

Y(2) f 4 [ Л>т n—m 

y(4) / 1 \ 
s^n—m n—m 17"" 

то из равенства B0 * ( —) B0 ( —) = £ следует, что 

(1) / 1 \ о(1) М \ | у(2) ( 1 \ д(3) /' 1 уш х \ с>ш А ! yw 
л*тт \ Т~ I ^mm I ) ~т~ **-т п— т \ "~~ I &п—т т I "~" I — Етт> 

(94) 

г ) В ^ (т у(3) / 1 \ R( l ) / M i V(4) / 1 \ R(3) / М — П 
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Если 

М0К(0) + е(1> (х) ле> (-М, мТп-т(±) 
где 

lv'n п 

то из соотношений (91) следует, что 

М(1) 1 1 ^ 

м ( 2 ) 

м{2) 

в й > ^ 

i(3) в̂  

Но тогда из соотношений (94) получим, что 

Во -х М0К(0) + е
( 1 ) (х) 

у(1) 
/\тт X (2) 

m я —m 

у(3) / 1 \ у<4) / 1 
Л-п—т т \ 7 " I s^n — mn-m I 

в; (1) 
mm 

р(3) 
*->п—т т 

м (2) 
m я —m 

ле, (I 
г>(3) / А 
A w /г—/л 

0,- RX (4) 

и соотношение (93)а) доказано. 
Лемму 7 мы используем для доказательства следующей теоремы о пове­

дении функции Грина при изменении параметра X. 
Теорема 5. Пусть краевые условия (2) регулярны и пусть G(p) — 

область, полученная из комплексной плоскости X после удаления кружков 
радиуса р с центрами в собственных значениях оператора L0, а Вь — мно­
жество, полученное из квадрата \ (0 <С х, с <; /) после удаления из него 
полоски х — § < £ < х -f 8, содержащей диагональ х = £, и треугольников 
0 < ; с < 8 , х+1 — о < $ < / а / — 8 < * < / , 0<C-<x —Z + S. Тогда: 

1) Функция Грина оператора Ь0 равномерно ограничена по норме для 
*€[0, /], с € [0, /] и X€G(p). 

2) £СУШ (х, ?)бВб w | J?X | > А(б, о), где /г(е, Ь) — достаточно большое 
число, а е > 0 а 8 > 0 — произвольные положительные числа, то 
llG(x,5,X)|| < £ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При доказательстве будем исходить из асимпто­
тических формул (89). Так как множители К(х)^ в 
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те /*(ех) А (с) в этих формулах равномерно ограничены относительно 

х, Г: и X (0 < х, 5 < /, — сю < Ĵ X < + оо), то теорему достаточно доказать 
для функций G? (х, с, X) (0 < 5 < х < /) и G" (*, ?, X) 
< 0 < J C < S < / ) . 

Докажем стачала вторую часть теоремы, при­
чем разобьем доказательство на четыре случая: 
два случая (Ш > 0> ; j?X<0) для (%(х, 5, X) и 
два — для G\(x, с, X). 

1. М<09 (х,Ь)евР = 
- = [ 8 < я < / , т 0 ( х ) < £ < л; — 8], где 
/n0(x) = тах(0, х — I + Ъ) (см. чертеж). 

Докажем, что существует такая прямая 
J?X= —hx (е,8), что для (Л:, 5) ев£1} и J?X< — А^е, 8) будет [| Gj (*, ?, X) ц < s. 

Пользуясь тем, что 

м0к(0) + 9
( 1 ) (X) + W 0 + е<2> (х) 

xiJA-i(C).-/: 

Л(>° 

B"'(iHi 
j S,(C)dt XJs2(C)a!e 

i-e " •^ ( f (95) 

из леммы 7 выводим, что выражение (90)а) для функции G°L(x, ?, X) можно 
переписать в виде 

X j A"1(C)rfC 

G?(*, 6, Х) = е ° 
X f S^OrfC X f StiOdZ 

F / ? ( 3 ) f 1 

*- mm Am /г-m | 

0 £>f4) / x 

vn-m m J\n—mn—m 
X 

JV) (C)rfC 

-X JA^OdC (96) 

где 

= Л(х). A<+>(*) 0 
0 A M ( x ) | 

Последние две матрицы в выражении (96) преобразуем следующим образом: 
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F R{3) (-
i-^mm Am n-m \ 

О / ? ( 4 ) /' 1 

Vn—mm *\п—тп~т\ 

JA-1)(C)« 

-X jAjJjtOdC 

-х}д-1(С)Л 

Am n-m ( "~" I £ 

0 /? ( 4 ) (JLU ° 
Vn — mm J\n—mn—m & 

JvVc w 

-XJA^OrfC 

•К+)« ) Л 

o„_„ 

Um n—m 

En-m n—m 

I e 
JA(+1)(CW -XJA ( i ) (C)dC 

7?(3) f -Me ° 
Am л —m | ) ^ 

' 1 0 /? ( 4 ) [ iU ° 
u /z-m m Ал—т л—m | | «* 

JA-1 ) (C)« 

j S,(C)dC 

= e 

Х } А ( + 1 ) ( О Л 

Л: (3) / 1 m n - m U 
• }*<->«>* 

-xjA(iywc 
0 / ? ( 4 ) ~\P ° 
un—m m *\ л—m n—m \ . . I e 

(97) 

Первый множитель полученного выражения объединим со вторым множителем 
формулы (96) и преобразуем так: 

X ("^(CW X Г 5а(С)£/С -X fSi(C)rfC 

X fs,(C)<rt 
„ О о - 1 / 1 \ л ( 1 ДГМ^А *0 

X fSxWafC X |Si(C)dC X jS t(C)rfC 

о + е ° о 

|Si(C)dC -XJS,(C)<« XJSi(C)iC 
е ° е ° Во'1 - Ь4 Ц Л /1 \ я С 'Ш 

j s , (0« -X jS2(C)dC 

+ £ 
(98) 
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Первые два множителя из полученного выражения объединим с первым мно­
жителем из формулы (96) и перемножим: 

х £ / 

jA _ 1 (C ) r fC - X j 5i(C)rfC - X J5a(C)dfC 
о о о 

.JWe*/e 

0Л. 

Jm п — т 
I (99) 

Преобразования (97), (98) и (99) приведут матрицу (96) к виду 

G?(*,e,*) = 

J A (+V C W 

-'m я—/и 

- Х | А ( - _ 1 ) ( С ) , Я 

J Si(C)rfC 

х[в« ^({^JAW 
X j S!(C)rfC - X j 5,(C)rfC 

+ £ 

Am / i - • m 

0 J?w 

u / z - m m An—m л 

- X f A l(C)dC 
1 \ _ о 
X / 

(100) 

Так как 

X j SI(C)UC - X j S8(C)dC JV)<C)*C 

-'m л—m 

0n-
JA(-_1)(C)^ 

при J?X -> — oo равномерно относительно 6 (0 < $ < / — о) (8 > 0), а матрица 

x j Si(C)dC 

б ° ДГ1 ( — ) A A —) остается при этом ограниченной, то средний множи­

тель в выражении (100) равномерно стремится к Е при Ш -> — сю и (х, 6) б Bg]). 
На основании этого, при доказательстве равномерного приближения Gj(#, £, X) 
к нулю для (х, S)6Sa° и Ш -*-— эо средний множитель в выражении (100) 
можно заменить на Е (так как крайние множители ограничены). Получим: 
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•}V)(C)</C 

"т п -т 

ол . о P W 

Vn — mm *\п—т п 

N - Ч А ( - ) ( Ч Л 

v(+y <«<К X J ' A ^ C M C 

A m я —m I £ 
X 

0„. 
-X A,_\<C)dC 

/» * /?(4) f 4 

0 

-X f АГМоЛ 
1 \ Л о 

Так как для (х9 S) б J3i и J?X -> — оо 

л A7A«:)rfc <+) v 

е " ->о, 
К+1: (C)dfC 

Р(3) / * \Р ° 
A m /г —m | ) & 

-х j^V0^ 
о, 

-X j A ^ O f l K 
Р ( 4 ) 
Ал—m /г-

J V - V ^ 

равномерно, то при J/?X-> — оо || (/?(*, S, X|j->0 равномерно относительно 
(я, с) б Bs1*. После этого существование прямой Жк = — /гх (s, о) со свойством 
i\ G? (*, S, X) | | < s для J?X < — ft (г, о) и (х, с) б В|х) очевидно. 

2. J?X > 0, (х, с) б Вб1}- Докажем, что найдется такая прямая J?X = ft2(s, 8), 
для которой при Ш > A2(s, о) будет j; G°L(x, с, X) || < s равномерно относи­
тельно (х, c)6Bs1}- Для этого вынесем из второго множителя выражения (90)а) 
матрицу Л^1 ( —) и воспользуемся соотношением (93) с) для преобразования 

матрицы V ( 1 ) ГМ0К(0)+ - ^ ^ " . Получим: 

G?(x, с,Х) = е 
х JA-^O^C xjŝ orfc 

+*"1т M i l ' ' 
Js2(C)tfC 

Ы1* / 1 \ П 
Kmm — ^m n-n 

Rn-tn m ( T" 1 kn-m n-

-xJA-yw 

0„-

^m /2-

-X J A^CWC 101) 
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Последние две матрицы в этом выражении перемножим и представим в виде 
8 

п(1) / i 

А т т \ 

/ ? ( 2 ) / Aft—т т 1 т) 

^т п — пг 

t^n-m n--т\ 

\ 

—X 

е 

Оя-

0 

т 

Л<+) ( С 

т 

аХ 

Urn п—пг 

-XJA-_1 ) ( C) 

е ° 

= £ 

6 

о 
яй*Л-М« ° 

-X j А<;}»(С)Л 

Vtn п-

К->«>;« 
/? ( 3 ) f * ^ 
А я - m /и I T" I ' 

-XJA ( + VO^ 
О 17 

J-^n — m n—n 

(102) 

Первый множитель из полученного выражения объединим со вторым множи­
телем из (101) и, подобно выражению (98), преобразуем так: 

j Si(C)fl?C 

+ л°'(т)в°Ш г" 
xJs2(C)dfC __ - X j 52(С)Л 

О 

6 / 

г ° б ° + е 
X j S,(CWC X j S,(C)rfC X J S,(C)rfC X j S2(C)dC 

- X J S„(C)dC - X J S,(C)aTC X j S,m<K 

= * ° в ° [Е + е ° ^ ( f ) B o 

^(>(тК 
"i)n(i).' . j 

(103) 
Первые два множителя полученного выражения объединим с первым множи­
телем выражения (101). В результате получим, что 

G?(*,S, *) = 

-XJA^ ) (CWC 

U/7Z Я —Я 

0„-

j s.ttjrfc 
4 „ £ £ + в° V ({)*„({)« 

Jsf(C)rfC - X JS1(CKC_ 
—1 

B£L(±)e ° 
x JA

(+)«w 

JVV W C ., N -xJAr+)«w 
" £> ( 2 ) / M P ° 

Aft —m m I t ' 

Um /z-m 

t^n-m n-m 

(104) 

б Математический сборник т. 48 (90), № 4 
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На том же основании, что и в предыдущем пункте, заменим средний мно­
житель на £ и в полученном выражении матрицы перемножим: 

-XJA ( + I ) ( WC 

^т п—т 
х 

X j A ^ O d C 

JV) ( W 

m m | I ^ 

(2) м \ S (+) 

^т п-

fcn — m п~п 

- x j A - y w -xjA-+i)(c)dc 
& ллтт I ^ ) & и ш п-

*\п-т m I | ^ Ечх-тп-

При J?X -> -f oo все элементы последней матрицы, а вместе с ними и вся( 
матрица, а также матрицы G? (х, Г:, X) равномерно стремятся к нулю дд^ 
{х, V) б В[1). Это доказывает существование прямой Л\ = /г2 (s, В) такой, что 
II G? (х, ?, X) [j < s, когда (х, 5) б М° и Л?Х > А2(е, 5). 

3. Ж<0, (хД)6В52) = [ 0 < х < / - с ; < / , х + 8 < 6 < т 1 ( х ) ] , где 
т^х) = min {x-\-l — о, /). Как и для В§°, докажем сначала существование та­
кой прямой Як =— h3 (е, о) << О, что при Як <— /г3 (е, о) будет || G°z (х, с, X) || < s 
для (х, £) 6 М2)- Для этого из второго множителя в выражении (90) Ь) выне­
сем матрицуBQ1 I— j , воспользуемся соотношением (93) Ь),'произведем преоб­
разования, аналогичные преобразованиям (97), (98) и (99), и представим 
матрицу G\ (x, с, X) в виде 

G5(*,e,x) 

х JY+V0^ 
^m я—n 

0Я-
К-><С ) Л 

-X J S2(C)dC 
5 

/ 5 
xj5 t (C)dC -X J 52(CMC 

c ( D / 1 
JA ( + VO« 

^m л —л 

, £ o(2) 
^ XK+; \<0« 

£«-

(105) 
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Затем по той же схеме, что и в первых двух пунктах, доказываем, что 
G°2 (х, с, X) -> О равномерно при Ш -> — оо для (х, с) £ В[2\ а это обеспечивает 
существование прямой М\ = — А3 (s, 5) с указанными выше свойствами. 

4. Я\ > 0, (х, с)бВз2). Посредством преобразований, аналогичных преды­
дущим, представим матрицу G°2 (x, с, X) в виде 

<Й(*Л*) = 

- X j A ( + l ) ( W C 

£ ^m /г—-/: 

о„. 
}А-1)(С)Л 

-X JSi(?)rfC X j Si(C)rfC -A j S,(C)dC 

, « с(з) 
<~> m /г -

X j A ^ f O d C 

*Лг—m m ^>,n — m n — m ( I £ 

х JA (̂ОЛ (106) 

из которого заключаем, что G° (#, ?, Х)-> 0 равномерно относительно (х, Г:) 6 #£2) 

при ?̂Х ->-f оо, а это доказывает существование прямой J?X = /г4 (s, о) со свой­
ством: || Gl (х, t, X) || < е для М > й4 (е, о) и (х, ?) б В^2). 

Этим доказана вторая часть теоремы 5. 
Из представлений (100), (104), (105), (106) следует, что функции 

Gi(x, Г:, X) и G°z(x, Г-, X) (а следовательно, и G(x, S, X)) ограничены вне доста­
точно широкой полосы не только для (х, с) 6 £>з, но и для любых 
(х, £)6[0, /]х[0, / ] . Так как G(x, с, X) ( 0 < * , £ < / ; х ф с; — со < J?X< + оо) 
(что следует из формул (79)) есть мероморфная функция X с полюсами в соб­
ственных значениях оператора L0 и кусочно-непрерывная по (х, £, X) (со скач­
ком при х = с), то она ограничена во всякой области, полученной из круга 
| X | < R выбрасыванием кружков радиуса р с центрами в собственных зна­

чениях оператора L0, лежащих в этм круге. Отсюда следует, что для 
доказательства ограниченности функции G(x, ?, X) (0<\;, х-<,1) в области 
G (р) достаточно доказать ее ограниченность в той части Н (ft, R, р) области 
G(p), которая лежит внутри достаточно широкой полосы | J?X | <;/* и вне 
достаточно большого круга | X | < R. Для этого воспользуемся . форму­
лами (79). 

Из асимптотических формул (15) для матрицы Y(x, X) следует, что тре­
бует доказательства только ограниченность матрицы DQ1^), так как все 

6* 
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остальные множители, вкл.очая £ 1(к)(МХ-\- N) и £ г(Х) (PX-J-Q) (см. (36)), 
-1 D 0 М 

равномерно ограничены в области Я (ft, R, р). Но D0 (к) = , где ма-
Д 0 ('О 

трица D0(X), как матрица, составленная из алгебраических дополнений эле­
ментов ограниченной в Я (ft, R, р) матрицы D0(X), ограничена. Поэтому для 
доказательства теоремы достаточно доказать, что ограничена для X б Я (ft, R, р) 
функция . Но так как краевые условия (2) регулярны, то это следует 

Л) М 
из леммы 5. Теорема доказана. 

Следствием из этой теоремы является 
Лемма 8. Если краевые условия (2) регулярны, то функция 

y{x,\) = [f®, G*(x,c,X)] (107) 

равномерно ограничена относительно (х, X), где х£[0, /] и X6G(p) (p > 0), 
для каждого f (<) б D2 (0, /), причем || у (х, X) ц < s для х 6 [0, /] и 
| J?X | >ft(s), гдг ft (s) — достаточно большое число. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если jf(c)6D2(0, /) и g(i)£Dl(0, /), то имеет 
место неравенство (см. [8], формула (61)): 

Itf(S), g(S)] l<l l f(«) | lD i (o.„- Kg (5) I I . , . 

из которого следует, что 

II У{х, X) II < II № II DtM || (Г (х, ?, X) || (0 < х < 0, (108) 

где 

г 
= Г U G* (х, с, X) || «d« + || £G* (x, 0, X) + VG* {х, I, X) 

О 

(0 < х < I). 
(109) 

Из ограниченности || G* (х, с, X) || для (х, £) 6 [0, /] х [0, /] и X 6 G (р) и из 
неравенства (108) вытекает ограниченность || у (х, X) || для х G [0, /] и X 6 G (р). 
Этим доказана первая часть леммы. 

Из формулы (85) следует, что 

RG\(x,0,\) + VG:(x,l,l)\\ = UsG[{x,0,k)+WGl(x,l,\)] 
А 

Если | Жк | -> х), то G*(x, 0, X) и G2{x, /, X) остаются ограниченными, а по­
тому ||/?Gl(x, 0, X)-|-VGg (Х,/ , X) || -> 0 равномерно относительно хб[0, /] . 

Но при этом и f II G(x, t?, X) || 2di --> 0, что сразу вытекает из теоремы 5. 
о 

Поэтому из формулы (109) следует, что \\G(x, 5, X) || . ->0 равномерно 
£>2(о,/) 
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относительно хС[0, /] при | ffi*k \ -> ю, а тогда неравенство (108) доказы­
вает вторую часть леммы. 

Для выяснения дальнейших свойств функции Грина нам потребуются 
некоторые вспомогательные предложения, доказательством которых мы сей­
час и займемся. 

Лемма 9. Если rang Атп = г, где 0 < г < in in (m, п), то матрицу Атп 

можно представить в виде произведения Атп = SmrTrn, где rangSmr = 
= rang Trn = Л и, обратно, если матрица Атп представлена в виде произ­
ведения Атп = SmrTrn, где rangSmr = rang Trn = Л то rang Amn = г, причем 
если Атп — SmlT^n и Атп = S^T^l — два таких представления, то най­
дется невырожденная матрица Кгг такая, что Sml =•' S^lKrr, Tr

2n = KrrTr
l)

n • 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как rang Amn = г, то у матрицы Атп имеется 

минор r-го порядка, отличный от нуля. Не ограничивая общности рассужде­
ний, можно считать, что он стоит в левом верхнем углу. Тогда если 
Атп = II с% с{т\, ... , с\п\ II , где cml (s = 1,2, . . . , п) — столбцы матрицы 
Атп, то векторы с(т\ (s = 1, 2, . . . , г) линейно независимы и все столбцы 
матрицы Атп являются их линейными комбинациями. А это значит, что если 
$тг = II сть С mi* • • • » ctni II > то rang btnr -~ Г И Сгп]_ = Ьтга,т [S --- 1, 1, . . . , /2), 

где a\ni — некоторые векторы, причем ап\\ при s < > равен i-щ единичному 
вектсру. Подставляя последние равенства для с(т\ в равенство 
Атп = II Ст\, С% . . . , С{т\ || , ПОЛуЧИМ.' 

Атп = = ^тг II &тц &т1ч • • • > #mi II — ^mrl rny \\w) 

где Тгп = II am], flml, • • • , «ml II . Так как || с&], . . . , аЙ II = £ " , то и 
rang Тгя = г. 

Пусть, наоборот, дано разложение Атп = SmrTrn и известно, что 
rangSmr = rangTVrt = г. Так как каждый столбец матрицы Л т л является 
линейной комбинацией г столбцов матрицы Smr, то vangAmn<^r. Матрицы 
Smr и Гг/г имеют, по крайней мере, по одному минору r-го порядка, отлич­
ному от нуля. Так как произведение этих миноров будет минором r-го по­
рядка матрицы Атп, то это доказывает, что rangAmn = r. 

Пусть теперь Атп = SmlT^i и Атп = SmlT^n — Два каких-нибудь раз­
ложения матрицы Атп, причем rang S^r = rang Tr

L)
n •= r (i = 1, 2). Тогда если 

А _ || М r(2) Jn) „ T(D _ ,. Ф) //2) м'я) 
л т л — II ^тъ Lm\t • • • > w?u II > J r / i —- II ur\ > ^ п » • • • > ( / п 

•« т — II ап, drl, . . ., dn || , 

то 

c% = S M = S(Msl (s = 1, 2, . . ., л). (Ill) 
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Пусть еще Атп = SmrTrn — третье специальное разложение (ПО). В этом 
разложении Smr= \\ c^l c^J, Jr) . Из формул (111) следует, что 

£>тг — с{г) = 5 (1) ь{А\ ь%, и(г) 

z^>mr II "п » ^ r i > • • • 1 dri II (112) 

Если Ргг = || Ь™, &<*>, .. . , &<? ]| и Qrr = || < , 4аЛ 
:(D что 5m r = SlnrPrr и rang Smr = rang 5 ( i ) 

7*1 l 

г > О, 
, 4V II , то из того, 

легко следует, что 
detP r r^=0; аналогично detQrr=£0. А тогда из соотношений (112) получим, 
что SffrPrr = S^Q r r или S $ = SfilKrr, где # r r = Qrr^r'r1. Если полученное 
соотношение подставить в равенство SmlT[n == S^lT^ > T0 будем иметь: 

- (1) (2) п (113) 

Так как rang S ^ = г, то вычеркиванием m — r строк из матрицы Sj^ можно 
получить матрицу Мгг, для которой detM r r=£0. Из равенства (113) сле­
дует, что MrrlKrrT1^ — Т(

г
2п] = 0, т. е. Т{% = КГГТ% Лемма доказана. 

Лемма 10. Если Х0— нуль функции Д(Х) кратности k0, а матрицы 
YnkAx) u ZnkAx) построены по формулам (153), (154) работы [8] (§ 4) из 
собственных и присоединенных функций операторов L0 и L0 для собствен­
ных значений Х0 и Х0 соответственно, то для любой регулярной при 
Х = Х0 скалярной функции <р(Х) имеет место разложение 

®к D'(K)(Ml + N)Y(0,l)f(k) (Х-х.)*' 
Д(Х) 

Pnk^CQnK,^ (1H) 
A=.X„ 

3d,?c& C = Ckx — некоторая квадратная матрица, зазисящая от выбора <р; 
Pnk„k, u Qnk„k, — матрицы, удовлетворяющие соотношениям 

а) 

Ь) 

£ * . [ V M L , Pnka.k.= Ynk.(x), !х=х, 
(115) 

^ [2&Л " (х) Y" (х, X)] | _ < ^ л = Z.^(x), 
А-Х„ 

гдг матрицы Ek, и Ех состоят из k0 блоков размерности пхп и имеют 
следующее строение: 

Ek = 

0 1 
0 

0 
Е 

\, Ei=\ 

1 Е 
0 

0 
(Е — единичная матрица). 

а операторы 33ь0 и 3)10 определяются по формулам (95) из [8]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из равенства — — = D""1 (X) следует, 

W 
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что D (X) D' (X) = Д (X) Е. Применяя к обеим частям этого равенства опера­
тор 3)k>, Для Х = Х0 получим: 

®*.D(X)I , ЗЗьО'Ш = 0. 

Это значит, что каждый столбец матрицы SDkfi' ft) [ является решением 
уравнения 

S,0D(X)! с = о. 
х=х0 

(116) 

Если Bnkax (#) —• матрица, столбцами которой являются собственные функции 
задачи (91), (92) из [8] для k = k0 и X = Х0, выбранные и расположенные 
так, как это требует формула (126) из [8], то последние п строк этой 
матрицы образуют матрицу Ynko(x), о которой идет речь в условии леммы, 
т. е. 

Ynko{x) = EkBnkoMo(x). (117) 

Так как матрица SDkX (#, ^) | , в силу леммы 7 из [8], является фунда-
ментальной матрицей системы (91) из [8] для k = fe0 и X = Х0, то, по опре­
делению собственной функции, найдется матрица Pnk0,k3 ранга k0, столбцами 
которой являются решения уравнения (116), такая, что 

Bnk.tk.(x)^SDk.Y(xti<)l л РПКА х=х„ 
(118) 

Из формулы (117) следует, что матрица Pnk0,k0 удовлетворяет соотношению 
(115). 

Поскольку столбцы матрицы 2Dk9D'(X)\ являются линейными комби-
А=Х0 

нациями столбцов матрицы Pnk0,k0, то найдется такая матрица R{k0]nk0, что 

ад>'(Х)! х = Рпк..Мпк., (119) 

а тогда 

где 

D'(k)(M\ + N)Y(0, Х)9(Х) (х -х р ) *0 (2) 

П) 
^ , п £ , = Rk0,tlko^ko 

А(Х) 

(MX + Л/) Г (0, Х)ср(Х) 

— *nkQ,kit\k0,nkQ » 

х=х9 

А (А) А=Х0 

Если окажется, что 0 < rang R{klnkQ = /• < &0> то> пользуясь леммой 9, про­
изведем дальнейшее разложение: 

-)(2) (3) 
*\k0,nkQ — <* k0,r * А/-,я&0> (120) 

где rang#> , = rang7\,r = г. Получим: 

25*. D'(X)(MX + ^ )K(0 f Х)ф(Х) (х-х„)*° 
Д(х) X - l , 

= Pnkt,k^ka,rRr,nR,- ( 1 2 1 ) 
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Пользуясь равенством 

5*/>)U=[^/W]*L r . (122) 

выполняющимся для любой аналитической функции F(k) (см. [8], формула 
(97)), и равенством 

D-1(l)(Ml±N)Y{0,X)=:Y-1(l>\)A-1(l)(-V'>.-l-W')Dr1(k) (123) 

(см. [8], § 3 , формула (75) а)), левую часть выражения (121) перепишем так: 

• ( # * D'Ck)(M\ + N)Y(0,\)<?(k) Д(х) J х=х, 

= № л (X) 
Х = ХП 

(&„ГУ"1(/Д)Л-1(/)(^П + Г*)9(Х)^=^) 

I L Дх (X) * -х . ' 

= ®WwL;s. (о) 
пк0,пк0: (124) 

где 
:».) ^>nk0,nkz — \dskt Y-^l.VA-^lU-V'b + W'Ml) (х — хР)*«" 

х-х0 

И з того, что D1(X)D;(X) = A 1 ( X ) £ f следует, что 2 5 2 . В Д ! _ °Лр[(к)\ ^ = 0, 
х=хп 'х=ха 

а это значит, что столбцы матрицы SDlaD\ (X) | _ являются решениями урав-
х=х„ 

нения 

ЗЯРхШ гс = 0. (125) 

Пусть столбцы матрицы Qnk0,kQ образуют ту полную систему решений урав­
нения (125), пользуясь которой была построена матрица Znk9(x). Тогда имеет 
место соотношение (115) Ь) и 

2DkPi(S) !x=x„ = Qnk0,k9Sko,nk0, (126) 

где Skt1nk. — некоторая прямоугольная матрица. Из формулы (124) получим: 

{®* л„ и 
D'(X)(MX + i V ) r ( 0 , X ) c p ( X ) ( X ^ 

^.J Qnk,,k.-Sk„nkQ, (127) 

где Sl!U0 = 4;!nvS"ft.,nV Пусть 0<rangS^ n * , = r i < * 0 . Тогда, пользуясь 
леммой 9, матрицу S^nk, можно разложить на два множителя: Si? n*„ = 
= T^riS™nk„ где rang T^n = rang S^U = >"i- Из соотношения (127) тогда 
следует, что 

№. D'(k)(/.ll+N)Y{Q, Х)?(Х)! 
Д(Х) х=х, 

} = З^.Л'.г A v (128) 

file:///dskt
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Из представлений (121) и (128) получим, что 

rang[P„^„7V#'3k] = rang [Q„*,, feJt!A*„]-

Используя лемму 9, нетрудно подсчитать, что 

rang[P„*cA7Vtf<3>fto] = г и rang[Q„*„,ftj£riS£U] = г,.. 

(129) 

Из равенства (12Э) следует, что г-^ — г, а тогда разложение (128) можно 
переписать так: 

D'(k)(Ml + N)Y(0, Х)ср(Х) (х-_хг£ 
Л(Л) J 

= Srynk,Tk0,r Qnkttk,- ( 130) 
Х~А0 

Сравнивая между собой правые части представлений (121) и (130) и поль­
зуясь леммой 9, убеждаемся, что существует невырожденная матрица Кг,г, 
такая, что 

(3) "(1) ^r,'nkQ — *nk0,kj k„r*\r,ri Rr,nk, — A r / i k0,r чл&оЛ (131) 

А тогда из представления (128) (или (121)) получим, что 

3)k. D'(\)(M\ + N)Y(0,\)<?(\) 
* л 

Д(х) J LnksMf-* kuk<SlnkQ,k91 
Х-Х. 

где Ckvkb = T'k0,rKr ,rT(k\]r (в случае г = 0 или гг = 0 можно положить С = 0), 
что и требовалось доказать. 

Как уже упоминалось ранее, из формул (79) для функции Грина следует, 
что она является мероморфной функцией X с полюсами в собственных зна­
чениях оператора L0. Вместе с функцией Грина G(x, <3, X) мероморфными 
будут функции G(x, с, X)ev и G(x, с, X) — . Имеет место 

Л 

Лемма 11. Если Х0 — нуль функции А (X) кратности k0 и собствен-
ног значение оператора Ь0 кратности р0> то 

а) выч G(x, U ) ^ - - ^ W A _ 1 4 ( c ) , 
Х = Х0 

(132) 
1 b) выч [G(*,6 ,X)-= -Ynk.WIoVZnk,® 

(0 < х, S < /, х Ф £), где 

î /iife. (x) = II Y ^ (х), УЯШ1 (х), . . . , Улш (х) 

и Znko (£) = II Znmi (?), Z„W2 (с), . . . , Z„m/?e (S) || — матрицы, образованные из 
основной системы собственных матриц по формулам (153), (154) работы 
[8], а 
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So = lYnk. (x), ZnK (x)] =-• } Zlk, (•;) Ynk. (S) di -
0 

- lRZnk. (0) + VZnk, (I)}* [MYnke (0) + PYnu. (01 

h = 
Jmi о . . . о 
о </m2 .. . о 

0 0 . . . J 
mPo 

где Jm. (/ = 1,2, . . . , p0) — т-мерныг клетки Жордана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для вычисления выч G(x> с, V)ext воспользуемся 

выражением (79) для функции Грина. С этой целью преобразуем его сле­
дующим образом: умножим левую и правую части равенства D (X) = 
= (MX + Л7) Y (0, X) + (Рх + Q)Y (/, X) на D"1 (X) и полученное выражение 

- D"1 (X) (РХ + Q)Y (/, X) = D"1 (X) (MX + Ar) Y (0, X) - Е подставим в фор­
мулы (79). Будем иметь: 

G(x, £, X) = Y(xt X) D'1 (X)(/ИХ + N) Y(0, X) Г"1^, X) Л"1^) + #(* , 5, X) 

(133) 

где 

#(*,£, X) 
0 ( 0 < £ < х < / ) , 

Y (х, X) Г" 1 (с, X) Л"1 (с) (0 < * < g < /). 

Так как Я (х, £, X) — целая аналитическая функция X для х Ф i (0 < х, S >< /), 
то ее вычет равен нулю, а тогда по правилу вычисления вычетов (см., на­
пример, [7], стр. 311) будем иметь: 

Bbi4G(x, 5, X) 6х* = 

1 d^'1 

fo-l)!^*'-1 
У(х, X)D'(*)(MX + AQ7(0, Х ^ ^ Д ^ " 1 ^ : ) ^ " ^ 

Л. n 

А (А) х=хв 
(134) 

Для преобразования выражения (134) воспользуемся следующей формулой, 
являющейся очевидным следствием определения оператора 2)k0 • 

r A - i 

( ^ o - l ) ! ^ - 1 
FW^EbiaiMJFQti.Eu (135) 

где Ek„ 
1 ° 

и 
£ 

, Ег=\ 
1 £ 1 

0 

. . . 
0 

и F(k) — произвольная аналитическая матри-
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ца-функция. Согласно этой формуле, в силу свойств оператора 2)k„, выраже­
ние (134) можно переписать в виде 

выч G (х, с, X) ех' = 
х=х. 

Y{x, X)D' (X)(МХ+Л-) У(0, X) Г" 1 (?, X) Л - 1 (I)ех'(Х Хс) 

= £ ^ У ( * Д ) | Х = Х . - 2 5 * . Б'(Х)(МХ + Л')У(0, Х)е' 

Д(Х) 

X/ (Х-Хд)*» 
Д(Х) 

£ l = 
л=Х0 

х=х0 

^^CaM^Lx.-^- (136) 

Для преобразования последнего множителя в выражении (136) применим 
формулу 

,//(X)L_ x £ 1 = [®^WLx:£b (137) 

которая получается из (122), если в последней положить F (X) =//(Х)и умно­
жить левую и правую части на матрицу £х. Пусть в формуле (137) 
Я М ^ Г 1 ^ ^ " 1 © . Тогда 

* ~ 1 />ч т г * - 1 „У"1 (5, X) А'1 (?) 1х=Хо Ег = [2&Л " (?) Y ' (5,1)] | х=г> ^ = 

"{^^'"'(о^одл'и. (138) 

Пользуясь равенством (138) и формулами (114) и (115), соотношение (136) 
можно переписать в виде: 

выч G (х, £, X) ех* = 
х=хв 

= [fi*>ft„y (*, х) |х=х< pn*.,f t.]CM,(0[£iX^*~1(5) У,-1(?Д)]1х-1.0«*..**Г = 

nu*)Cw„(0 (139) 

Для доказательства формулы (132)а) остается только доказать, что 
Ckoka{t) ~—е * Во1. Для этого рассмотрим одну из матриц Ynms(x) 
(s = 1 , 2 , . . . , р0), из которых состоит матрица Ynk0 (х) = 
— II У nnii \Х), У пт2 \Х)9 • • • , У пт„ \Х) II • 

Пусть Ynms(x) = || yl(x), yl(x), ..., у\ (х) || , где уЧ(х) (i = l, 2,. . .,mt) 
— столбцы. Составим из этих столбцов вектор 

У о (х) = 
Шх) 
Шх) 

\у1гЛх)\ 
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Из построения матриц Ynms (х) (s = 1, 2, . . . , р0) следует, что вектор-функция 
у0(х) будет собственной функцией оператора (см. замечание к теореме 4) 

dy(x) 
L(m-i) У (X) = А^ (X) -Ij-L f Bnis (х) у (х) - J^ (0) у (х), 

dx 
(140) 

где у(х) = 
УЛх) 
у2(х) 

Ут(х) 

, J ms (0) = 3)ms (IE) |x=x0 (E — единичная матрица размер-

( m - i ) 
ности п х л), с областью определения в * , состоящей из тех вектор-функций 

у (х) € С(1)(0, I), которые удовлетворяют краевым условиям 

МкАк (0) у' (0) + [MkBk (0) + Nk] у (0) + Я*Л* (/) у' (/) + 

+ [PABA(/)-f Q*] 0(0 = 0. (141) 

Собственным значением будет X == Х0. Ввиду этого 

kms-i) Уо (х) — Ц0 (х) = (\ — Ь)уй(х). (142) 

Поскольку функцией Грина оператора L(m _D будет матрица Gm (х, с, X) = 
= 3)mG(x, £, X) (см. замечание к теореме 4), из равенства (142) \, теоре­
мы А следует, что 

0о(*) = [(Хо-Х)0о(?), [SDmG(x, 5, Щ1 
или 

1 [0о (5). {2VG(*, g, X)}*] 00 (*) (143) 

(ср. [6], стр. 37). Умножим слева правую и левую части равенства (143) 
на 33т (eltE). Так как 

2Ц(е"£)[0о(е), № / ? ( * , с, X)}'] = [t/0(E)( (2Ц0(х, 5, X)}*{25m/'£}*] = 

= [0оО). ( £ Ц № g, Х)е"П, 
то из равенства (143) следует, что 

[0о®. {#»./?(*' 5, X)<>>'}*] = : 

Нетрудно проверить правильность формул: 

-2)т(е»Е)у0(х). (144) 

выч[Г(?), Ф*(5, X)] = [f(5), {вычФ(?, X)}'], выч# т / (Х) = 2Цвыч^(X), (145) 
А = AQ Л—AQ A—An A = A Q 

где F (X) — аналитическая по X функция, Ф (£, X) — аналитическая по X и 
кусочно-непрерывная по (£, X) ( 0 < £ < / ; X ф Х0) функция, / (с) — кусочно-
непрерывная функция. Из этих формул, приравнивая вычеты обеих частей 
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равенства (144), получим, что 
Цг0(& [3)т выч G(x, ?, Х)^}*] = - Ж ^ ( ^ £ ) | х ^ ^ 0 ( х ) , (146) 

где 

выч G (х, £, X) ех' 
х=хп 

о 

25m BbwG(jf, ?,Х)в«= s х=х. 

0 . . . 

выч G (х, ?, X) ew . . . 
х-х. 

0 

0 

. . . выч G (х, с, X) ext 

х-х. 

Так как 

#«,(«*£) LxJfoW 

•f-e^E 

Л"1 

eKtE 

О 

О 

•е*Е 
,т — 2 
1 S -eKtE 

( m , - l ) l (m, - 2 ) ! 
ех°*Е 

y°dx) 

yl(x) 

yUx) 

eKtyl(x) 

2-^e^-*W 
/J = 0 

£! 

S 
&-0 

'•%№»,-№ 

(147) 

то равенство (146) можно записать в виде 

ВДО), {BbraG(*f I, X)e"}'] 
х-х0 

ВД(«), (вычС(х, 5, Х)е«Л 
Л = Х0 

[<,(<), {вычО(хЛ, Х)е«П 
* х=х„ 

оХ^,,0 

/г=0 

V"1 /Л 
2 4т ^v-*w 
/г = 0 

*1 

(148) 
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Если же я-мерные компоненты векторов в правой и левой частях последнего 
равенства расположить в виде столбцов матрицы, то, принимая во внимание,, 
что 

ех**У1 (*), -^ е^у\ (х) + е^у» (*), . . . , ^ J- е^у\ (х) 
k = 0 

= \\У\{Х\У1{*\ • • - .# , (*)1 

>Kt _ i _ t>u вЛ°' (ms-l)\l okt 

0 ex»1 >Kt t 
( /72,-2)! 

p\t 

0 0 p\t 

= Ynms(x)eJmJ, 

где Jm — т5-мерная клетка Жордана, получим, что 

[YnmЖ, {ВЫЧ0(Х, ?, Х ) ^ П = 
S Х=Х0 

-Ynms(x)eJmsf. (149) 

Объединяя равенства (149) для s = l , 2, . . . , р0 в одно, будем иметь: 

[Упъ®, {вычС(х, 5, Х)в*П = - Г л А . (*)*'•'. (150) 

Подставляя сюда найденное ранее выражение (139) для выч G(x, с, l)ext
f 

х=хп 

получим: 

[У„*.0), {Гя*„(*)С,л,(/)Г, (?)}'] = - K„ftj(х)eV 

или 

где 

Отсюда 

Ynki (х) C M j (0 В0 = - У„А» (*) в Ч 

В0 = [У«*.(«). ^ . ( 6 ) 1 -

Ynku(x){CKka(t)B0 + e>°<)-0. (151) 
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Поскольку столбцы матрицы Ynk0(x) (см. [8], § 3) линейно независимы, из 
равенства (151) следует, что 

CkA(t)Bo + e>J = 0. (152) 

Из (152) вытекает, во-первых, что матрица В0 — невырожденная, а, во-вто­
рых,—что Ckiki(0== — е^ДГ1- Формула (132) а) доказана. 

Доказательство формулы (132) Ь) проводится по той же схеме. Заменяя 
в равенстве (139) функцию elt на — (все предыдущие вычисления в обоих 

л 
случаях совпадают), получим: 

выч G(x, \, nj-^Ynka(x)CkaKrnK(c), (153) 

где Cktk0 в отличие от предыдущего случая, — постоянная матрица. Для 
вычисления ее используем тождество (143). Умножим его слева на матрицу 

s V х 

Ы 6 ) , \3DmG(xfit\)i- = X J Х0 — X 
Е)Уо(х)9 

приравняем вычеты обеих частей: 

Л \ * 

^(5), bbi4G(x, %, X) 
Л = Х X 

1Г #*(?), {вычС(х, С, Х)-4 
. 2 U=x0 XJ 

"jft®, /вычС(х, S, Х)1}*1 
ft-o V X o / 

и, записывая «-мерные компоненты левой и правой части в виде столбцови 
двух матриц, получим равенство 

Yn,n(j), Ui4G(x, ?, X ) l f ] = V W * ) ^ (*<>)• (154) 

Полагая в этом равенстве s = 1, 2, . . . , р0 и объединяя все полученные 
таким образом равенства в одно, будем иметь: 

!>„*.(«), (вычС(х, е, Х ) | Л =-У„*.(дс)/,Г- (155) 
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Подставляя сюда выражение для выч G(x, с, X) — и з формулы (153) и 
х=х0 X 

производя такие же преобразования, как над равенством (150) в предыдущем 
случае, придем к соотношению Ynk0(x)(CkjkJB0 + /J"1) = 0, из которого сле­
дует, что Ckok0 = —- I^BQ1. ЭТО доказывает формулу (132) Ь), а вместе 
с ней и лемму. 

С л е д с т в и е 1. Если Х0 — собственное значение оператора L0, то 

вычО(*, £, X) = - Ynki{x)B^Z*nko£). (156) 
х=х0 

С л е д с т в и е 2. Если 8 — кусочно-гладкий спрямляемый контур, на 
котором не лежит ни одно из собственных значений оператора Ь0, то 

^G(x, £, X) extd\ = - | ] Y%s (x) es* ВТ1^ (с), (157) 
о S ^ S j 

г55 Si, Si -f 1» • • •» s2 — 1, s2 — номера собственных значений Xs, лежащих 
внутри контура 8, a Y{

n
sl (х), Is, Bs, Z{

n
s)

k (с) — соответствующие им мат-
рицы, построенные по формулам (153), (130), (172) и (154) из [8]. 

На основании леммы 11 легко доказывается следующая теорема о раз­
ложении функции Грина оператора L0. 

Т е о р е м а 6. Если ни одно из собственных значений оператора L0 не 
лежит на окружности С с центром в начале координат и если число 
X = 0 не является собственным значением оператора L0, то имеет место 
разложение 

G{x,i,0)= У. K^(*)/r1Bs-1Z«l*0) + - V f ^ - L ^ d X > (158) 
s = -Nt С 

где Xs (s = —- Nlf — Nx + 1, . . . , N2 — 1, N2) — собственные значения опе­
ратора L0, лежащие внутри окружности С, а матрицы Ynl (х), Is, Bs и 
Znks(9 строятся по формулам (153), (130), (172) и (154) из [8]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим интеграл —: \ ^ ' dX. Полюсами 
с 

подынтегральной функции являются число 0 и собственные значения опера­
тора L0, а потому 

~ \ G(x\^*)d\ = G(x, S, 0) -f- V выч<?(*, £, \)~ . 
2Kl с * s J T W » X 
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Но, в силу формулы (132), 

Bbi4G(x, 5, X)-i = - У $ ( х ) / " 1 ^ 1 ^ * (̂ ), 
s 

откуда следует (158). Это и доказывает теорему. 

§ 4. Теорема разложения 

Доказанные в предыдущем параграфе свойства функции Грина дают воз­
можность доказать следующую теорему разложения. 

Теорема 7. Если краевые условия (2) регулярны, то для каждой 
функции f (x) 6: 90 разложение 

f j Y%s(x)as, (159) 

г<)е 

а, = [/(5), Z%s{t)B7\ (160) 

сходится равномерно к f(x) при некоторой, не зависящей от выбора f(x)> 
группировке членов ряда (159). 

Доказательство этой теоремы основано на следующей лемме. 
Лемма 12. Пусть G(p), как и прежде (см. теорему 5), — область, 

полученная из комплексной плоскости X после удаления из нее кружков 
радиуса р с центрами в собственных значениях оператора L0. Тогда если 
краевые условия (2) регулярны и если р достаточно мало, то существует 
такая последовательность Съ С2, . . . , С&, . . . концентрических окружно­
стей с центром в начале координат, что: 

1) каждая из окружностей целиком лежит в области G (р), 
2) в кольце между двумя последовательными окружностями лежит, по 

меньшей мере, один выброшенный кружок, 
3) Rk+1 — Rk < т < + оо (k = 1, 2, . . . ) , где Rk — радиус окружности 

Си (k=l, 2, . . . ) , а т —некоторое достаточно большое число. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А0 =sup|X s + 1 — XJ (s = 0, ± 1 , . . . ) . Из 

асимптотической формулы (60) для собственных значений \s (s = 0, ± 1 , . . . ) 
оператора L0 следует, что h0 < + оо. Пусть, кроме того, {С^0)} (£=1 ,2 , . . .)— 
последовательность концентрических окружностей с центром в начале коор­
динат и радиусами R^ --= hk (k=l, 2, . . .) , где h > А0. Число /z(£) соб­
ственных значений \ (s = 0, ± 1 , . . . ) , лежащих между двумя последова­
тельными окружностями С10) и Ci+i, как нетрудно заключить из той же 
формулы (60), удовлетворяет неравенству 1 < п (k)< п0 < -f со (k=l, 2,...), 

h 
где п0 — достаточно большое число. Возьмем р < — и построим еще одну 

4/20 

- (D) последовательность окружностей {C(
k} (k=l, 2, г . . ) с радиусами 

А. 
2/7а 

Ял1* = — & (А = 1, 2, . . . ) . Тогда хотя бы одна из окружностей С*,0 (обо-

7 Математический сборник т. 48 (90), № 4 
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значим ее через С о̂), лежащих между двумя последовательными окружнос­
тями Cfk, и С^+ъ будет целиком лежать в области G (р). (В самом деле, 
между С$ и С^+! лежит 2п0 — 1 окружностей из последовательности 
Ск

1) (k = 1, 2, . . . ) . Если бы каждая из них пересекала выброшенный кру­
жок радиуса р, то между окружностями С$ и С(^+1 было бы расположено 
не менее, чем 2п0 — 1 > п0 кружков, что невозможно.) Произведя такой 
выбор для k0=\, 2, . . . , получим последовательность окружностей 
{Cs} ( s = l , 2, . . . ) , удовлетворяющих всем условиям леммы. Лемма до­
казана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 7. Пусть Си (&=1 , 2, . . . ) — после­
довательность окружностей, удовлетворяющих условиям предыдущей леммы. 
Тогда если число X = 0 не является собственным значением оператора L0, 
то для каждой из окружностей Си (k=l, 2, . . . ) можно построить разло­
жение (158) функции Грина оператора L0: 

G(* f s , o )= 2 ^ ( * ) / * - ^ ^ ^ ^ ( lei) 
s=-m(0) С. 

где — mk°\ —m{k)jr\, . . . , т{^ — 1, тк
1] — номера собственных значений» 

лежащих внутри окружности С&. 
Пусть f (x) G в0 и g- (я) = Lf (х) ЕЕЕ A (х) f (x) -\-B(x)f (x). Из определения 

(67) функции Грина следует, что 

f(x) = [g(:), G!(x,c,0)}. (162) 

Подставляя сюда разложение (161), получим, что 

f(x)= 2 Y^(x)Is
]bs±M[8^G^^dK, (163) 

k 

где bs = [g(c), Z$ , (•) В; ] (s = - mf,-mV -f 1, . . . , m^). Но на основа­
нии тождества (156) из [8] имеем: 

17% = iLoftf), Z{„l(Z) ВТ'С1] = [f (5), О ^ ^ Б Г ^ Г ' ] = 

= [f(5), Z ^ W ^ / ^ r 1 / ; - 1 ] . (164) 

Покажем, что ISBS Is = Bs . Для этого достаточно показать, что мат­
рицы Bs и Is перестановочны. Из определения матриц Ynu (*), Znl(x) и Is 
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следует, что 

LY%s(x) = Y%JS, L*Z^(x) = Z ^ W / ; . 

Но из тождества (156) работы [8] имеем: 

[LY(
n% (х), Z(

n\ (x)] = [Y(
n% (x), VZfks (x)], 

а это значит, что [Y%s(x)ls, Z^x)] = [Y(
n\(x), Z$fs), т . е . BSIS = ISBS. 

Таким образом, доказано, что ISBS Is = Bs . 
Из соотношений (164) следует тогда, что IJ1bs^as, где as = 

= [/((•), ZlnkX$)B*s~ ]» а из равенства (163) будем иметь разложение 

f(*) = ^ У%а(х)"* + Ш. (165) 
k 

где 
М х ) - - Ц rg0.6*(x.e,x)] dX- (166) 

2ТГ/ «J X 

Докажем, что при k —> оо || /̂  (х) || —> 0 равномерно относительно х € [О, /]. 
Для этого, сделав в интеграле (166) замену ^^Rke1*, где Rk~ радиус 
окружности Ck, получим: 

h (х) = ~ \ [g (С-), G* (*, ?, Я**)] d?. (167) 
О 

Отсюда на основании леммы 8 следует, что при k—>oo \\fk(x)\\->0 равно­
мерно по х d [О, /]. Это доказывает равномерную сходимость ряда (159) при 
такой группировке, когда члены этого ряда, соответствующие собственным 
значениям, лежащим между двумя последовательными окружностями Ck и 
Ck+i, объединяются в одну группу. А это значит, что для того случая, 
когда X = 0 не является собственным значением оператора L0, теорема дока­
зана. Если же X = 0 является собственным значением оператора L0, то рас­
смотрим разложение функции / (х) € 0О по собственным и присоединенным 
функциям оператора L0 — s£, где г не является собственным значением опе­
ратора L0. Это разложение совпадает с разложением (159), ибо собственные 
и присоединенные функции у операторов L0 и Ь0 — еЕ — одни и те же. Но, 
с другой стороны, поскольку X = 0 не будет собственным значением опера­
тора LQ — вЕ, на это второе разложение переносится приведенное выше 
доказательство. Теорема доказана. 

Замечание . Группировка членов в разложении (159) не зависит от 
выбора разлагаемой функции. Более того, в случае регулярности условий 

7* 
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(65) она переносится и на разложение любой функции g(x)dQ1 по собствен­
ным и присоединенным функциям оператора L0. Во всех последующих рас­
суждениях будем считать, что эта группировка остается неизменной, и будем 
называть ее группировкой в смысле теоремы р а з л о ж е н и я . 

Теорема разложения дает возможность исследовать некоторые вопросы 
сходимости разложения (159) в пространстве D2(0, /) для f(x)dD2(Q, I). 
Исследуем, например, вопрос о полноте и замкнутости системы собственных 
и присоединенных функций оператора L0 в этом пространстве. 

О п р е д е л е н и е 1. Система функций {?*(*)} (Vk(x)£D2(0,l)) 
(k=l, 2, . . . ) называется полной в п р о с т р а н с т в е D2(0, /), если 
любую функцию f{x)dD2(0, l) можно представить в виде предела (в смысле 
D2 (0, /)) последовательности линейных комбинаций функций ср̂  (х) (& = 1, 2,...). 

Теорема 8. Если краевые условия (2) регулярны, то система соб­
ственных и присоединенных функций оператора L0 полна в пространстве 
D2(0, /). 

Доказательство этой теоремы является очевидным следствием теоремы 
разложения 7 и следующей леммы. 

Лемма 13. Каждую функцию f(x)£D2(0, 0 можно представить в 
виде предела (в смысле сходимости в пространстве D2(0, /)) последователь-
ности функций из ©0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Найдем векторы gQ, gu g'0 и gL такие, чтобы они 
удовлетворяли равенствам 

a) Mgo + Pgl=Mf(0) + Pf(l), 
b) MA (0) g'0 + [MB (0) + N]g0 + PA (/) g; + [PB (/) + Q] gt = 0.} (168) 

Для доказательства того, что эта система разрешима и такие векторы 
найдутся, положим 

A(0)g-0 + B{0)gQ = 09 A(l)g'1 + B(l)g1 = 0. (169) 

Тогда из уравнений (168) следует, что 

Мяяёо + РЧпёг = MJ (0) + PJ(l), 

Ngo + Qgi = 0, 
(170) 

где || М, Я || = 

[8], rang 

Mqn Pqn (см. [8], § 1). Так как, согласно § 1 работы 

= /г-|-<7, т 0 система (170) разрешима, и мы найдем из 

нее векторы g0 и gl9 а тогда из системы (169) следует, что g'Q = 

- - ^ ( 0 ) 5 ( 0 ) gr0 и д[=-А-г{1)В(1)8о. 

MqnPqn 
N Q 
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Будем теперь аппроксимировать f(x) в смысле L2(0, /) непрерывно диф­
ференцируемыми функциями g(x), удовлетворяющими условиям g(0) = g0, 
g\o) = g0> g(0 = ffi. «Г (') = «;• Тогда г w e e0 и M[f(0)-g(0)] + 
~\-Р [f{l) — g(l)]= 0 и, поскольку аппроксимация возможна с любой сте­
пенью точности, лемма доказана. 

О п р е д е л е н и е 2. Система функций {ср. (х)} («= 1, 2, ...)» ft(я)£ D2(0, /), 
называется з а м к н у т о й в п р о с т р а н с т в е D2(0, /), если из условий 
[?«(*)» So (*)] = 0, выполняющихся для / = 1, 2, . . . , следует, что 
IUoWIU,0 = o. 

2 

Теорема 9. £СУШ краевые условия (2) регулярны, то система соб­
ственных и присоединенных функций оператора L0 замкнута в простран­
стве D2(0, /). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть для s = 0, ± 1 , . . . и для g0(x)6D2(0, /) 
имеют место равенства [Y^ (x), g0(x)] = 0 и пусть /(x)^D2(0, /). Так как 
в случае регулярных краевых условий система функций, состоящая из столб­
цов матриц Ynk (x) (s = 0, ± 1, . . . ) , полна в пространстве D2(0, /), то 
найдется последовательность {fi(x)} (i = 1, 2, . . . ) , ft(x) б в0, линейных 
комбинаций функций этой системы, сходящаяся по норме пространства 
D2(0, I) к функции f(x), т. е. || ft(х) — f (x) ||D,(O,/)—>0 при i-*oo. Так как 
IfiW» goM] = ° Для * = 1, 2, . . . , то и [f(x), g0(x)] = Q. Таким обра­
зом, для всякой функции f (х) € D2 (0, /) имеет место равенство 
[/ (х), g0 (*)]=0, а тогда из свойств билинейной формы [f (х), g (x)] (f (x) d D2 (0, /), 
g(x)£D*2(0, /)) (см. [8], § 2) следует, что \\g0(x)\\D*{0j) = 0. Теорема дока-

2 

зана. 
Определение 3. Система функций {<p,(x)} ( /= 1, 2, . . . ) называется 

базисом п р о с т р а н с т в а D2(0, /), если любая функция f(x)dD2(Q, l) 
разлагается единственным образом в ряд по системе функций {<рД*)} 
(i = 1, 2, . . . ) , причем сходимость этого ряда понимается по норме про­
странства D2(0, /) (возможно, с некоторой группировкой членов, не завися­
щей от выбора функции f(x)). 

Теорема 10. Если краевые условия (65) регулярны и ряд 

S Y%s(x)as, (159) r(s) 

S — — OQ 

где as = [f(x), Z{
n
s^(x) В*"1] (s - 0, ± 1 , . ..) и f(x)tD2(0, I), сходится по 

норме пространства D2(0, /) при такой же группировке, как и в теореме 
разложения, то сумма этого ряда совпадает с функцией f(x). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть r?(x) = f(x)— ^ У^(х)а3. Тогда 
s = ~ — со 

19(х), Z$s{x)]=[f(x)- f ] Y%s(x)as, Z%s(x)] = 0 (s = 0, ± 1 , . . .)• Из 
s = — oo 

замкнутости в пространстве D2 (0, /) системы собственных и присоединенных 
функций оператора L*0 следует, что ||<p(*)||z)2(o, /)= 0- Это и доказывает 
теорему. 



498 В. Ф. Жданович 

Замечание . В продолжении настоящей работы, как следствие более 
общей теоремы, будет получено утверждение, что в случае регулярных 
краевых условий для любой функции f(x)dD2{0, /) разложение (159) схо­
дится по норме пространства D2(0, /) (при такой же группировке, как и в 
теореме разложения 7). А поскольку единственность разложения показана 
в конце работы [8], это значит, что в случае регулярных краевых условий 
(2) система собственных и присоединенных функций оператора L0 
образует базис пространства D2(0, /). 

(Поступило в редакцию 20/V 1957 г.) м 
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