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УСПЕХИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ НАУК 

О ФАКТОРИЗАЦИИ ЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

ВЫРАЖЕНИЯ 

В. Ф. Ж д а н о в и ч 

В линейном дифференциальном выражении 
Ly (х) = А0 (х) ^М + А, (х) ^ £ ) + . . . + Л (х) У (х) (1) 

коэффициенты А^{х) (£ = 0 , 1 , . . . , к) будем считать /г-мерными квадрат
ными матрицами, элементами которых являются комплекснозначные функ
ции от х ( 0 < х < 1 ) ; у(х) ( 0 < х < 1 ) будет означать гс-мерную вектор-
функцию. В настоящей заметке доказывается 

Т е о р е м а . Если в дифференциальном выражении (1) коэффициенты 
А{(х) ( 0 < # < 1; £ — 0, 1, . . ., /с) непрерывны на сегменте [0, 1] гг det^40(x) =̂ 0 
для всех х£[0, 1], т о существуют матрицы Bi(x) ( 0 < х < 1; £= 1, 2, . . . , А:) 
с £ раз непрерывно дифференцируемыми элементами [соответственно) такие, 
что 

Ly(x) = A0(x)^ + B1(x))^~ + B 2 ( x ) y . . ^ + Bk(x))y(x). (2) 

Разложение (2) неединственно и зависит от р = (/с—1)! (2^2)ft-1 дей-
ствительных параметров, образующих многообразие р измерений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства первой части теоремы доста
точно доказать возможность разложения 

Ly{x)=(A0(x)^ + Q0(x)^£^ + Q1(x)£^+...+Qh_1(x)yj(x), (3) 

где Qt(x) ( 0 < х < 1; £ = 0, 1, . . . , /с — 1) — матрицы с непрерывно дифферен
цируемыми элементами. Производя дифференцирование и сравнивая коэф
фициенты при производных одного и того же порядка в выражениях (1) 
и (3), для нахождения матриц Q{ (х) ( 0 < £ < 1; £ = 0, 1, . . . , к— 1) получим 
систему нелинейных дифференциальных уравнений 

Q0(x) + A0(x)Q1(x) = A1{x), -> 

(i = 2, 3 , . . . , fc-1), С*) 
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Введем новые неизвестные матрицы Ui(x)(i = 0, 1, . . . , к—1) по формулам 

Qo{*) = M*)U;4x)£uo(x), QM^U-SWU^x) (г = 1,2, . . . , ft-1). 

Получим систему линейных дифференциальных уравнений 

^ ^ " i ^ - i + ^ V W A W ( i = l , 2 , . . . f ft-1), 

0 = -4rUh,1+U0A;1(x)Ak(x)f 

(5) 
dx ^h-iT^o-

k-1 
с общим решением Ui — 2 С./^д (#) (0 < ж < 1; i = 0, 1, . . . , ft— 1), где 

V ;4(#) ( 0 < ж < 1 ) (г, / = 0, 1, . . . , ft—1) —некоторые непрерывно диффе
ренцируемые функции, для которых det| | V-. (#) | | # 0 для всех # £ [ 0 , 1 ] 
и где Cj; (/ = 0, 1, . . . , ft— 1) — произвольные постоянные комплексные 
матрицы. Теперь для доказательства возможности разложения (3) достаточно 
доказать, что существует решение системы (5), .для которого d e t £ 7 0 ( x ) ^ 0 
для всех х£ [0 ,1] . Пусть Q множество систем матриц {С0, Cv . . ., Ск_г} 
таких, что хотя бы для одного х £ [0, 1] 

det U0 (х) = det У CjVj0 (x) - 0, (6) 
у=о 

и пусть R — евклидово (действительное) 2Лг-мерное (N = кп2) пространство, 
которое образуют всевозможные системы матриц (С0, Сх, . . ., Ск_г)г 
а S = (£ iEi - - -7 £w) —точка этого пространства. Тогда для доказательства 
первой части теоремы достаточно доказать, что существует точка £ = £0£ /?, 
не принадлежащая й. Последнее же утверждение будет доказано, если мы 
докажем, что 2Лг-мерная мера Лебега множества Q равна нулю. 

Для доказательства этого изучим подробнее множество решений (Е, х) 
уравнения (6), которое перепишем в виде 

N 
Ф(6, * ) = 2 Milh..An(x)lhli2... g i n - 0 (7) 

i l i i2» • • • » i n = l 

( 0 < ж < 1 ) . Коэффициенты i l / i ^ . . . in(^) ( 0 < # < 1 ) в этом уравнении отли
чаются от тождественного нуля только в том случае, когда гр Ф iq 

и p=J=q (p, q = 1, 2, . . ., TV), причем для любого х £ [0, 1] эти коэффи
циенты одновременно в нуль не обращаются, так как они являются га-мер
ными минорами прямоугольной матрицы ||^00(ж), V10(x), . . . , V^_10(o;)|| 
( 0 < # < 1 ) , имеющей для каждого х £ [0, 1] ранг п. Пусть | = | ° , # = #0 

удовлетворяют уравнению (7) и z'J, г°, . . . , in — тот набор индексов/ для 
которого М.о{о {о(х0)ф(). Так как Ф ( | , #)—однородная функция аргу
ментов 1г £2, . . ., IN, ТО уравнение (7) при g = g° = (cj, ^ , . . ., £fc) и ж = х0 

можно записать в виде 

^ = - ' % ( Н , * о ) ' ( 8 ) 

г1 

где Фв (£, ж) == дФ^ х) , если только Ф.о (£°, ж0) =£ 0. Если же Ф.о (£°, х0) = 0Г 

то, поскольку Фг°(|, х) однородная функция от £. (г = 1, 2, . . . , N, i ф *J)> 
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получим, что 

to _ _ s ^ i l iQ) 
ЗД~" Ф,о.о№°. *о) ' 

где Ф4ов(£, ж) = —^ | | (если только Ф{о.о(£°, ж0) Ф 0). Если, продолжая 

таким образом, мы не остановимся до (rc—l)-ro шага, то получим, что 
Ъ, — | ° , ж = £0 удовлетворяют уравнениям 

Ф ( 1 . * ) = 0, Ф^(1,а;) = 0, . . . , Ф { ? 1 . . . . , . . , ( ! , * ) = 0. 
Но последнее из этих уравнений —линейное, причем коэффициентом при ^о 
является функция ДГо.о 4о (я) ( 0 < ж < 1 ) , которая при ж = ж0 в нуль 
не обращается. А это значит, что из равенства Ф.о.о -о '(£°> ^ о ^ О с л е~ 
дует, что 

S*n М.о.о , о ( * о ) 
г 1 2 2 . . . г п 

Из этих рассуждений и формул (8), (9) и последующих (если нужно, то 
и до формулы (10)) следует, что если £ = £°, х — х0 есть решение уравне
ния (7), то £ = £°, х~х0 есть также решение уравнения вида 

где функция F ( ^ , £2, . . . , ^ gs+1, . . ., lN; X) определена и непрерывно 
дифференцируема по всем аргументам в некоторой области Я 3 (2N — 1)-
мерного пространства с координатами (£х, | 2 , . . . , gg^, £s+1, . . . , Eiv*> #). 
открытой по отношению к множеству Gs(x £ [0, 1]; — оо < | £. | < + оо; 
г = 1, 2, . . . ,7V; i Ф s). Если же теперь менять £°, я0 так, чтобы £°, я0 

оставалось решением уравнения (7), то £°, х0 будем удовлетворять урав
нениям вида (8), (9) и т. д. до (10), только, вообще говоря, с другими 
индексами. Так как таких уравнений лишь конечное число, то это значит, 
что нами доказана 

Л е м м а 1. Все решения (£, #) уравнения (7) содержатся среди реше
ний конечного числа уравнений вида 

£s = *4£i. 6 а , . . . , Ев.!, £ 8 + i , . . . > b v ; a ) , (11) 

где функция F (^ | 2 , . . . , %s_v £s+1, . . . , ^N; x) определена и непрерывно диф
ференцируема по всем аргументам в некоторой открытой относительно 
множества Gs(x £ [0, 1]; — оо < | £. | < + °°; 1 = 1 , 2 , . . . , N] i ф s) 
области Н8 (2N — 1)-мерного пространства 7\, точкой которого является 
\ Ь 1 > Ъ2» • • •» b s - l » b s+ l» • • • » ^/V? Ж ) . 

Если же рассмотреть последовательность разбиений пространства Ts на 
2N — 1 кубов посредством гиперплоскостей 

х = -^ , & = ^ . , SJ = -^ , где ^ = I] + i\) 
п ' *J п п 

(fclf Л}, fc;=0, ± 1 , . . . ; / = 1 , 2, . . . , s - 1 , s + 1, . . . , Л ' ; 

п = 1 , 2, 2», . . . , 2™, . . . ) , 
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то, так же как это делается в книге [1] (стр. 351), получим, что мно
жество Hs можно представить в виде объединения не более чем счетного 
множества замкнутых кубов. Пусть аргументы в формуле (11) изменяются 
в одном из полученных замкнутых кубов. Тогда точка % = (£)V £2, . . . , £JV) 
будет пробегать (в силу непрерывности F (\v g2, . . ., gs-1, £s+1, . . . , lN\ x)) 
замкнутое ограниченное множество (кусок гиперповерхности) в простран
стве R, Таким образом, получается 

Л е м м а 2. Множество Q содержится в объединении не более чем 
счетного множества замкнутых ограниченных множеств Lr (r = l9 2, . . . ) 
(кусков гиперповерхностей) в пространстве /?, допускаюгцих представление 

br = Fr(lv |2 , . . ., g.Sr_b Ц + 1 , . . ., ^;х) (12) 
(г= 1, 2, . . . ) , где функции Fr(lv g2, . . . , £8г__ь Ц ^ , . . . , £#; х) ( / •= ! , 2, ...)• 
определены и непрерывно дифференцируемы на замкну толь кубе (каждая, 
вообще говоря, на своем) (2N — 1)-мерного пространства точек с координа
тами (1[, Ц, %'2, Ы> •> Ц - ь lsr-\, Ur+i, Ssr+t, . . . , £#, giv*, ж), где 
lm = lm + ilm ( w = l , 2, . . . , W ; / w # s r ) . 

Рассмотрим одно из множеств i r (кусок гиперповерхности), о которых 
говорилось в лемме 2. Отделяя действительную и мнимую части в фор
муле (12), получим параметрические уравнения этого куска 

% =ReFr(lv l2, . . . , L - ь L + ь . . . , bv; x), } 
} (13) 

^г = 1т^ г (^ , 12, . . . , gSr_i, Ц1+1, . . . , lN] x). J 
Так как правые части формул (13) непрерывно дифференцируемы, то гипер
поверхность имеет в каждой своей точке касательную гиперплоскость. Для 
каждой точки | = £0, поверхности Lr построим замкнутое множество 2 Г 

точек с, этой поверхности таких, что нормали в точках £ и | 0 образуют 
угол, не превосходящий ~ . Поскольку множество 2Г содержит открытое 

по отношению к Lr множество Ъ'г точек | из Lr таких, что угол между 

нормалями в точках £ и g0 меньше -^, то, применяя теорему Бореля, 
получим, что кусок гиперповерхности Lr можно представить в виде объеди
нения конечного числа замкнутых кусков Lr\ (1=1, 2 , . . . , ftr), каждый 
из которых обладает тем свойством, что он проектируется взаимно одно
значно на одну из своих касательных гиперплоскостей. Возьмем эту каса
тельную гиперплоскость за новую координатную плоскость. Тогда урав
нение куска Lri будет иметь вид 

GIN — fri (ai> °2» • • •> G2N-i)y 
где функция fri(ov а2, . . ., a2iv-i) определена и непрерывно дифференци
руема в некоторой замкнутой ограниченной области, а ог, сг2, . . . , Q2N — 
новые координаты в пространстве R. Но такой кусок гиперповерхности 
имеет ограниченную (2N — 1)-мерную площадь (см. [2], гл. V), а это зна
чит, что он имеет нулевую 2/У-мерную меру Лебега. Объединяя все выше
сказанное, получим, что множество Q можно представить в виде объеди
нения не более чем счетного множества замкнутых множеств, имеющих. 
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нулевую 2Ат-мерную меру Лебега, а это значит, что 2Лг-мерная мера 
Лебега множества Q также будет нулевой. Первая часть теоремы доказана. 

Заметим теперь, что множество Q — замкнутое, но тогда множество 
Л = R \ Q — открытое и, как доказано, не пустое и, значит, имеет раз
мерность 2N = 2n2k. Так как каждой точке Н,6Л соответствует одно 
и только одно решение системы (5) со свойством det U0(x) Ф 0, а при 
переходе от системы (5) к системе (4) число параметров (действительных)' 
уменьшается на 2п2, то размерность многообразия параметров, от которых 
зависит разложение (3), будет (к—1)2п2. Если же в разложении (3) выде
лить еще один множитель первого порядка, то для нового разложения 
пространство параметров увеличит размерность в (к—~2)2п2 раз. Продолжая 
разложение, получим, что многообразие параметров разложения (2) будет 
иметь размерность (к— 1)! (2п2)к_1. Теорема доказана. 

Если же в дифференциальных выражениях (1) и (2) рассматривать 
только действительные матрицы Аь(х) и Bi+1(x) (£ = 0, 1, ..., /с—1; 0 < . х < 1 ) , 
то, как показывает пример Ly = y"-\-a2y ( 0 < х < 1 , а > л), разложение (2), 
не всегда возможно1). 

Поступило в редакцию 18 ноября 1959 г. 
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l) О разложении действительного одномерного дифференциального выражения на 
действительные множители см. работу [3], в которой, между прочим, доказано разло
жение (2) в однородном случае. 


