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Таким образом, в общем случае, во-первых, нельзя пренебречь зависимостью между отсчетами 
случайного процесса, во-вторых, выражения для вычисления параметра размытости, полученные при 
ρ = 1, на практике дают приемлемые результаты для случайных процессов, коэффициенты корреля-
ции между соседними отсчетами которых достаточно близки к единице. В частности, как следует из 
табл. 1, 2, параметры размытости h(12) и h(14) могут использоваться в качестве аппроксимаций для hMISE 
в случае, когда Δ = 1/250 и меньше. 
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3-КОММУТАТИВНЫЕ т-КОЛЬЦА 
An m-ring, in which any superposition of its elements to be preserved under the even substitutions, is called 3-commutative. It is 

shown, that the class of such m-rings is a subvariety of the variety of null-symmetric m-rings, strictly containing the variety of com-
mutative m-rings. It is proved, that any 3-commutative m-ring is an extension of a 3-commutative nil-m-ring by a direct sum of two 
ideals, the first of them being a commutative idempotent m-ring, where the multiplication coincides with the superposition, the other 
has null multiplication and respective to addition and superposition is an commutative reduced ring. For finite 3-commutative 
m-rings the above description is refined using extensions and semidirect products with participation of 3-commutative 0-nilpotent 
m-rings and commutative reduced rings or Boolean rings. 
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Используются терминология и обозначения, введенные в [1–3], а также принятые в теории полу-
групп и групп [4, 5], колец и полей [6, 7], почтиколец [8], решеток [9], универсальных алгебр [10, 11]. 
Универсальная алгебра (К, +, ·, ○) называется т-кольцом, если алгебра (К, +, ·) является ассоциатив-
ным коммутативным кольцом с операциями сложения “+” и умножения “·” (редукт т-кольца К), ал-
гебра (К, ○) – полугруппой с операцией суперпозиции “○” (ο-полугруппа т-кольца К), которая дист-
рибутивна справа относительно кольцевых операций сложения и умножения. Тогда универсальная 
алгебра (К, +, ○) является правым почтикольцом [8] (называемым ο-почтикольцом т-кольца К). 

В данной работе продолжается начатое в [3, 12] исследование m-колец с условиями, близкими к 
коммутативным (медиальные, слабо с-коммутативные, флексибильные и др.). Здесь вводится в рас-
смотрение 3-коммутативное т-кольцо с условием на ο-полугруппу, когда любая суперпозиция его 
элементов не изменяется при четной перестановке этих элементов. Показано, что каждое такое  
т-кольцо К является расширением 3-коммутативного ниль-т-кольца при помощи коммутативного  
т-кольца, которое изоморфно прямому произведению двух т-колец, первое из которых идемпотент-
но и его умножение совпадает с суперпозицией, а второе имеет нулевое умножение и его  
ο-почтикольцо является редуцированным кольцом. Для конечных 3-коммутативных т-колец получе-
но более подробное описание с помощью конструкций типа расширений и полупрямых произведений 
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c участием 3-коммутативных 0-нильпотентных т-колец, коммутативных редуцированных колец или 
булевых колец. 

Перед формулировкой основных теорем приведем некоторые обозначения, определения и допуще-
ния. ` = {1, 2, …}, 2` = ` \{1}. Для тождественного преобразования множества Х применяется обо-
значение IdХ. При n∈ 2`  через Аn обозначается знакопеременная группа степени n. Пусть (К, +, ·, ○) 
есть т-кольцо. Будут часто использоваться соотношения правой дистрибутивности суперпозиции отно-
сительно кольцевых операций, т. е. 

∀ a, b, с∈К ((a + b)○с = a○с + b○с),                                                   (1) 
∀a, b, с∈К ((a·b)○с = (a○с)·(b○с)).                                                   (2) 

Сохраняются обозначения из [3]: множество ненулевых элементов подмножества Х ⊆  К обозна-
чается через Х#; мощность множества Х – через ⎥Х⎥; через X

+
 обозначается подгруппа группы (К, +), 

порожденная множеством Х; при n∈ 2`  и для а∈К [ ]пa  = 
раз

... .
n

a aD D��	�
  Далее, для с∈К cψ : х 6  х○с – 

правый сдвиг ο-полугруппы (К, ○); Im cψ  = К○с – его образ; Ker cψ  = {х∈К | х○с = 0} – его ядро. 
Также N (К) = {a∈К | ∃n ∈ 2`  ( [ ]пa  = 0)} – множество всех нильпотентных элементов (ниль-
элементов), C (К) = {a∈К | ∀ х∈К(a○х = х○a)} – множество всех ее центральных элементов (под-m-
кольца, содержащиеся в C (К), также называются центральными), E(К) = {a∈К | [2]a  = a} – множест-
во всех идемпотентов m-кольца К. Единица (правая, левая) ο-полугруппы считается единицей (пра-
вой, левой) m-кольца К. Дополнительно введем обозначение D(К) = {x∈K | ∀ a, b∈К (х○(а + b) =  
= х○а + х○b)} – множество всех аддитивно дистрибутивных элементов т-кольца К; все под-m-кольца, 
содержащиеся в D(К), также называются аддитивно дистрибутивными. Заметим, что C (К) ⊆  D (К). 
Если Ker 0ψ  = К, то m-кольцо К называется нуль-симметричным. Далее все m-кольца предполагаются 
нуль-симметричными. Если C (К) = К, то m-кольцо К будем называть коммутативным (вместо терми-
на с-коммутативного m-кольца в [1–3]). m-Кольцо К называется E-центральным, если E(К) ⊆  C (К); 
с нулевым умножением, если К·К = {0}; интралатентным, если   

∀а, b, с∈К (a○b = 0 ⇒  b○с○a= 0);                                                 (3) 
3-коммутативным (основной здесь объект изучения), если выполняется тождество  

∀ a, b, с∈К (a○b○с = b○с○a);                                                            (4) 
ниль-m-кольцом, если N(К) = К; 0-нильпотентным, если 

раз

К ... К
n

D D��	�
  = {0} для некоторого n∈ ;`  вполне 

полупростым (без нильпотентных элементов), если N(К) = {0}; вполне простым (без делителей нуля), 
если К#○К# ⊆ К#; идемпотентным, если E (К) = К, глобально идемпотентным, если К○К = К, глобаль-
но квазиидемпотентным, если +〈К○К〉 = К; ортодоксальным, если E (К) является подполугруппой по-
лугруппы (К, ○). Из теории полугрупп известно, что коммутативная полугруппа идемпотентов (К, ○) 
является нижней полурешеткой относительно порядка “≤”, заданного по формуле: для а, b∈К  

а ≤  b ⇔  а = b○а,                                                                  (5) 
где в качестве наибольшей общей миноранты а∧ b элементов а и b выступает b○а. В случае если эта 
полугруппа является ο-полугруппой коммутативного идемпотентного m-кольца К, соответствующая 
полурешетка относительно такого порядка на самом деле является решеткой [1, 3, 9], где в качестве 
наименьшей общей мажоранты а∨ b элементов а и b выступает а + b – b○а. Более того, решетка 
(К, ,∧  )∨  является в этом случае обобщенной булевой решеткой, т. е. когда всякий ее главный идеал 
есть булева решетка. Если а ≤  b, то дополнением элемента а в главном идеале, порожденном элемен-
том b, будет b – а. В случае наличия наибольшего элемента (к примеру, конечности К) решетка (К, ,∧  )∨  
оказывается булевой и этот наибольший элемент является единицей m-кольца К. В соответствии с 
этим идемпотентное коммутативное m-кольцо (К, +, ·, ○) называется обобщенным булевым 
m-кольцом, если умножение “·” совпадает с суперпозицией “○”, а если, кроме того, К имеет едини-
цу, – то булевым m-кольцом. Умножение в m-кольце K называется тривиальным, если либо К·К= {0}, 
либо m-кольцо К является двухэлементным булевым. Если I �  К и факторкольцо К/I изоморфно 
m-кольцу L, то К называется расширением m-кольца I при помощи m-кольца L, центральным, если 
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I ⊆  C (К). Расширение считается расщепляемым, если в К существует под-m-кольцо В, изоморфное 
L, такое, что К = В + I и В∩ I = {0}. Тогда К также называют полупрямым произведением идеала I на 
под-m-кольцо В или полупрямым произведением m-кольца I на m-кольцо В. Аналогично определяется 
разложение полугруппы в полупрямое произведение ее идеала на подполугруппу. Если (К, +, ·) – ком-
мутативное кольцо, H – подполугруппа полугруппы (К, ○), п ∈ ,`  {Hi}i = 1, …, п – конечное семейство 

идеалов полугруппы H такое, что H = 
1

,
n

i
i

H
=
∑  то H считается прямой суммой этого семейства, если ка-

ждый элемент из H единственным образом представляется в виде суммы элементов из этих идеалов с 
точностью до перестановки слагаемых и добавления или удаления нулевых элементов.  

Теорема 1. Если К – 3-коммутативное m-кольцо, то множество N (К) является его идеалом и m-коль-
цо К есть расширение 3-коммутативного ниль-m-кольца N(К) при помощи 3-коммутативного вполне 
полупростого т-кольца L = К/N(К). 

В дальнейшем будем обозначать через ν  естественный гомоморфизм К/N(К). 
Теорема 2. Пусть L – 3-коммутативное вполне полупростое m-кольцо. Тогда имеются три воз-

можности: 
А) m-кольцо L является обобщенно булевым; 
Б) m-кольцо L имеет нулевое умножение, а его ο-почтикольцо является коммутативным редуци-

рованным кольцом; 
В) m-кольцо L разлагается в прямую сумму двух идеалов, которые как m-кольца удовлетворяют 

соответственно условиям А) и Б). 
В условиях теоремы 2 используем запись L = В⊕U, где В – или нулевое m-кольцо, или удовле-

творяет условию А), а U – или нулевое, или удовлетворяет условию Б).  
Следствие 1.  Пусть L – 3-коммутативное вполне полупростое конечное m-кольцо.Тогда L есть 

коммутативное m-кольцо с единицей, которое разлагается в прямую сумму двух идеалов: L = В⊕U, 
где В – или нулевое m-кольцо, или булево, а U – или нулевое, или имеет нулевое умножение, а его  
ο-почтикольцо есть кольцо, разлагающееся в прямую сумму конечного семейства идеалов, являю-
щихся конечными полями. 

В обозначениях теоремы 2 и следствия 1 в случае ненулевого U будем считать, что кольцо (U, +, ○) 
есть прямая сумма семейства { }i i∈AH  идеалов, являющихся конечными полями, где i – единица по-
ля Hi. 

Теорема 3. Пусть К – 3-коммутативное конечное m-кольцо, не имеющее единицы, и N = N(К),  
L = К/N, | L | > 1, | N | > 1. В этом случае К является полупрямым произведением 0-нильпотентного  
3-коммутативного идеала I на центральное под-m-кольцо К1 = К○1 с единицей, а N – полупрямым 
произведением того же идеала I на центральное в К под-m-кольцо N1 = N○1. В свою очередь, К1 явля-
ется центральным расширением 0-нильпотентного коммутативного m-кольца N1 при помощи впол-
не полупростого коммутативного m-кольца L = В⊕U (разложение по следствию 1). При этом су-
ществует изоморфизм α  решетки E(L) на E(К) = E(К1) такой, что ν ○α  = IdE(К) и α ○ν  = 
= IdE(L). Далее, имеется подполугруппа L1 полугруппы (К1, ○) и семейство {В1}∪ {Hi | i∈A}∪N1 ее 
идеалов такое, что их прямая сумма равна К1, а полугруппа L1 разлагается в прямую сумму семейст-
ва {В1}∪ {Hi | i∈A} ее идеалов. При этом ν(В1) = В, ν(Hi) = Hi для i∈A. 

Для доказательства этих теорем потребуется несколько лемм. Обозначим через P класс всех 
(нуль-симметричных) 3-коммутативных m-колец. Так как P является подмногообразием [10] много-
образия нуль-симметричных m-колец, то верна следующая 

Лемма 1. Класс P включает в себя все коммутативные m-кольца, замкнут слева и справа (т. е. 
всякое под-m-кольцо 3-коммутативного m-кольца 3-коммутативно и каждый его гомоморфный об-
раз 3-коммутативен), а также замкнут относительно взятия прямых произведений любых се-
мейств 3-коммутативных m-колец.□  

Пример 1. Пусть (К, +, ·, ○) – дистрибутивное m-кольцо с нулевым умножением, а кольцо (К, +, ○) 
является свободным нильпотентным класса 3 (т. е. К○К○К = {0}) с двумя порождающими. Очевидно, 
что m-кольцо К является не коммутативным 3-коммутативным m-кольцом.□ 

Этот пример показывает, что класс P не совпадает с классом коммутативных m-колец. 
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Лемма 2. Пусть К – 3-коммутативное m-кольцо. Тогда  
(i) К○К ⊆  C (К); 
(ii) m-кольцо К E-центрально; 
(iii) m-кольцо К интралатентно.  
Доказательство .  Свойство (i) непосредственно следует из (4). Отсюда ввиду включения 

E(К) ⊆  К○К получаем (ii). Далее, если a, b, с∈К и a○b = 0, то согласно (4) 0 = a○b○с = b○с○a и (3) 
выполняется, так что К интралатентно.□ 
Следствие 2. Пусть К – 3-коммутативное m-кольцо, n, k∈ ; n ≤  k; а1, а2, …, аk∈К, при этом a[n] = 0 

и в последовательности а1, а2, …, аk элемент а встречается по меньшей мере n раз. Тогда 
а1○а2○…○аk = 0. 

Доказательство .  Благодаря интралатентности К в правую часть соотношения a[n] = 0 между со-
множителями, а также справа и слева можно вставлять любые элементы из К без нарушения равенст-
ва нулю, откуда и следует утверждение.□ 
Следствие 3.  Пусть К – 3-коммутативное m-кольцо, n∈ ; n ≥  3; а1, а2, ..., аn∈К; σ ∈Аn. Тогда 

(1)aσ ○ (2)aσ ○…○ ( )naσ  = а1○а2○…○аn. 
Доказательство  следует из соотношения (4) и из того, что знакопеременная группа Аn порож-

дается циклами длины 3.□ 
Лемма 3. Если m-кольцо К вполне просто, E-центрально и имеет ненулевой идемпотент, то 

этот идемпотент является единицей этого m-кольца. 
Доказательство .  Пусть a, е∈E(К)#. Тогда a○е = a○е○е, (a – a○е)○a = 0 и a○е = 0, так как К 

вполне просто. Теперь a○е = е○a ввиду E-центральности К.□ 
Лемма 4. Для того чтобы m-кольцо К было вполне простым 3-коммутативным, необходимо и 

достаточно, чтобы его ο-почтикольцо было коммутативным кольцом с сокращением, а умножение 
тривиально.  

Доказательство .  Пусть К – 3-коммутативное вполне простое m-кольцо и a∈К#, b∈К. Исходя 
из (4), выводим a○b○a = b○a○a, (a○b – b○a)○a = 0. Сокращая на a справа, имеем a○b = b○a. Таким 
образом, m-кольцо К коммутативно, поэтому ο-почтикольцо (К, +, ○) является коммутативным коль-
цом и ввиду отсутствия делителей нуля это кольцо является кольцом с сокращением. В заключение 
отметим, что согласно теореме 2 п. 1.1 гл. IV [3] умножение в m-кольце К тривиально. Необходи-
мость доказана. Достаточность тривиальна.□  
Следствие 4. Пусть К – вполне полупростое 3-коммутативное m-кольцо. Тогда оно коммутативно. 
Доказательство .  При данных допущениях согласно следствию 6 п. 2.6 гл. IV [3] и лемме 1  

m-кольцо К разлагается в подпрямое подпроизведение некоторого семейства вполне простых  
3-коммутативных m-колец, которые коммутативны согласно лемме 4. Поэтому m-кольцо К коммута-
тивно.□  

Доказательство  теоремы  2 .  Предполагаем, что К – вполне полупростое 3-коммутативное  
m-кольцо. Доказательство опирается на лемму 4 и доказательство следствия 3 и следует доказатель-
ству теоремы 2 из [12].□  

Доказательство  следс твия  1 .  Воспользуемся обозначениями теоремы 2 и ее доказательства. 
Пусть К – конечное вполне полупростое 3-коммутативное m-кольцо. Ввиду конечности обобщенное 
булево m-кольцо В является булевым m-кольцом с единицей.  

Для обоснования утверждения о второй компоненте U рассмотрим разложение ее ο-почтикольца в 
подпрямое произведение семейства 

2
{К }λ λ∈Λ  конечных вполне простых коммутативных колец. Так 

как некоторая степень каждого ненулевого элемента кольца (Кλ, +, ○) есть ненулевой идемпотент, 
приходим благодаря лемме 3 к тому, что это кольцо является конечной областью целостности и по-
тому полем. Значит, U является подпрямым произведением конечного семейства конечных полей. 
Ввиду простоты этих колец согласно теореме Фостера – Пиксли [11, 13] это есть прямое произведе-
ние конечных полей. Благодаря конечности и коммутативности m-кольцо К должно иметь единицу.□   

Далее предполагаем, что К – 3-коммутативное m-кольцо. 
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Лемма 5. +〈N(К)〉⊆  N(К). 
Доказательство .  Пусть а, b∈N(К) и для некоторого n∈ `  a[n] = b[n] = 0. Можно считать, что 

n ≥  3. При n = 3 с использованием (1) и (3) получим 
(а + b)[2n] = (а + b)[6] = (а + b)○(а + b)[5] = а○(а + b)○(а + b)[4] + b○(а + b)○(а + b)[4] =  

= (а + b)○(а + b)[4]○а + (а + b)○(а + b)[4]○b = а○(а + b)[4]○а + b○(а + 
+ b)[4]○а + а○(а + b)[4]○b + b○(а + b)[4]○b = а[6] + а[5]○b +…+ а[2]○b○а○b○а +…+ b[6]. 

В результате получим сумму одночленов, каждый из которых состоит из шести сомножителей а 
или b, содержащих по крайней мере три одного из них. Согласно следствию 2 каждый из этих одно-
членов равен 0. Поэтому а + b∈N(К). Также при n > 3.□ 

Лемма 6. N(К)·К∪  N(К)○К ⊆  N(К). 
Доказательство .  Пусть а∈N(К), х∈К и a[n] = 0 для некоторого n∈ 2.`  Используя (2), получим 

(a·х)[n] = (a·х)○(a·х)○…○(a·х) =… = (a○a○…○a)·(х○…) = 0. Для доказательства равенства (a○х)[n] = 0 
достаточно воспользоваться следствием 2. Таким образом, элементы a·х и a○х нильпотентны и вклю-
чение выполняется.□ 

Лемма 7. Множество N(К) стабильно слева в К. 
Доказательство .  Пусть а∈N(К); х, у∈К. Положим и = х○(у + а) – х○у. Требуется показать, что  

и∈N(К). Для этого рассмотрим и[2] и применим свойства (1) и (4): 
и[2] = (х○(у + а) – х○у)○и = х○(у + а)○и – х○у○и = (у + а)○и○х – у○и○х = 

= у○и○х – а○и○х + у○и○х = а○и○х. 
Теперь, так как согласно лемме 6 и[2] = а○и○х∈N(К) и и∈N(К), q.e. d.□  
Доказательство  теоремы  1.  В совокупности утверждения лемм 5–8 означают, что N(К) являет-

ся идеалом m-кольца К. 3-Коммутативность m-колец N(К) и L = К/N(К) следует из 3-коммутативности 
К согласно лемме 1.□  
Следствие 5.  Если К есть 3-коммутативное глобально квазиидемпотентное т-кольцо, то К – ком-

мутативное m-кольцо. Если, напротив, 3-коммутативное m-кольцо К не является глобально квази-
идемпотентным, то его почтикольцо (К, +, ○) есть расширение коммутативного и дистрибутивного в 
нем идеала +〈К○К〉 при помощи кольца с нулевой суперпозицией.  

Доказательство .  Пусть К – 3-коммутативное m-кольцо. Согласно лемме 2 К○К ⊆  C (К) ⊆  Д (К) 
и с использованием (1) и (4) устанавливается, что множество +〈 К○К〉 дистрибутивно, содержится в 
центре почтикольца (К, +, ○) и является в нем идеалом, фактор-почтикольцо по которому имеет нуле-
вую суперпозицию.□  

Далее будем рассматривать случай конечного 3-коммутативного m-кольца. Предполагаем, что К – 
3-коммутативное конечное m-кольцо, N = N(К), L = К/N, | L | > 1, L | N | > 1 и К не имеет единицы, од-
нако ортодоксально и множество E(К) является решеткой относительно порядка, заданного по фор-
муле (5), с наибольшим элементом, который обозначаем через 1. При этом ввиду отсутствия единицы 
у о-полугруппы К○1 ≠  К. Согласно следствию 1 m-кольцо L является коммутативным и имеет еди-
ницу (обозначаемую далее через 1L) и в общем случае разлагается в прямую сумму ненулевых идеа-
лов L = В⊕U, где В – булево m-кольцо (с наибольшим элементом 1В), а U – m-кольцо с единицей 1U 
(наибольшим элементом решетки E(U)) с нулевым умножением, при этом его ο-почтикольцо являет-
ся прямой суммой некоторого конечного семейства конечных полей. Более подробно, если обозна-
чить через A множество минимальных элементов (атомов) решетки E(U), а для каждого i∈A макси-
мальное подполе кольца (U, +, ○) с единицей i обозначить через Hi, тогда это кольцо согласно следст-
вию 1 разлагается в прямую сумму семейства идеалов { } ,i i∈AH  являющихся конечными полями. 
Отметим также, что 1L – наибольший элемент решетки (L, ≤ ). 

Лемма 8. Пусть х∈К и х + N∈E(L). Тогда существует и единственный идемпотент е∈E(К) такой, 
что е∈х + N. 

Доказательство .  Так как смежный класс х + N является подполугруппой конечной полугруппы  
(К, ○), то содержит идемпотент е∈E(К). Покажем, что этот идемпотент единственный. В самом деле, 
согласно лемме 2 E(х + N) есть полурешетка относительно порядка “≤ ”, заданного по формуле (5). 
Значит, в случае не одноэлементности этого множества для некоторого f выполняется соотношение 
е < f, т. е. е = е○f = f ○е. Из е + N = f + N следует, что f – е = а для какого-то а∈N. Однако тогда  
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а[2] = (f – е)○(f – е) = f○(f – е) – е○(f – е) = (f – е)○f – (f – е)○е =   
= f○f – е○f – f○е + е○е =f – е = а, 

что приводит к противоречию. Следовательно, |E(х + N) | = 1.□ 
Отметим, что гомоморфизм ν  переводит ненулевой идемпотент из E(К)# в E(L)#, поэтому и благо-

даря лемме 8 имеется биективное отображение α  из E(L) на E(К) такое, что для е∈ E(К) α (е + N) = е. 
Отсюда вытекают также следующие свойства.  

Лемма 9. Имеют место равенства 
(ν○α  = Id E(К) и α ○ν  = Id E(L)),                                                        (6) 

а также если i1, i2∈E(L); i3, i4∈В, i5, i6∈E(U), то 
А1) α(i1○i2) = α(i1)○α(i2); 
А2) α(N) = 0& α(1L) = 1; 
А3) α(i1)○1 = α(i1); 
А4) α(i1 + i2 – i1○i2) = α(i1) + α(i2) – α(i1)○ α(i2); 
А5) i1 ≤  i2 ⇒  α(i1 – i2) = α(i1) – α(i2); 
А6) α(i1) + α(i2)∈ α(i1 + i2) + N = i1 + i2; 
А7) α(i3)·α(i4)∈ α(i1·i2) + N = i1·i2; 
А8) α(i1)·α(i5)∈N. 
Доказательство .  Соотношение (6) следует из биективности .α  Далее, ввиду коммутативности и 

идемпотентности полугруппы (E(К), ○) должно выполняться включение E(К)○ E(К) ⊆  E(К), поэтому 
благодаря лемме 8 α  есть изоморфизм полурешетки (E(L), ○) на (E(К), ○), откуда следует А1). Одно-
временно α  является изоморфизмом решетки (E(L), ,∧  )∨  на (E(К), ,∧  ),∨  откуда следуют соотноше-
ния А2) – А5). А6), А7) следуют из (6) и из того, что ν  – гомоморфизм. Далее, поскольку L·U = {0}, 
имеем α(i1)· α(i5)∈N.□  

Рассмотрим эндоморфизм 1ψ : х 6  х○1 редукта m-кольца К. Обозначим I = Ker 1ψ , К1 = К○1 = 
= Im 1ψ . Ввиду идемпотентности 1 этот эндоморфизм является идемпотентным эндоморфизмом  
ο-полугруппы и, значит, самого m-кольца К. Отсюда выводится 

Лемма 10. Пусть К – 3-коммутативное конечное т-кольцо, не являющееся коммутативным. То-
гда оно разлагается в полупрямое произведение его 0-нильпотентного идеала на центральное ком-
мутативное под-т-кольцо.  

Доказательство .  Продолжая предыдущие рассуждения, отметим, что согласно лемме 2.3.1 гл. I 
из [2] наличие идемпотентного эндоморфизма 1ψ  приводит к разложению m-кольца К в полупрямое 
произведение идеала I на под-m-кольцо К1. Под-m-кольцо К1 является центральным согласно лемме 2. 
Покажем, что I ⊆ N. В самом деле, допустим, что х∈I. Тогда х○1 = 0. Предположим, что х∉N. Тогда 
ввиду конечности К для некоторого идемпотента е∈E(К)# и т∈ `  будет х[т] = е. При этом согласно 
лемме 2 е = е○1 = х[т]○1[т] = (х○1)[т], откуда получим противоречие. Значит, х∈N и I ⊆ N.□  

Положим Gi = {g∈К | g○α(i) = g& ∃k∈ ` (g[k] = α(i))}. Согласно условию А3) леммы 9 для g∈Gi  
будет g○1 = g○α(i)○1 = g○α(i) = g, поэтому Gi⊆ К1.  

Лемма 11. Пусть i∈A. Тогда Gi является максимальной подгруппой с идемпотентом α(i) коммута-
тивной полугруппы (К1, ○). При этом ν(Gi) = Hi

#. 
Доказательство .  Если g – элемент из максимальной подгруппы с идемпотентом α(i), то ввиду 

конечности К этот элемент в некоторой степени равен α(i), поэтому g∈Gi. Очевидно, что (Gi , ○)  есть 
группа с единицей α(i). Далее, так как подгруппа Hi

# полугруппы (U, ○) состоит из ее элементов, не-
которая степень которых равна i, то ν(Gi)⊆ Hi

#. Обратно, если х∈К и х + N∈Hi
#, тогда х○α(i) + N∈Hi

# 
и для некоторого k∈ ` (х○α(i))[k] = е, где е∈E(К)#. Из-за того, что ν(е)∈E(К)#∩  ν(е)∈E(К)#∩Hi, имеем 
ν(е) = i и е = α(i). Так что х○α(i)∈Gi и х + N = ν(х○α(i))∈ ν(Gi). Ergo, ν(Gi) = Hi

#.□ 
Обозначим еще Hi = Gi∪ {0}. Ясно, что (Hi, ○) есть группа с внешне присоединенным нулем и со-

гласно лемме 11 ν(Hi) = Hi. Пусть теперь i, j∈A и i ≠  j. Покажем, что 
Hi○Hj = Hi∩Hj = {0}.                                                                (7) 

В самом деле, если g∈Gi и h∈Gj, то g○h = g○α(i)○h○α(j) = g○h○α(i)○α(j) = 0, а также если g = h, то 
g○α(i) = h○α(j), откуда g○α(i)○α(i) = h○α(j)○α(i) = 0, что приводит к противоречию. Так что (7) выпол-
няется. 

Введем еще обозначения H = ,i
i

H
∈
∑

A

 В1 = α(В), L1 = В1 + H, N1 = N○1. Тогда имеет место 
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Лемма 12. L1 есть подполугруппа полугруппы (К1, ○), а ее подполугруппы из семейства  
{В1}∪ {Hi | i∈A}                                                                   (8) 

суть ее идеалы, при этом L1 есть прямая сумма этих идеалов. Также L1∩N1 = {0}. 
Доказательство .  Отметим сначала, что ν(В1) = В и согласно лемме 11 ν(H) = U, поэтому если  

g∈В1, h∈H, то g∈α(В), g○h = g○α(1U)○h = 0. Так что В1○H = {0}, В1○L1⊆ В1. Далее с использованием 
(7) нетрудно показать, что для всякого i∈A Hi есть идеал полугруппы L1. Далее, для утверждения о 
прямой сумме требуется показать, что общим элементом одного из идеалов семейства (8) c суммой ос-
тальных является 0. Предположим сначала, что g∈В1∩H. Тогда g∈ α (В)∩ α (E(U)), поэтому g = 0. 
Пусть теперь для некоторого i∈A g∈Hi∩ .j

j
H

∈ ≠
∑
A, j i

 Тогда согласно лемме 11 ν (g)∈Hi∩ j
j∈ ≠
∑
A, j i

H = 

= {N}, поэтому g∈N∩Hi = {0} и g = 0. Значит, L1 есть прямая сумма семейства идеалов (8).  
Теперь предположим, что элемент а∈N представлен в виде суммы нескольких ненулевых элемен-

тов из различных идеалов семейства (8). К примеру, пусть а = α(i) + g, где i∈В#, g∈Gj, j∈A. Тогда 
g = g○α(j) = а○α(j) + α(i)○α(j) = а○α(j)∈N. Следовательно, L1∩N1 = {0}. □ 

Лемма 13. Полугруппа (К1, ○) разлагается в прямую сумму семейства {В1}∪ {Hi | i∈A}∪ {N1} ее 
идеалов.   

Доказательство .  Так как ν(L1) = ν(К1) = L, то каждый элемент х∈К1 представляется в виде 
х = и + а, где и∈L1, а∈N. Тогда х = х○1 = и○1 + а○1∈L1 + N1. Теперь ввиду равенства L1∩N1 = {0} и 
доказательства леммы 12 следует утверждение.□  

Доказательство  теоремы  3.  Предположим, что К – 3-коммутативное конечное m-кольцо, не 
имеющее единицы, и N = N(К), L = К/N, | L | > 1, | N | > 1. Согласно теореме 1 и лемме 10 множество N 
есть идеал m-кольца К, являющийся 3-коммутативным ниль-m-кольцом, а ввиду конечности это  
m-кольцо 0-нильпотентно. По той же теореме m-кольцо L есть 3-коммутативное вполне полупростое, 
которое согласно следствию 1 коммутативно, имеет единицу и разлагается в прямую сумму двух 
идеалов В и U, где В – или нулевое m-кольцо, или булево, а U имеет нулевое умножение, а его  
ο-почтикольцо есть кольцо, разлагающееся в прямую сумму { }i i∈AH  идеалов, являющихся конечны-
ми полями, где i – единица поля Hi. Согласно лемме 10 расширение N при помощи L расщепляется. 
Далее, как уже сказано перед леммой 8, E(К) есть решетка с наибольшим элементом, обозначаемым 
через 1. При этом ввиду отсутствия единицы у К правый сдвиг 1ψ  есть не сюръективный идемпо-
тентный эндоморфизм m-кольца К, так что К является полупрямым произведением его идеала 
I = Ker 1ψ  на центральное под-m-кольцо К1 = К○1 с единицей, а N является полупрямым произведе-
нием того же идеала I на центральное в К под-m-кольцо N1 = N○1. Из этого же следует, что К1 являет-
ся центральным расширением 0-нильпотентного коммутативного m-кольца N1 при помощи вполне 
полупростого коммутативного m-кольца L = В⊕U. Согласно лемме 1 существует изоморфизм α  ре-
шетки E(L) на E(К) = E(К1) такой, что ν ○α  = IdE(К) и α ○ν  = IdE(L). Далее, из лемм 11, 12, 13 сле-
дует, что имеется подполугруппа L1 полугруппы (К1, ○) и семейство {В1}∪ {Hi | i∈A}∪N1 ее идеалов 
такое, что их прямая сумма равна К1, а полугруппа L1 разлагается в прямую сумму семейства 
{В1}∪ {Hi | i∈A} ее идеалов. При этом ν(В1) = В, ν(Hi) = Hi для i∈A.   
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