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Рассматривается многокритериальная задача целочисленного линейного програм-

мирования с конечным множеством допустимых решений. С использованием нера-

венства Минковского–Малера получена верхняя оценка границы изменений в прост-

ранстве параметров задачи с произвольной нормой, сохраняющих парето-оптималь-

ность решения. В случае монотонной нормы выведена формула радиуса устойчивости

такого решения. В качестве следствия приводится формула радиуса устойчивости в

случае нормы Гельдера и, в частности, чебышевской нормы в пространстве парамет-

ров векторного критерия.

Работа выполнена при поддержке Межвузовской программы Республики Беларусь

«Фундаментальные и прикладные исследования», проект 492/28.

Изучению различных характеристик понятий устойчивости как скалярных, так и вектор-

ных задач дискретной оптимизации посвящен ряд публикаций (см., например, [1]–[11].

Как правило, в этих работах исследование устойчивости ведется в предположении, что

норма в пространстве изменяющихся параметров чебышевская (l1). Хотя имеется ряд

работ (см., например, [5, 9, 13, 14, 15, 16]), где получены количественные характеристики

устойчивости комбинаторных задач с другими метриками. Настоящая работа продолжает

начатые в [17] исследования радиуса устойчивости парето-оптимальных решений вектор-

ной задачи целочисленного линейного программирования (ЦЛП) и рассматривает случай,

когда метрика в пространстве возмущающих параметров векторного критерия произволь-

на.

Пусть m — число критериев, n — число целочисленных переменных, C — матрица

размера n � m со столбцами Ci D .ci1; ci2; : : : ; cin/T 2 Rn, i 2 Nm D f1; 2; : : : ; mg. Пусть

x D .x1; x2; : : : ; xn/T 2 X � Zn, причем 1 < jX j < 1.

На множестве решений X зададим векторный критерий

C T x D ..C1; x/; .C2; x/; : : : ; .Cm; x//T ! min
x2X

:

Под m-критериальной задачей ЦЛП Zm.C / будем понимать задачу поиска множества

парето-оптимальных (эффективных) решений

P m.C / D fx 2 X W Xx.C / D ¿g;
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где

Xx.C / D fx0 2 X W C T x > C T x0 ² C T x ¤ C T x0g:

Пусть k � k — произвольная норма в пространстве Rn, в котором векторы суть матрицы

размера n � 1, и пусть k � k� — сопряженная норма, то есть

kvk� D max

�

j.u; v/j

kuk
W u 2 Rn n f0.n/g

�

;

kuk D max

�

j.u; v/j

kvk�
W v 2 Rn n f0.n/g

�

;

где 0.n/ D .0; 0; : : : ; 0/ 2 Rn. Тогда для любых векторов u; v 2 Rn справедливо неравенст-

во Минковского–Малера (см., например, [18], с. 46)

j.u; v/j 6 kuk kvk�: (1)

Кроме того, очевидна формула

8� > 0 8v 2 Rn 9u0 2 Rn .j.u0; v/j D �kvk� ² ku0k D �/: (2)

Будем исследовать устойчивость парето-оптимального решения задачи Zm.C / при

возмущении элементов матрицы C 2 Rn�m, которое будем осуществлять путем прибав-

ления к матрице C возмущающих матриц из Rn�m.

В пространстве Rm зададим произвольную норму k � k, вообще говоря, отличную

от нормы, заданной в Rn. Под нормой матрицы C со столбцами C1; C2; : : : ; Cm будем

понимать норму числового m-вектора

kC k D k.kC1k; kC2k; : : : ; kCmk/T k: (3)

По аналогии с [13]–[17], радиусом устойчивости решения x 2 P m.C / назовем число

�m.x; C / D

(

sup „.x; C /; если „.x; C / ¤ ¿;

0 в противном случае;

здесь

„.x; C / D f" > 0W 8C 0 2 �."/ ² .x 2 P m.C C C 0//g

— множество возмущающих матриц, где

�."/ D fC 0 2 Rn�mW kC 0k < "g:

Таким образом, радиус устойчивости задает предельный уровень возмущений ис-

ходных данных задачи в пространстве Rn�m параметров векторного критерия, которые

сохраняют парето-оптимальность решения.

Введем в рассмотрение оператор проектирования вектора a D .a1; a2; : : : ; am/ из Rm

на неотрицательный ортант aC D .a/C D .aC
1 ; aC

2 ; : : : ; aC
m/; где знак + над вектором

означает положительную срезку этого вектора, то есть aC
i D .ai /

C D maxf0; ai g.

Лемма 1. Пусть решения x ¤ x0 и вектор � D .�1; �2; : : : ; �m/ с положительными

компонентами связаны условиями

�ikx0 � xk� > .Ci ; x0 � x/C; i 2 Nm: (4)

Тогда при любом числе " > k�k существует такая матрица C 0 2 �."/, что

x0 2 Xx.C C C 0/.
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Доказательство. Согласно неравенству Минковского–Малера (1), для любой матрицы

C 0 2 Rn�m со столбцами C 0
i , i 2 Nm, верны неравенства

.C 0
i ; x0 � x/ 6 kC 0

i kkx0 � xk�; i 2 Nm:

Поэтому для каждого индекса i 2 Nm согласно (2) найдется такой вектор-столбец C 0
i с

нормой kC 0
i k D �i , что .C 0

i ; x0 � x/ D ��i kx0 � xk�: Отсюда, принимая во внимание (4),

выводим неравенства

.Ci C C 0
i ; x0 � x/ 6 .Ci ; x0 � x/C � �i kx0 � xk� < 0; i 2 Nm;

которые свидетельствуют о том, что x0 2 Xx.C C C 0/, причем kC 0k D k�k < ", то есть

C 0 2 �."/.

Лемма 1 доказана.

Как обычно, норму k � k, заданную в пространстве Rm, будем называть монотон-

ной, если для любых векторов y; y0 2 Rm из неравенства y 6 y0 следует неравенство

kyk 6 ky0k. Отметим, что условию монотонности удовлетворяет достаточно широкий

класс норм. Например, все нормы Гельдера lp, 1 6 p 6 1, являются монотонными.

Лемма 2. Если норма в пространстве Rm монотонна, а число ' и решения x и x0 таковы,

что выполняются неравенства

0 < 'kx0 � xk�
6 k.C T .x0 � x//Ck;

то для любой матрицы C 0 2 �.'/ справедливо соотношение x0 … Xx.C C C 0/.

Доказательство. Допустим, что, наоборот, существует такая матрица C 0 2 �.'/,

что x0 2 Xx.C C C 0/. Тогда для каждого i 2 Nm справедливо неравенство

.Ci C C 0
i /.x0 � x/ 6 0, где C 0

i , i 2 Nm, — столбцы матрицы C 0. Поэтому, ввиду не-

равенства (1), справедливы неравенства

.Ci ; x0 � x/C
6 kC 0

i k kx0 � xk�; i 2 Nm;

которые в силу монотонности нормы дают неравенства

k.C T .x0 � x//Ck D k..C1; x0 � x/C; .C2; x0 � x/C; : : : ; .Cm; x0 � x/C/T k

6 k.kC 0
1 k; kC 0

2 k; : : : ; kC 0
mk/T kkx0 � xk�

D kC 0kkx0 � xk� < 'kx0 � xk�;

что противоречит условию леммы.

Лемма 2 доказана.

Теорема 1. Пусть в пространствах Rn и Rm заданы произвольные нормы. Тогда для

радиуса устойчивости �m.x; C / парето-оптимального решения x0 2 P m.C / задачи

Zm.C /, C 2 Rn�m, справедлива верхняя оценка

�m.x0; C / 6 min
x2Xnfx0g

k.C T .x � x0//Ck

kx � x0k�
; (5)

причем

�m.x0; C / D min
x2Xnfx0g

k.C T .x � x0//Ck

kx � x0k�
; (6)

если норма в пространстве Rm монотонна.
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Доказательство. Для краткости правую часть формулы (6) обозначим через '. Легко

видеть, что ' > 0.

Сначала докажем неравенство (5). Пусть " > ' и решение Ox ¤ x0 таково, что

'k Ox � x0k� D k.C T . Ox � x0//Ck:

Тогда существует такое число � > 1, что " > k�k D �' > ', где � D .�1; �2; : : : ; �m/ —

вектор с компонентами, определяемыми равенствами

�i k Ox � x0k� D �.Ci ; Ox � x0/C; i 2 Nm:

Отсюда, воспользовавшись леммой 1, убеждаемся в существовании матрицы C 0 2 �."/

с условием Ox 2 Xx0.C C C 0/. Значит, x0 не является эффективным решением задачи

Zm.C CC 0/. Тем самым, доказано, что для любого числа " > ' справедливо неравенство

�m.x0; C / < ". Следовательно, �m.x0; C / 6 '.

Теперь покажем, что �m.x0; C / > ' в случае монотонности нормы вектора. Если

' D 0, то это неравенство очевидно. Пусть ' > 0. Тогда в соответствии с определением

величины ' для любого решения x ¤ x0 имеют место неравенства

0 < 'kx � x0k�
6 k.C T .x � x0//Ck:

Поэтому, согласно лемме 2, при любой возмущающей матрице C 0 2 �.'/ решение

x … Xx0.C C C 0/. Это значит, что x0 2 P m.C C C 0/ при любой матрице C 0 2 �.'/.

Поэтому справедливо неравенство �m.x0; C / > ', которое вместе с доказанным нера-

венством (5) дает равенство (6).

Теорема доказана.

Следствие 1. Если в пространствах Rn и Rm задана норма Гельдера

kzklp D

 

X

i

jzi j
p

!1=p

; 1 6 p 6 1;

то для радиуса устойчивости решения x0 2 P m.C / справедлива формула

�m
lp

.x0; C / D min
x2Xnfx0g

k.C T .x � x0//Cklp

kx � x0klq

;

где 1=p C 1=q D 1.

Частными случаями следствия 1 являются следующие утверждения.

Следствие 2 ([17]). Если в пространствах Rn и Rm задана чебышевская норма l1, то

�m
l1

.x0; C / D min
x2Xnfx0g

max
i2Nm

.Ci ; x � x0/

kx � x0kl1

:

Следствие 3. Если в пространствах Rn и Rm задана октаэдрическая норма l1, то

�m
l1

.x0; C / D min
x2Xnfx0g

X

i2Nm

.Ci ; x � x0/C

kx � x0kl1

:

Отсюда, в частности, получаем формулу из [13] для радиуса устойчивости эффектив-

ного решения векторной линейной комбинаторной задачи в метрике l1.
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