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В настоящей главе излагаются некоторые 
приложения аппарата дробного интегро- 
дифференцирования к исследованию диф- 
ференциальных уравнений в частных 
производных типа уравнений Эйлера—Пу- 
ассона—Дарбу и обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений дробного и целого 
порядка. В частности, в замкнутом виде 
решаются краевые задачи Коши, Дирихле 
и Неймана с начальными данными на осо- 
бых линиях и доказываются теоремы су- 
шествования и единственности решений 
некоторых классов дифференциальных 
уравнений дробного порядка. Построен- 
ные решения имеют широкие примене- 
ния при исследовании краевых задач ти- 
па задачи Трикоми для дифференциаль- 
ных уравнений в частных производных 
смешанного типа.

§ 40. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ 
ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РЕШЕНИЙ 
УРАВНЕНИИ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА 
ЧЕРЕЗ АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 
И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 
К ИССЛЕДОВАНИЮ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

В данном параграфе после изложения 
ряда аспектов общей теории эллиптиче- 
ских уравнений с аналитическими коэф- 
фициентами, разработанной в моногра- 
фии И. Н. Векуа [3], 1948 г., рассмотрим 
ее приложения к исследованию так назы- 
ваемого обобщенного двуосесимметриче- 
ского уравнения Гельмгольца и покажем, 
что аналитические функции после приме- 
нения к ним по каждой переменной one- 
ратора Эрдейи—Кобера (18.8) А), СО 2 
также обобщенного оператора Эрдейи— 
Кобера (37.45) (ף , а) преобразуются в
решения указанного уравнения Гельм- 
гольца. Эти результаты используем для 
построения решений ряда краевых задач.

1°. Предварительные сведения. Пусть 
заданы следующие общие однородные 
дифференциальные уравнения в частных 
производных второго порядка с двумя 
независимыми переменными и аналитиче- 
скими коэффициентами:

Ни as wSt) +  а (I, ף) Щ +  г\)иц+
+  c(g, 40.1) ,0  =  » ( (ף׳

Н ן11  = и хх Нуу 4”4" (/1 ’̂ ■)1̂ ־ 
־4־  В г (х , У)иу +  С1(х, у) и =  0 , (40.2)

Кц =  их я־!־ Uyy  +  /1(х, у) их ־4־
+  В (х, у) иу +  С (х, у) и =  0, (40.3)
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а также сопряженные к (40.1) и (40.3) уравнения вида
Н* о = - ,а״   (в (6, ч) 0)6 -  (Ь (5, 4(0 (ח +  с (5, ת) о =  0, (40.4)

K*V s s  vxx + Vyy — (Л (*, у) v)x — (£t(x, ע) v)y +  C(x, y)v =  0. (40.5)
Допустим, что комплексные (вообще говоря) переменные х, у, | , ף   связа- 
ны формулами

£ = X + іу, ц =  х~~іу, X =  (g +  ц)/2, у = (£ — 40.6) .( )/(ף21־ )
Обозначив через |  сопряженное к £ число, отметим, что £ =  -справед ף 
ливо лишь в случае, когда х н у  действительны.

Введем дифференциальные операторы

А « Л  +
2 \  дх ду ן дц 2 \  дх ду ) 

для которых, в частности, очевидно формальное соотношение

. а® #  , &
4 ---------- — ---------------— - —  —  А2>дідц дхг- ду*

(40.7)

(40.8)

где через Д2 обозначен двумерный лапласиан.
Тогда, если коэффициенты уравнений (40.1)— (40.3) связаны равен- 

ствами

(40.9)

4а (£, ף) 
4 b { t ך  )

Аг (х, у) — А {х, — iy), Вг{х, у) =  Ш {х, — iy), С! (х, у) =  С (х, — iy),
(40.10)

то уравнения (40.1) — (40.3) и соответственно (40.4), (40.5) могут быть 
преобразованы друг в друга заменами (40.6) и изменением у  на iy при 
переходе от (40.2) к (40.3). Тем не менее в случае действительных пере- 
менных | ,  т), х, у  указанные уравнения классифицируются по типам: 
уравнения (40.1), (40.4) и (40.2) называются уравнениями гиперболи- 
ческого типа соответственно в 1-й и 2-й канонических формах, а урав- 
нения (40.3), (40.5) относятся к уравнениям эллиптического типа.

Пусть точка | = x + i y  принадлежит некоторой односвязной области 
3) комплексной плоскости С (в принципе х н у  сами могут быть ком- 
плексными). Обозначим тогда через 3> область, которой принадлежит 
точка 7!, связанная_с I формулами (40.6), а через (3>, 3)) — декартово
произведение 3> и 3), называемое еще цилиндрической областью. Тогда 
введем следующее

О п р е д е л е н и е  40.1. Односвязная область 3) плоскости С называ- 
ется основной для ураенений (40.1), (40.3), если их коэффициенты а, Ь, с 
аналитичны по двум переменным (%, 35 ,(3)6  а А, В, С аполитичны ,(ף׳) 
при (х, у )  £3) и имеют место равенства (40.9).

Укажем наиболее важные формулы представлений решений уравне- 
ния (40.3) через аналитические функции, которые ниже в частных слу- 
чаях будут широко применяться. Первая цз этих формул использует 
понятие функции Римана, которая определяется следующим образом.

О п р е д е л е н и е  40.2. Решение v =  R( l ,  ц) =  R( l ,  0 ;ף 10, ף ) краевой 
задачи Гурса для сопряженного уравнения (40.4) с условиями
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(40.11)
I וי

Щг=ь =  exp j  a (I,, t) dt, # |n=Tb =  exp j  b (t, 0ף) dx
4» So

называется функцией Римана оператора Н (40.1), соответствующей 
точке (£0, ׳По) 6 ® .

Из свойств функции Римана отметим следующие:
а) если а, Ь^Сг (Ъ), с£С(Т>), то функция Римана R оператора Я в 

области 3  существует и единственна;
б) на характеристиках 1 =  g0, ף־ =  % выполняются соотнощения

Яч (£0» и) =  « (10 י ף ) Ж 10- и)> R1 (l> («!וי = )י*1י  Но)Ж ё> Ho);
в) выполняется условие нормировки R ( |0, По; І0 י По) =  1;
г) справедливо свойство взаимности: R* (I, п; І0* По) =  י(П0І £> п י10) & 

т. е. по последним переменным | 0> По функция R  (£, п; Ёо> По) является 
функцией Римана R* сопряженного уравнения (40.4), соответствующей 
точке I, и•

Более подробную информацию о функции Римана и ее таблицы для 
различных частных уравнений вида (40.1) можно найти в книгах В. М. 
Бабича и др. [1], Н. С. Котлякова, Э. Б. Глинера, М. М. Смирнова [1] 
и в статье А. А. Андреева, В. Ф. Волкодавова, Г. Н. Шевченко [1], см. 
также цитированную там литературу.

Имеет место следующая теорема, см. И. Н. Векуа [3, с. 31J. 
Т е о р е м а  40.1. Пусть 3)—  некоторая основная область уравнения

(40.3). Тогда все регулярные в 3) (т. е. разложимые там в ряды Тейлора) 
решения уравнения (40.3) могут быть представлены в виде

£
и(х, у) — a 0R ( |0, По; Ё, 1 )4 Ф| ־  (*)#(*» По; Ё, l )dt  +

( О

״ . 6  _
j ־4  Ф*(т)Я(£о, т; 1, I)dx,  (І0, По)€(3), 3 ) , (40.12)

П׳ о

где ао — некоторая постоянная, а Ф(£) и Ф*(и) — некоторые аналитиче- 
ские соответственно в 5) и 5) функции, однозначно определяемые через 
функцию и(х, у) ,  причем предполагается, что выполняются соотношения
(40.6).

Следующая теорема отражает еще несколько аналогичных интеграль- 
ных представлений решений (40.3) через функции, подчиненные менее 
ограничительным условиям, чем функция Римана.

Т е о р е м а  40.2. Пусть функция у СЁ, И> 0) аполитична в цилиндре
(3), 3 , 3 ) ,  где 3» — некоторая основная область уравнения (40.1), а по 
переменным g, п удовлетворяет уравнению (40.1). Пусть еще — 
произвольная аналитическая в 3) функция и все приведенные ниже инте- 
гралы существуют. Тогда интеграл

и(х, у) =  J у (£, I , 0) ф (0) dQ (40.13)
L

по некоторому замкнутому контуру L из области 3  удовлетворяет урав- 
нению (40.3) при условиях (40.6), (40.9). Если еще выполняется праве- 
денное ниже условие (40.14) (или соответственно (40.15)) вида

(40.14)

(40.15)

=  0 ,

=  0,

7(Ё, п. 0) +  й(Ё> иЖЁ, И» 0) 

+ Щ ־מ ,5)  иЖ ё, л , 0)

дн
11т
е £.־

У
-_д_

Я
lim
е-т!
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(40.16)

то интеграл (40.16) (или соответственно (40.17)) вида
&

и(х, y) =  ^ y ( l ,  С, 0 )Ф(0)d&,
10

и (х, у) -  (І» £, В) ф (6) d0, (40.17)
и

где |0 лежит на границе области 3>, является регулярным решением 
уравнения (40.3) в области 3).

З а м е ч а н и е  40.1. По отношению к уравнению (40.2) теорема 40.2 
также сохраняет силу, но при условиях |  =  х-\- у, £ =  х — у, (40.10) 
вместо (40.6), (40.9). Требование аналитичности функций у(£, 1, 0), ф(£) 
в этом случае можно ослабить до условия существования непрерывных 
вторых производных.

З а м е ч а н и е  40.2. К примерам функций у(£, Л, В), удовлетворяю- 
щих условиям теоремы 40.2, можно отнести следующие две функции:

_  I
R ( e , ף  ־ ; I ,  Я), R V ,  По; I ,  Т1)(<— в )* ־ ‘ #  R e a > 4 ) .

е

Т е о р е м а  40.3. Если А, В, С — аналитические в 3) функции, то лю- 
бое регулярное в 3) решение уравнения (40.3) является там аналитиче- 
ской функцией от х, у.

2°. Представления решений обобщенного двуосесимметрического 
уравнения Гельмгольца. В этом пункте получим различные интегральные 
представления решений и некоторые частные формулы их обращений 
для двух взаимосвязанных случаев уравнений (40.3) и (40.2), а именно 
для обобщенного двуосесимметрического уравнения Гельмгольца

~y~Uy = י*ז ״״־^ *Р י0  const, (40.18) 

и соответствующего ему гиперболического уравнения

h b^ u ^ U xx  — иуу — и +  — +  X2« = 4 0 . 1 9 (־־ 0, (
У х

получаемого из (40.18) заменой у  на — iy.
Уравнение (40.18) в частном случае р ^  X =  0 представляет собой так 

называемое уравнение осесимметрической теории потенциала (подробнее о 
нем см. в § 41, п. 1°, § 43, п. 2°). Здесь отметим лишь, что само уравне- 
ние (40.18) появляется (при частных значениях х =  X, у  =  У, 2р =  яг— 1, 
2р — п — 1), если искать монохроматические решения вида и — и(Х , У, t )~
— « 1  (X, У) e±iW, X 2 — х\ +  Х2 +  • • • +  Хт, У2 =  у \  +  у \  +  + в »ע
пространстве с координатами (хъ х2, . . .  , хт, у!, у 2, . . .  , у п) и време- 
нем t для волнового уравнения Даламбера

0)40.19(׳ .
д2и
дГ

д2и
дуі

П
+ 2Ь=1

д2и
дхі2h=l

Возможность эффективного построения решений уравнения (40.18) во 
многом обусловлена двумя замечательными свойствами оператора Hp1tl: 
«формулами соответствий»

Н І ^ І х ' - ^ ^ х ' - ^ Н І ' і - ц й ,  Нр'Р (у1~2ри) =  y x~2pH \_PtV.u  (40.20)

57737. Зак . 1384



и композиционной представимостью решений уравнения (40.18) через 
операторы типа Эрдейи—Кобера (18.8), (37.45) от четных по х и у  гар- 
монических функций, вытекающей из формулы

4Л)(0, 0)Д/ =  я £ ״. / У /2,40.21) ,/(0 ,0), ‘4 , , , / /־ ״ ״! )/ ( * '  л у ).■*—1/ 2 ,Ц4—1/ 2 ,р

где индексы х, у  в операторах означают переменную, по которой действу- 
ют эти операторы. Соотношения (40.20) каждому решению и уравнения
(40.18) ставят в соответствие другое решение, получаемое из и заменой р
на 1 — р (или р  на 1— р) и домножением на х 1-2|Л (или у 1~ 2р). А соот- 
ношение (40.21) показывает, что если функция /  гармоническая (т. е. 
удовлетворяет уравнению Лапласа Д/ =  0), то функция и =  1 / м, X־2
X (0, 0 ) /  является решением уравнения (40.18). Аналогичные
свойства имеют место и для уравнения (40.19).

Формулы (40.20) легко проверяются непосредственным вычислением. 
А соотношение (40.21) проще всего установить как прямое следствие 
первых двух из следующих трех лемм, характеризующих действие one- 
раторов типа Эрдейи—Кобера на дифференциальный оператор

[(х) __ х~2т)—1 d ^24+1 d _  d2 - 2ןז -j- 1 d ^ X) _  d2
4 dx dx £ dx 2 x d x '  12 dx2

(40.22)

Эти леммы были доказаны соответственно в работах J. S. Lowndes [7, 5, 
9] (см. также A. Erdelyi [8, 10]).

Л е м м а  40.1. Пусть / (х )£ С 2(0, b ) , f b > 0, и /(0 ) =  / 0  = ״(0)  . Тогда 

4 0 г (״ (0.   (*) =  +  я2) 4 °  (0, 0) f  (х).

Л е м м а  40.2. Пусть а > 0 ,  / £ С 2(0, &), & > 0 ,  функция х2 4 1 *)/־1" )  
интегрируема в нуле и x2r)+lf' (х) 0 при х->- 0. Гоада Jix)(ף , a) L^x)f(x) =
=  (Г Й а +  ^ ) Д л )(П, а ) /(х ) , а, в частности, при X, =  0 справедливо 
АноД-ч V(х) =  L\|+а / ч>а / (х).

Л е м м а  40.3. Пусть а > 0 ,  /(xJGC2(©, &), Ь > 0 ,  функции х^+к f {k)(x) 
при k  =  0, 1, 2 интегрируемы в нуле. Тогда

(*2 * י ־ / ( ג ! )0 3,^ ג ־ ר ־7* ^י * О -йп

где — оператор, получаемый из (37 .68 ) заменой I на J.
Последняя лемма, как показано в работе J. S. Lowndes [9], дает воз- 

можность найти полную систему решений уравнения (40.18) в окрести о- 
сти начала координат в виде

ип(х, У) =  Anr ^ ~ p J2n+il+p(kr) (cos20))
(40.23)

x == л cos 0, у  — r  sin 0, А п — const, n =  0, 1, 2, . . .  ,

где Jv (z) — функция Бесселя (1.83), a Pj?'b) (z) — многочлены Якоби 
(см. Г. Бейтмен, А. Эрдейи [2, с. 170]), пользуясь известным результатом 
для случая % =  0 уравнения (40.18), получаемым методом разделения пе- 
ременных в полярных координатах. (Отметим здесь, что, в частности, для 
уравнения (40.18) при (л =  0 система (40.23) принимает вид А пг~р / п+р(Х,г) X 
X C«(cos0), а при (л =  X =  0 — вид A nr nCpn (cos 0), где Ср(г) — многочлены 
Гегенбауэра.)

Однако для нахождения интегральных представлений решений
(40.18) более удобно воспользоваться другим подходом, основанным на 
применении теоремы 40.2 и формулы (40.21). Обозначим через Г(х, у , t)
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частное решение уравнения (40.18), связанное с решением у { | , ף  , t ) из 
теоремы 40.2 формулами (40 .6). Пользуясь формулой (40.21) и ее част- 
ными случаями при рр Х =0, можно заключить, что это решение следует  
искать в в;иде

Г (*, у , t) =  xa y b{pcQ{x, у) ,  (40.24)

где х =  — р/ (4x2), у — —|Х2р/4, р — (х — £)2*+ у2, а параметры а, Ь, с 
подлежат определению. Подставив (40.24) в (40.18), после некоторых вы- 
кладок придем к уравнению в частных производных второго порядка от- 
носительно функции 0 (х, у ), которое будет линейной комбинацией двух 
уравнений 5.9 (29) из книги Г. Бейтмена, А. Эрдейи [1] (с 0 =  Еа с ко- 
эффициентами х2־ , к2) лишь в двух случаях, связанных свойством (40.20), 
а именно при:

1) а =  — р, Ъ =  1 — 2р, с — р —  1, «р =  р, (1 -г- р,), а  +  р =  1, у =  р\
2) а =  — р ,  Ъ =  0, с =  — р, ар ־=  р(1 — р), а  + £ =  1. у =  1 — р. 

Таким образом, заключаем, что 0 (х, 1/) =  Е2 (а, р; у; ~х, у), где

(40.25)М < 1 .=  V  (a )fe(ft)AX У
А  (у)и+М\ ״

3 3 ״) י  Р; Г. х,

— одна из вырожденных гипергеометрических функций Гумберта с па- 
раметрами а = р ,  р = 1 — р. Интегральное представление такой функции 
через функции Л еж андра P ° ( z ) = P v ( z )  (1.79) и Бесселя— Клиффорда
(37.8) полечил М. Б. Капилевич [1, с. 1243] в виде

- ft 1) ־2  ft Г. ־ג, У) =  (7 -  I) j  (1 -  t f ~ 2P . 2 - ,fc)7״ (1  - 2  ( 2 / ( I = % )  dt,
0

< Re у)40.25ן  1.
Здесь следует отметить, что при x t  <  0, р # 0  переменная х = — p/(4xt)  

может попадать на разрез (особую линию) функции Гумберта. Чтобы 
исключить эту ситуацию, умножим частное решение (40.24) с  указанными 
в 1) параметрами на кусочно-постоянный множитель /!г (£) |/|ц (sign x t  +

dcf
j )!sign м-f̂ _ן_  где 0 ° = 1 ,  /! — const, и проинтегрируем его в соответствии 
с (40.13) по параметру t .  Тогда получим функцию

р, 1 — р; р\T (/)1r ( s i g n ^ + l ) |signtt| Р
К -x - t f  +  y 2] ־1 р

и (х, у )  =  I! \х\ V  2р

(40.26)dt.
№ р

4
Р

4x t  ’

Аналогично на основе условий 2) получается вторая функция

р, 1 — р; 1 — р;
v ( t ) \ t r ( s i g n x t + l f gn(i' 0  

[ ( x - t ) 2 +  y 2]p
и (х, у )  =  12 \х\ ׳״ J

)40-27( - ר £ ־ ־ - - ^ ) *

которая, как и первая, очевидно, является решением уравнения (40.18). 
Отметим здесь, что при р = 0, — 1, — 2, ... и соответственно /7=1,  2, ... эти 
функции не определены и к построению решений в этих случаях требу- 
ется специальный подход.

Непосредственной проверкой можно убедиться, что построенные ре- 
шения вида (40.24) удовлетворяют соответствующему условию (40.14).
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Поэтому на основе формулы (40.16) и замечания 40.1 из равенства 
(40.26) после замены у  на — і у  и промежутка — о о < /< о о  на 0 < у—זג <  
< t < x + y ,  t = x + Q y ,  можно получить функцию

и ' 4 х + זג)   Qy) ’
(х  +  Q y f  S a !л,т(х  +  ву) 

(1 — в2) ״־1

1
У) =  к х jи ׳״  { х ,

(40.28)
Я2
((־е — [)־/־ 4  de,

которая при р > 0  будет удовлетворять гиперболическому уравнению
(40.19).

Совершив в (40.28) обратную замену у  на iy,  придем к формуле

2־ 0 1( - « ־ = ' ׳ ״ ( ( * ■ г ״ ( з * ־ ״ | т ( а ) о ״ ( £ - Г 1 ) 2 ‘ " 1 2 а ( ц .  1 —

р; у2(С־ ־ ^ ־ ‘)г , Ж  К ■- С־ >)>] Ж '  a =  x + i y Cp sф, (40.29)
/ ז>זג 1616  £

L = { Z = e i4>, 0 < ф < я } ,  p > 0 ,
которую после замены 0 =  у  cos <ק также можно записать в виде

и (זג, у )  =  lsx  * y  \у\ 2р j  т ( זג + ן0זג)(  +  І0)ц (у ״(02 — 2 ־ х י
—у

/  Й2 _12 2״ \
X S2 1 \р; р־ 1 ,*1  у  , —  (02 — г/2)) <Ш, р > 0 .  (40.30)

\  4 זג זג)  + *в) 4 /
В формулах (40.26) — (40.30) функции т и v полагаются такими, чтобы 

указанные интегралы существовали. Условия для этого приводятся ниже 
и в теоремах следующего пункта. Следует отметить, что интегральные 
операторы в этих формулах представляют собой композиции типа
/-1/2,1!/-1/2.Р  Д ж) (0, 0 ) f ,  см. (40.21), что прослеживается ниже при ис- 
следовании их граничных значений.

Проведенные рассуждения дают возможность сформулировать следу• 
ющую теорему.

Т е о р е м а  40.4. П уст ь  р >  0 и р ̂  0, а  т (2) в окрест ност и т очки  
г  — 0 являет ся  аналитической no z  — х  +  i y  и чет ной по х  и у  ф ункцией  
(т . е. т (2) =  т (2), т (■— 2) =  т (2) ,  Rex чет на по х  и  у ,  а  1 т т  нечет на  
по х  и у  и  1 т т  =  0 п р и  х у  — 0 ) .  Т о гд а  ф орм улы  (4 0 .2 9 ) ,  ( 4 0 .3 0 )  дос- 
т авляю т  все классические (и  £ С 2)  в  окрест ност и  ("0, 0), четные по х  и  у  
реш ения уравн ен и я  ( 4 0 . 1 8 ) ,  д л я  кот оры х значение и ( х ,  ± 0 )  ограничено  
и при  0 <  р <  1/2 (соот вет ст венно п ри  0 <  р <  1/2) справедливо равенст во  
«0 =  (0 , ע זי) , т очнее, иу (х, у )  =  0 ( у ) { и х (0, у )  =  0, точнее, а х (х, у ) = 0 ( х ) ) .  
Е сли  еще

/ 3 = [ В  (р ־1[(1/2 ,  =  Г (р 4 1/2 1 (40.31)-,[УіГГ(р)](־ 

т о ф ункции (4 0 .2 8 )  —  (4 0 .3 0 )  удовлет воряю т  условию  Д и ри хл е

и (0 ,זג) =  т (40.32) ,(זג)

п р и ч ем  и ( х ,  у )  = х ( х )  +  0 ( у 2)  п р и  у - + 0. Е с л и  в  т очках 2 = 2 ! и 2 = —2 ! 
ф у н к ц и я  х ( z )  имеет особенност и, то точки ± 2 !, ± 2 ! будут  о с о б ы м и  и д л я  
р е ш е н и я  и ( х ,  у )  ( 4 0 . 2 9 ) ,  ( 4 0 . 3 0 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о  основных утверждений этой теоремы можно 
найти в монографии R. Р. Gilbert [2]. Условие (40.32) можно проверить
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непосредственным предельным переходом при у-*■ 0 в (40.28), (40.29).
Теорема 40.4 показывает, что оператор (40.29) осуществляет отобра- 

жение аналитических функций в решения уравнения (40.18). Обратный 
ему оператор в общем случае построен в монографии R. Р. Gilbert [2, 
с. 205—206] в виде громоздкого ряда. В частном же случае р = Я = 0  та- 
кой оператор находится явно и относительно просто, см. статью R. Р. Gil- 
bert [1]. Покажем, что и другие частные случаи обратного оператора 
(при рЛ=0) могут быть построены в замкнутом виде. _  ____

С л у ч а й  А. Пусть р =  0, р  >  0. Предположим, что х  (г) =  т (2). Тог* 
да формула (40.30) с условием (40.31) принимает вид

״ (*. у ) °  i f  '  I  • ч * + ( в ) ( 1 / * - 0 ^ ,7 , . 1 ( » . У 7 = ^ ) < в ־
В (Р. 1/2)

0 2 ~ ״1 Р У _  _________

= в * щ־   J Re т {х +  Й) (У2 -  02)Р-1^ -1  ~  в2) &  =

=  л2/ ־1   Г (р  +  1/2) А у) (— 1/2, р ) Re т (х  +  iy )  =

=  л 1/ 2 ־ Г (р  +  \!2)у1~2р (Cp0£f){w), f  (/)—Re т (х +  г VT) w ^ y \
(40.33)

где J v (г) — функция Бесселя — Клиффорда j(37.8), a J \ y) (׳п, а) и С0+ — 
операторы (37.45), (37.4), примененные по второй переменной. Восполь- 
зовавшись формулами (37.57), (37.37) обращения этих операторов, получим 
следующее представление обратного к (40.33) оператора: ,

Re <(* +  i y )  =  У л Г ־1  (р  +  1/2) J\% {р  — 1/2, — р)  —

г  (pH1/2 (־  . )  Т ( т  — р)

х ( ± . А - ) т (/2 1 - и (Xt t)) td ״ t  (40.34)
\  t  d t j

и соответствующую теорему, вытекающую из теоремы 37.2.
Т е о р е м а  40.5. П уст ь g ( y )  — u ( x , V־  y ) t f ~ x n  £ А С т ([0, &]), Ь <  оо, 

п ри  всех х г причем  g ( 0 )  — g ' ( 0 )  =  . . .  =  gr<m-1)(0) = 0  и 0 < р < т .  
Т о гд а  к аж дом у реш ению  и (х, у )  у р а вн ен и я  (4 0 .1 8 )  п ри  р =  0 соответст* 
вует  по ф о р м ул е  (4 0 .3 4 )  некот орая  гарм оническая  ф ун кц и я  Re т (х +  iy)\  
причем если и (х , у )  чет на по х  и y f т о и  Ret (х  -f- iy )  б уд ет  четной по 
х  и у ,  а  д л я  соот вет ст вую щей аналит ической ф ункции  т(г) б уд ет  выпол- 
пят ься условие х { 2 ) ~  т (2).

С л у ч а й  Б. Пусть Я == 0, р > 0 .  Предположим, что на границе Г 
единичного круга \z\ ^  1 задано значение четной функции и :

и (*, t/)|r  =  f  (ф), Г =  {х =  cos ф, у — віпф, |ф| <  л}, (40.35)

f (ф) =  / ( — Ф) =  / ( ״  — Ф). Ф ^=±л/2.
Положив в (40.30) г  — х  +  i y  =  e itp, х +  iQ =  t  и воспользовавшись (40.35),; 
придем к следующему интегральному уравнению:

г־ Ч ״2־2״ |  Г — /
і у в і г ,  Т72)"г ®  - Ч Г ' л [ *  1 - W ״

z

p), ІФІ <  л, < p ^ ± n / 2 .  (40.36)
2t(z +  z) J



Вертикальный отрезок, соединяющий точки 2 и г, по которому ведется 
интегрирование в (40.36), можно заменить на дугу окружности Г вида 
t —eia, | а | ^ ф ,  поскольку функция %(t) аналитична в единичном круге 
всюду, а остальные подынтегральные функции аналитичны всюду, кроме 
точек t= z, z, 0, оо, которые леж ат на границе или.за пределами соот- 
ветствующего кругового сегмента. При таком изменении пути интегри- 
рования в силу интегральной теоремы Коши величина интеграла не из- 
менится. Д ля выделения однозначной ветви функции (40.36) отноеитель- 
но переменной z  сделаем разрез по полуоси у = 0, х ^ О  и положим 
| ф | < я .  Тогда функция [(z— t ) ( z — [2£(cosa—cos ф )]?  станет ־־1
однозначной функцией с разрывом в точке / =  — 1, а формула (40.36) 
примет вид

f  <г(*г> га(Р+״) f ( 1 1 / 1  cosa\\ ;1 _ —ל L-----------  2t ! P , 1 —  p; p; —  1 ------------d a ־־ 
J (cosa— cosy) V 2 \ c o s y / /

—ф

=  2 l-p B (p, 1/2) sin ф )sin ф|2р“ 2 cas^yf (ф). (40.37)

Так как аргумент гипергеометрической функции не должен леж ать на 
разрезе [ 1 , со), то следует полагать |ф[ < я / 2 , исключая тем самым пере- 
ход через особую линию уравнения х = 0 .

Разбив последний интеграл на два: по [—ф, 0] и по [0, <р], 0 ^ ф < я / 2 ,  
совершив в первом замену а = —а ! и учтя четностьт(t) и формулу (1.79), 
придем к интегральному уравнению типа свертки Меллина с функцией 
Л еж андра в ядре (35.18), где

f (cos a) |sin а] =  Re (т (/) 1ן =  cos a , x =  cos ф, d =* l,

(1 — x2)p_1 r2 x*1/  (arc cos x).

(40.38)

2 -pV n
Г ( p +  1/2)

0 a  < я /2 , 0 ^ ф < я / 2 , g (x)

Воспользовавшись теоремой 35.2 об обращении этого уравнения, можно 
сформулировать следующий результат.

Т е о р е м а  40.6. Пусть р > 0 , 1/2 , а функция f (ф) такая, что
соответствующая ей функция g (х) из (40.38) представима в виде g  (х) =  
=  (/!_ /1) (хЗ, где h ( L x (е, 1 ), е ! > 0 , а (/!_ /1)(х)— дробный интеграл (2.18). 
Тогда решение уравнения (40.36) на окружности Jz| =  1, х у ф  0, в классе
четных функций т (/) =  т (— /) =  т(£) сводится к решению следующей 
краевой задачи Гильберта (см. Ф. Д. Гахов [/]).

З а д а ч а  Г и л ь б е р т а  40.1. В четвертькруге Jг (■< 1, х > 0 , у>0, 
найти аналитическую функцию т (z) = \(x , y) + ir\(x, у), непрерывную 
вплоть до его границы I, предельные значения действительной и мнимой 
частей которой удовлетворяют на I линейному соотношению

я (/) I (t) +  Ъ (t) T\(t) = с (0, t € (40.39)
где а =  с =  0 , b(t) =  1 на осях х =  0 и 1/ =  0 , а на четвертьокружности 
a(t) — cosa(p  +  р), 6 (/) =  — sin а (р  +  р), с (t) =  f (cos ot) sin а , 0 ^  а <  я /2 , 
причем функция f выражается через заданную функцию / ( ф) (40.35) 
формулами (35.34), (40.38). Решение следует искать в классе функций
т (г), ограниченных вблизи 2׳ =  I f  и допускающих интегрируемую особен- 
ность в точке z — i.

З а м е ч а н и е  40.3. Если ц > 1 /2 , то 1 —ц < 1 /2  и имеет место аналог 
теоремы 40.6, получаемый с помощью свойств (40.20). Тогда вместо № 
следует подставить tx~», а в формуле (35.34) ц заменить на 1—!х.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 40.6. После обращения уравнения
(35.18) возникает задача восстановления предельного значения x(t)  чет­
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ной аналитической в правом полукруге функции x(z)  по известному кра- 
евому значению (40.38) вида R e [т(7)^ІН־м'І =  f(cos а) | sin a | .  На осях 
координат функция x(z), как отмечалось в теореме 40.4, должна обла- 
дать свойством 1 т  т (2 ) = 0  при ху = 0. Эти три условия объединяются в 
одно (40.39) с указанными коэффициентами.

Вычислим индекс х и количество решений задачи (40.39). Поступив* 
как в монографии Ф. Д. Гахова [1, § 30], преобразуем условие
Re.fr =  с (*) к форме 2с (t) = f +ux+(t) +  f +!i т+ (t) =  tp+iXx+ (t) +
+  tp+1x x~ (f). Отсюда получим краевое условие соответствующей задачи 

Римзнн
т+ (*) =  _  е- 2^(р+д)т-  ф  +  2e-iaiP+,1)c (t), t £ Г, (40.40)

где т+ГО — предельное значение на окружности \z\ = l аналитической 
функции x(z) при z~^t = eia, 0 ^ а < л /2 ,  изнутри, а г (t) предельное
значение извне некоторой функции x~(z), ] z | > l ,  которая может и не 
быть аналитической. На осях таким же образом выводится равенство 
т+=т~, отражающее аналитичность т на осях.

В силу четности x(i)  однородное условие т +( 0 —— t~2p~2ilx~(t) мож- 
но продолжить на всю окружность, кроме особой точки £= — 1 , лежащей 
на разрезе. При переходе t через — 1 аргумент функции £~2р2־ й имеет 
скачок (см. Ф. Д . Гахов [1, § 43.2]), равный —4я(р +  р).  Таким образом, 
в классе интегрируемых в точке t=  — 1 решений индекс х равен 
[—2р—2 р] +  1 , а величина |х | характеризует количество решений одно- 
родной задачи Гильберта (при х ^ 0 )  или количество условий разреши- 
мости неоднородной задачи (при х < 0 ) .  Само же решение этой задачи 
строится по формулам из монографии Ф. Д. Гахова [1, § 46]. Подставив 
найденную функцию x(z)  в (40.30) при Я=0,  придем к решению и(х, у) 
следующей задачи Дирихле.

З а д а ч а  Д и р и х л е  40.2. Найти вещественную функцию и(х, у), 
четную по х, у  и непрерывную в круге \z \ ^ 1  всюду, кроме, быть может, 
линии х = 0 , которая удовлетворяет в круге при хуФО  уравнению (40.18), 
где ?1 = 0, 0 < р < 1 / 2 , принимает на окружности \z \ =  1 заданные значения
(40.35), а на линии у = 0 непрерывна и ограничена, причем иу(х, 0) =  0 
(на оси х = 0  эта функция ограничена лишь при ц < 1 / 2 ).

3°. Краевые задачи для обобщенного двуосесимметрического уравне- 
ния Гельмгольца. В настоящем пункте на основе формул (40.26) —
(40.28) построим решения задач Дирихле, Неймана в полуплоскости для 
уравнения (40.18) и полуоднородной задачи Коши в характеристическом 
треугольнике для уравнения (40.19). При этом укажем характер поведе- 
ния решений вблизи особых линий и условия на функции, обеспечиваю- 
щие существование интегралов.

Выясним вначале картину поведения решения (40.26) при х->0. Из
(40.25) следует, что имеют место представления

<Я I
32 (а, Р; У\ *, У) =  2  - ך - ״  aF! (а, Р; у  +  1\ х)  =

= I ״ J w S ^ 7v+‘- ,(2 'v ״)■ (4 < ш >
Подставив сюда разложение функции Гаусса вида (10.13), придем к еле- 
дующим главным членам (40.41) при х-*~оо, |a rg (— лг)| -С jt;

3 2 (а, Р; у ,  х,  у )  ~ Г  | 3 ’ а ; У) { —  * Г + ״
1Р> у  —  a j

(40.42)0F ! ( y  —  Р; У ) { — х) р,у,  а  — Р

a, Y — Р.
+  Г
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Р =  а ,(— л) а In( זג),S2 (a, a ; 7 ; лг, у)

(последнее соотношение следует из формулы 2.10 (7) справочника Г. Бейт- 
мена, А. Эрдейи [1]). Применив (40.42) к (40.26), установим, что при 
р <  1/2  существует значение и(0 , у), при fx 1/2  существует предел כנ> 
limlxl2 1 “ = а при р ,(у ,^)»״  1/2  — предел lim In1־  \х\и(ג:, у). Последние
О х-*0־•־*
свойства показывают, что решение (40.26) на линии х =  0 при р :>  1/2 
имеет степенную особенность порядка О (х1“ а при р — 1/2 ,(״2  — логариф- 
мическую особенность порядка 0 (1п|х!).

Воспользуемся теперь разложением 0F!(v; — у) = О [#(1_2v>/4cos (2 V у-\- 
+  я ( 1 — 2v)/4)], у~+- оо, см. книгу О. И. Маричева [10, с. 76]. Тогда из
(40.42) получим, что

О  +  0 (*/1/4+(р~ т)/2 х־ р),1/4+(а—v)/2S 2 (a> Р; Y; л*, у) = 0 (у
а ф $ , х, у-+оо. (40.43)

Отсюда следует, что подынтегральная функция из (40.26) при £->оо 
имеет порядок 0 [ x { t ) \ t \ ll+p~ 3/2 ], если ,кф О , и О [т (/) |*|2p-2( 1 -f-|t|2ti~ 1)], 
если % =  0. Значит, для существования интеграла (40.26) на бесконечное- 
ти последние порядки следует считать интегрируемыми.

£ Результаты таких исследований сводятся в следующие две теоремы.
! Т е о р е м а  40.7. Пусть т (t) является непрерывной, ограниченной на 

оси (— оо, оо) функцией, удовлетворяющей на бесконечности условиям 
|т (* )]< С 1*|1/2 ״־־ - р- 8 при р > 0 , % ф 0 или ]т(0 1< С К |2 2 ~ ־2״־ р- е при р >  
>  1/2, % =  0 и |т (/)I <  С \t\l~ 2p~ s при 0 <  р <  1/2, % =  0, где С — const, 
e > 0 .  Тогда задача Дирихле в полуплоскости г / > 0  о нахождении реше- 
ния « € С 2 ( г />  0, хф О ) уравнения (40.18) по условию (40,32) в точках 
х, — о о < х < о о ,  х ф Ь , разрешима при р < 1/2 , р Ф 0 , — 1 , — 2 , . . .  
формулой (40.26) с коэффициентом

к  =  1 В (1/2, 1/2 -  р)] *־ ־ = Г (1 -  р) [VnT (1/2 -  р))-\ (40.44)

Поведение производной иу при у~+ 0 характеризуется табл. 41.1 (при 
q =  0), а поведение и и их при х->• 0 также отражается табл. 41.1, но 
при q — О и с заменой р на р и х, у местами. При у-+оо решение
(40.26) имеет следующее поведение:

и(х, у) =  О [у~р- » - х' 2(\ +  *Л ־1 )] при %Ф0,

и (X, у) =  О [у2־ ^ г (1 + м־/4  )] при % = 0.
Т е о р е м а  40.8. Пусть v(t) является непрерывной на оси ( — оо, оо) 

функцией, удовлетворяющей на бесконечности условиям |v(/)|
при 1кф О  и \v (/)| <С С ]f|2p_1~ e ( 1 -f-1/| 1 2 ̂•״־ ) при 0  = где С — const, е 0 ,ג,   <  .כ
Тогда весовая задача Неймана в полуплоскости у > 0  об отыскании реше- 
ния н £ С 2 (г/>*0, х ф 0 ) уравнения (40.18) по условию

lim у2риу {х, */) =  v(x), — о о < х < о о ,  х ф  0, (40.45)

разрешима при р >  — 1 /2 , р ф О ,  1 , 2 , . . .  , по формуле
и (х, у) =  «2 (X, у) - f  С!« 01 (х, у) +  Саиог (х, у), С!, Сг — const, (40.46) 

где и2(х, у) имеет вид (40.27) с коэффициентом

(40.47)В (р, 1/2 )
9

2  п
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а функции u0J = г p -1_ )̂ A^)(p_hir)/(״'  г2 = хг -\-у2, j =  1 , 2 , являются 
особыми решениями уравнения (40.18), удовлетворяющими однородному 
условию вида (40.45). Поведете решения и и его производных при х ->0  
и у~+ 0 устанавливается из табл. 41.1 способом, указанным в теореме
40.7, а поведение и при у-*■ о о  (получается из теоремы 40.7 на основе 
формул (40.20).

З а м е ч а н и е  40.4. Формула (40.46) показывает, что решения задач 
с условиями на особых линиях без дополнительных ограничений на класс 
могут быть не единственными. В случае р = 1 / 2  к решению (40.46) может 
быть добавлено еще одно решение, содержащее в ядре функцию In (ply). 
Подробнее об этом см. в § 41, п. 4°.

З а м е ч а н и е  40.5. Разложив функцию (40.27) с постоянной (40.47) 
по степеням р : и2 = р_ 1«20+  Й2 +  О(р) , выпишем второй член этого разло- 
жения

X(И-)П1 — V)h 
(k - f  /)! k\ l\

ее

k,1=о
v (0 КГ (sign xt +  l ) lsignN«2 (X, у) =

p =  (x — t f  +  y \

(40.48)

dt,In p +  C —
№p
4

X

где C — постоянная Эйлера—Маскерони. Эта функция является реше• 
нием задачи (40.45) в особом случае р =  0, а при Я = р = 0  и необходимом 
условии разрешимости задачи Неймана в полуплоскости вида

(40.49)
оо

j  v(t)dt =  0

соотношение (40.48) приводится к известной формуле Дини решения за- 
дачи Неймана в полуплоскости г /> 0 для уравнения Л апласа

и(х, У) = ~ ~  ? v (/) 1п [(х — t f  +  у2] dt. (40.50)
2 тс J--00

З а м е ч а н и е  40.6. Формула (40.27) при 1/2 доставляет также 
решения следующих весовых задач Дирихле:

Н т  у2р~ 1и(х, у) =  1 v(x), р >  1/2, р ф \ ,  2, Ъ............. (40.51)
2 р ס+־י-ע 1 — 

lim 1п~*у и(х, p) =  v(x), р =  1/2, (40.52)
ס+־י-ע

причем решением задачи (40.52) также является функция (40.48).
В заключение параграфа отметим, что, опираясь на формулу (40.28), 

аналогичным образом можно получить решение следующей полуодно׳ 
родной задачи Коши для гиперболического уравнения (40.19):

и(х, 0 ) = т ( х ) ,  lim у 2ри (х, у) =  0, 0 < х < 1 , (40.53)
*־ע ־1־0

и соответствующую теорему о ее разрешимости.
Т е о р е м а  40.9. Ест  т € С 2 ([0, 1]), 0 < р <  1/2, a ls имеет вид (40.31), 

то в треугольнике D = { 0 < x  — У < . х + у < . \ )  задача Коши (40.53) 
имеет классическое (и £ С2 (D)) решение вида (40.28).
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§ 41. УРАВНЕНИЕ
ЭЙЛЕРА — ПУАССОНА — ДАРБУ

В этом параграфе получаются различные интегральные представления 
решений уравнения Эйлера—Пуассона—Д арбу в эллиптическом и ги- 
перболическом случаях и на их основе строятся решения краевых задач 
Дирихле, Неймана и Коши, Затрагивается многомерный случай. Как и 
в § 40, показывается, что с помощью операторов Эрдейи—Кобера (18.8) 
решения простейших уравнений с постоянными коэффициентами отобра- 
жаются в решения уравнений Эйлера—Пуассона—Дарбу.

1°. Представления решений уравнения Эйлера—Пуассона—Дарбу.
Исключительно важную роль при решении осесимметрических задач тео- 
рии потенциала играет обобщенное уравнение Эйлера—Пуассона—Дарбу

=  =  0, Р*■ Р - c o n s t .  (41.1)
%— ף

Это уравнение соответствует случаю (40.1) при а(?, ף ) =  — Р*/(£ — ׳п), 
b (£, л ) =  Р /{ | —  л ) , с (£’, 0  = После замен (40.6) оно принимает вид .ף׳) 

■XX ־+־ Myy -f- Ux -j- to כי־ II p (41.2)
У У

p =  p+t7>־, p* = P-~iq. (41.3)

Отметим, что к уравнению (41.2) со значениями <7 =  0, 2р =  я—2 при 
у = г сводится всякое решение уравнения Л апласа в R n вида

UXlX1 +  Ухгхг ־+־ • . . +  Uxnxn =  0 , (41.3')
которое ищется в форме

U(xu . . .  , хп) =  и(х, г), х =  хп> r  =  V х \+  . . . + х 1_ ,״

с осью симметрии г= 0 . Такое решение называется 2р + 2-мерным осесим- 
метрическим потенциалом и удовлетворяет уравнению

«». + ״»  + — Иг = (־■41.3) .0 
Г

Поскольку оператор в (41.3״ ) четен по г, то всякое решение уравнения 
(41.3") необходимо четно по г, а в случае р = 0 2-мерный осесимметри- 
ческий потенциал является гармонической функцией.

В дальнейшем будем различать два случая: при рассмотрении урав- 
нения (41.1) р и р* будем полагать действительными, а при изучении 
уравнения (41.2) эти параметры будем считать комплексными и сопря- 
женными, причем Re p =  Re р* =  р.

Непосредственным вычислением несложно установить следующие 
леммы.

Л ем м 'а  41.1. Для того чтобы функция и была решением уравнения 
Е (р, р*) и = 0, необходимо и достаточно, чтобы функция

»(!. =  Ч) (41.4)
удовлетворяла уравнению Е{ 1 — р*, 1 — Р )0 .ט — 

Л е м м а  41.2. Если функция а!(?, л ) удовлетворяет уравнению (41 А), 
то и функция

« в . י1( = ־־)5 + ״־־(* И  +  ft)1»’ ־8  f ■ 4 т т ׳־ "1־?־ Я ■ <41-5)\  a% 4  b ал +  b 1
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где a, b, с, d — произвольные постоянные, для которых ad — be Ф  О, 
также является решением этого уравнения.

Л е м м а  41.3. Пусть р ב> О, Р* כ> О, а т (0) — произвольная дважды 
непрерывно дифференцируемая функция. Тогда интеграл

■ М Р . Р * ) =  ( г | 1 + ( т ] - | ) ( ] * » 1 )־— І - ^ - ' Д  (41.6)
'0

удовлетворяет уравнению (41.1), а при условиях (40.6) в случае р > 0 — 
уравнению (41.2).

Отметим, что лемма 41.3 следует из теоремы 40.2, если положить

у ( |, л, 0) =  С (g — 0)־ р (л - ־(0  р*, С -  const. (41.7)

Тогда интеграл вида (40.17), т. е.

«МР. Р*) = J У{1, 0 י1י ) v (0) 50, Ло — 1(41.8) י
«מ

где v (0) — произвольная дважды непрерывно дифференцируемая функция 
и р С  1, р* <; 1, будет удовлетворять уравнению (41.1) и с помощью лем- 
мы 41.1 перейдет в решение (41.6). Очевидно, при р=й=1/2, $*Ф1}2 (рФ  
Ф\!2)  решения (41.6), (41.8) линейно независимы.

Т е о р е м а  41.1. Если 0 < р < 1 , 0<Р*<С1 и либо рФ \!2 , либо
Р* Ф \ /2 (соответственно 0 <  р <  1, р Ф  1/2), то общее решение урав- 
нения (41.1) (соответственно (41.2)) выражается формулой

Xj  V (9 )  Г« 1 + ף) -1(1'י״־־*־ dt1־ - О6( ‘י’־־'j  т (в )■t = ף) Ь< 
о

X (1 -  0 ־ * 'л  =  J,  (Р. Р*) +  Л(Р, Р*) = ׳-  (Р. р•),  в ־= S + ף)  -  в<,
(41.9)

где т (0), v (0) — произвольные дважды непрерывно дифференцируемые (со- 
ответственно непрерывные) функции.

В случае р =  р* =  р =  1/2 такое решение имеет вид

1п [(*-<*) (Л - 0 1  Я .

(41.10)

З а м е ч а н и е  41.1. В частности, если функции т(0) ,  v(0) аналитич- 
ны в некоторой области 3) (т. е. при (£, л)£&) ,  то формулы (41.9),
(41.10) доставляют все аналитические в 2) решения уравнения (41.1).

Остановимся кратко на процессе нахождения общего решения уравне- 
ния (41.1) при других значениях параметров Р, Р*. Пусть — &<Р*<Т—k, 
— / < р < 1 — /, k, 1=  1 , 2, 3, . . , р +  р * ^ 3—  ,2-  ,1 _ Тогда . . ,־
в силу неравенств 0 < 1 — k — Р * < 1 ,  0 < 1 — / — Р < 1  функция

/!(1  — k — р*, 1 — I — Р) (см. (41.6)) будет решением уравнения Е(1 — 
— k — р*, 1 — I — р) и =  0. Вычислим производную

■ J L  , / 1 ( 1 - * - р * .  1 - ( - Р ) =  Г 9)< זד)׳+* ) Г - < ) ־ ״ 1״ ( ' dt, (41.11)
5л о

полагая т ( 0) достаточно гладкой. Очевидно, интеграл справа в (41.11) 
удовлетворяет уравнению £ ( 1 — р*, 1—р)м=0.  Поэтому, умножив обе ча- 
сти (41.11) на (л—! )  -P-P* и применив лемму 41.1, убедимся, что по־־1
строенная функция будет решением уравнения (41.1). После аналогия-
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ных преобразований над вторым решением / 2 придем к общему решению 
,этого уравнения вида

״(?, (41.12 )
og 0ף

где /  (р, р*) указана в (41.9).
С учетом того, что р* +  £ > 0 , р +  /> 0 , можно получить и другой вид 

общего решения

(41.13)•Ч Р  +  / .  Р *  +  * )
(г і - В 1 Н М № '

dk+l
d f d n 1

u ( t  T ] ) '= f t - B IHM1,

Если, например, р = р * = 1 /2 —k, k=0,  1, 2, ..., то решения /!, / 2 станут 
зависимыми и вместо J в формулы (41.12), (41.13) следует подставить 
правую часть из равенства (41.10). Если же одно из чисел р, р* целое, 
то уравнение (41.1) может быть проинтегрировано в квадратурах кас- 
кадным методом Л апласа (см. книгу В. М. Бабича и др. [1, с. 43]) .

Следует отметить, что к представлению (41.9) можно прийти и через 
формулу (40.12), опираясь на метод Римана и функцию Римана для 
уравнения (41.1), имеющую вид

ЯЕ &  ч; 50, ( (»ח = ף — l )84 ־8‘ ף)  - & Г 8 too - 0 1 < ־8 (P. P*; 1; ״ ).

g - Ь Н л - ч . )
)5—ף)(סר—?0(י

где — функция Гаусса (1,73) (см., например, книгу В. М. Бабича и 
др. [1, с. 48] ).

Полученные результаты несложно перенести на случай эллиптическо- 
го уравнения (41.2). Так, из формул (41.7), (41.3), (40.6) при 1 т  t =  0 
получается следующее частное решение уравнения (4Г.2):

V ( I П, 0׳   = с! (I — t) p(t — l) р =с! exp I— (р +  iq) In (Е — 0 ־ 0״  ־  — iq) x

X In (£ — 5)] -  c!exp [— 2/7 In \l — fj — (/? +  iq) i arg ( | — 0 —

— (/7 — iq) i arg {t — 1)1 =  c! | |  ~~ t\~2p exp [— (p +  iq)נ|״ —

— (p — iq) І (я — ф)] =  c2r ~ 2p e2‘ (41.15) 
где

׳1  =  IS -* I =  V ( x ~ t ) * + y\  (41.16)
t  =  arg (E — t) — arccos [(* — 0 / < у ,[!־׳  0 . (41.17)

Положив здесь c2= l\x(t) или c2= / — v(Y), проинтегрировав по оси־2 оо< 
< t< сю и воспользовавшись леммой 41.1 в отношении к уравнению (41.2) 
(см. такж е (40.20)), придем к следующим двум решениям уравнения
(41.2):

יל
и{х, y) = l!y J  — /)2 _{_ у2  ̂1 р (41.18)

С v(t)e2™
и { х ' у)  =  к  )  (4 1 л 9 )

—  во

Эти представления являются аналогами решений (40.26) и (40.27) для 
уравнения (40.18), которое при р=А ־0=,  совпадает со случаем q~ 0 урав- 
нения (41.2), а такж е аналогами функций /!({5, р*) и / 2(р, р*). Аналогом
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решения (41.10), содержащим логарифмическую функцию, здесь будет 
решение уравнения (41.2) с р = 1 / 2  вида

dt, (41.20)
(х — t f  +  у2

и{х~-у)~1ш Г -— J M £ Z = \ C x +  С2\п
. } J  У ( * - о 2  +  1 / 2  L

где С и С 2 — произвольные постоянные.
Совершив в формуле (41.6) замены (40.6) и (1—2^)у=0 и учтя (41.3), 

придем к следующему аналогу формулы (40.30):

«(*. у) = |  T(* + < w - e y - '  (^3 5 ) ^ 0 . (41.21)
—у ' У  ^

В частности, если q = 0 и x(z)=x(z) ,  то отсюда вытекает следующий 
частный случай (приЯ=0)  формулы (40.33):

и (х, у) 2 = l3y־ '~ 3p f ;Re т (х +  *0) (У2 — в2)1“ * 1 יןdQ ״ -р,
б

=  /3Г ( р ) / % 2 , ^ е т ( х 4 iy), (41.22) ־

где lift' « — оператор Эрдейи— Кобера (18.8), применяемый^ по переменной 
у. Д ля последних формул имеет место следующий аналог теоремы 40.4.

Т е о р е м а  41.2. Пусть р > 0, а функция х (z) в окрестности точки 
2 = 0  аналитична (или соответственно аналитична, четна по у и удовлет- 
воряет условию %(z)=x(z)).  Тогда формулы (41.21) (соответственно
(41.22) ) доставляют все классические (и£С2) (соответственно классиче- 
ские и четные по у) в окрестности (0, 0) решения уравнения (41.2) (соот- 
ветственно (41.2} при q=0), для которых значение и(х, ± 0 )  ограничено 
и при 0 < р < 1 / 2  справедливо равенство иу(х, 0)  =  0, причем иу(х, у) = 
= 0(у) ,  у-*-0 . Если еще выполняется условие (40.31), то функции (41.21),
(41.22) удовлетворяют краевому значению (40.32).
_  Обратная к (41.22) формула получается из (40.34) при Я, =  0 (когда 
1 т - р - 1 (ЬУу2 — t2) =  1) и условиях из теоремы 40.5.

В заключение пункта отметим, что, основываясь на формулах из § 17, 
п. 2 °, 16.2, можно выписать связь между асимптотиками функций x(z) и 
и(х, у) при г/->- 4- 00. В самом деле, если

(41.23)
__ _2 к

Re т (х 4־ iy) ^ 2 1 ^к (х) у  при у-+ +  оо,
ft= 0

из равенств (41.22) и (17.17) получается следующее асимптотическое 
представление решения и(х, у) задачи (40.32), (40.31) для уравнения 
(41.2) с <7 =  0:

4־
( -  !) 1̂ { g ( *  +  iy); 2 6 + 1 }  

k\T(p  — k) y 2ft+1fc=0
и (х, у) ~  /3Г (р)

(41.24)при у - > 4-  оо,2k
Г ( 1 /2  — k) 

T{\/2 +  p - k ) y+  2  ^k (■«)
fe—о

где { g  (х 4־ іу)\ 2Де — 1} — преобразование Меллина (1.112) функции
g (х 4־ iy) по у в точке 2k 4 1 .־ 

2°. Классические и обобщенные решения задачи Коши. После замены 
у  на iy эллиптическое уравнение (41.2) принимает вид гиперболического 
уравнения

589



(41.25)c -  2p nE U — &хх И.0 — ״
ע ע

Для последнего характерна задача Коши с условиями

и(х, 0) =  0 >ג)זר:),  х < 1 ,  lim (— y f puy (x, y)]=v(x)t 0 <  д: <  1, (41.26)
и-*—о

рассматриваемая в характеристическом треугольнике Z ) 0 } = ־ < —у <  
< х <  \ +у).  Решение этой задачи с точностью до коэффициентов можно 
получить из формулы (41.9) и других формул для общего решения из 
предыдущего пункта, если в них положить

? != > + !&  Ц = х — у, $* = p +  qt $ = p — q. (41.27)

Таким образом, устанавливается следующая
Т е о р е м а  41.3. Задача Коши (41.26) для уравнения (41.25) в облав- 

mu D~ при условиях т £ С 2 ([0 , 1 ]), v £ C 2 ((0, 1 )), 0 < Р * 0  ,1> >־ р < ; 1 ,  
Р +  Р *  <  1 корректна, а ее решение и ^ С 2(D־)[u выражается формулой

и  ( х ,  у )  =  ~ А у  ( - ־  , ) ׳ ־ ך  V ( х  +  у  (1 -  2 0 )  (1  -  ( Г ׳ ‘ r ' d t  +
о

(41.28)+  7— ־  J  т (х +  у  (1 -  2t)) (1 - 1)*-1? • - '  dt,
В(р, р*)

где ^  =  [ ( l - 2 p ) B ( l - p * ,  1 - Р ) ] ־1 .
С л е д с т в и е .  Если на характеристике у = — х выполняется условие

и(х, — х) =  ф(х), 0 < ! х < Л / 2 ,  (41.29)

имеет место следующее представление функции v(x) через т(х) и ф(х):

+
х

~2
/ 0+Ф

21~ZpT ( \ ~  Р) р d

(41.30)/о іт (х ) ,
Г (1 — 2р)Т(р*) dx +  w  

где / 0+ — оператор дробного интегрирования (2.17).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Подставив в (41.28) у — — х и воспользовавшись 

(41.29), после замен 2xt = :и 2х на х получим следующее равенство ן1 

Г (1 — 2р) dx

21 2 ־ рГ(2/?)Г{1 — р) d

v(x) =

+

Y ) ־4 )  =  -  г  (1 -  Р * )  / о ? ״ ‘ x - f  V( * ) +

+  ! Ш - х ' - * П § + х * ' - \ ( х ) .  
Г(Р*)

Применив к нему оператор / 0+ 1, придем к соотношению

/ ч  г 1- /׳21  , р - 1 , 1 х \ ,
v ^  “  Л!Г(1— р*) /0+ М  2 / +

Д* -1 Г (2р) р .р*—1 1—2р rp / v2 2״ 1
0*4■ *10+ Х }0+Х (*) X' ■ ־Л!Г(р*)Г(1 — р*)+

Воспользовавшись теперь формулой (10.12), вычислим композицию из 
последнего слагаемого:
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' х' ־2״  /§+ / • - Ч  W =  /г-f (11V  х' ־2׳׳  /§+ X-1 (״ *2־״ т (X) =

=  /Г^(/?+х־ *'/?Й,х‘ ־2״ )хг1 ‘̂ = (х)׳  г '  /?5_х(х),

что в итоге приводит к формуле (41.30).
З а м е ч а н и е  41.2. Соотношение (41.30) сохраняет силу и при менее 

ограничительных, чем в теореме 41.3, условиях 0<!р +  р*< 1 , р*> 0 , р<1 .
З а м е ч а н и е  41.3. Соотношение (41.30) широко используется при 

исследовании уравнений смешанного типа, см., например, книги Ф. Три- 
коми [1], А. В. Бицадзе [1—3], М. М. Смирнова [2, 7]. Однако обычно 
оно доказывается более сложным способом, не использующим формулу 
( 10. 12) .

Во многих случаях, особенно при решении краевых задач для урав- 
нений смешанного типа, условия т, v, г+С 2 из теоремы 41.3 приводят к 
труднопроверяемым ограничениям на заданные функции. Эта проблема 
решается путем рассмотрения формальных не достаточно гладких реше- 
ний вида (41.28), которые могут быть приближены решениями из клас- 
са С2. Рассмотрим теперь класс R\ таких обобщенных решений задачи 
Коши, введенный К. И. Бабенко [1, 2].

О п р е д е л е н и е  41.1. Функцию (41.28) с Р=р*  =  р будем называть 
обобщенным решением уравнения (41.25) с q =  0 из класса R! в области 
D~ =  (0 <  — у <. х <  1 -(-у} ,  если 0 <  р <  1 и

т<=Яа1 ([0 , 1 )), а 1 > 1 - р ;  л + Я “*Ц0, 1)), о 2> р ,  (41.31)

где Я *1 —((־ ([0,  класс гельдеровских функций, см. § 1 , п. 1 °.
Справедлива следующая
Т е о р е м а  41.4. Пусть обобщенное решение (41.28) с q — 0 задачи Ко- 

ши (41.25), (41.26) принадлежит классу R !. Тогда их, иу £ С (D־ ), функция 
иу удовлетворяет второму условию (41.26) и существует последователь- 
ноешь {ип}Т= 1 » ип Е (D~), классических решений уравнения (41.25) такая, 
что в любом замкнутом треугольнике DT— {8 <С — У < х< ;1  +  у) выпол- 
няется равенство П т ип =  и.

П-+оо
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Перейдем в (41.28) к координатам (41.27) 

и воспользуемся леммой 13.2, из которой следует, что в силу (41.31) 
имеют место представления

е 0

* (0) =  * (0) +  J ־(5 — 0)  р+8ф (s ) ds, л> (0) =  v (0) +  f (0 -  s)p1+8־  ф (s) ds, 
о 6

(41.32)
где 8 >  0 достаточно мала, а функции ср, ф £ С ( [ 0, 1 )). Подставив эти 
значения в формулу (41.28) при р* =  р =  р и поменяв порядок интегри- 
рования по области 0 <  s <С 0, |  <  0 < ף  , получим

.а ״  Ч) =  -  Л ,22р-1 (г! -  ! )' ־2״ В (1 -  р, 1 _  р) V (0) +  т (0) +
I וי מ

+  ( J  d s j  dB +  J  d s J  d0) [ -  Ay22p- ' y  (s) ( ף — 0״־( p(0 — £)־ p(0 — s)p 1 ־ +B +  
о E I ־

+  (B(p, p))-1(r] — §)I—2рф (5) (4 — в) ^ 1 (9 — | ) s)-p+e]. (41.33) — מ—1 (6
Воспользовавшись теперь заменами 0 =  (rj — g)  ̂-f- g или 0 =  (s — ף׳ / + ף) , 
вычислим внутренние интегралы по формуле (1.73). Тогда

и ( |,  г)) =  - Л 122 1 ״ ־ В ( 1 - р ,  l - p j ^ ^ D ' ^ v f o J  +  T t O ) -

-  2Zp~ iA1B(l  -  р ,  р  +  е ) ( ( { נן, ־ מ -1״  ( s ) ף)  -  s)\F ,
г

Pi 1 — Pi 1 + 8 ;
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)в+’1*/־־־ + ds 'ו s־ וי ־
B(p, p)£—וי

(л — 5) p J <p(s)(^~s)e/ 1  1 — p\ 1 +  8;

d s +  Г Ф (s) (л — S)־ p+V 1 ( P, P — 8; 2p\ ds —
Л — 5/ i \ Л — sf

» /
- 2 * 4 B־״ (1 -p , 1 — / (׳וי) - 5(‘־־׳׳  j4> (s)(S-s)״ ־ '+V 1  l - p ,

0 \

(41.34)ds.s  —  л
1 - 8

1 — p — e; 2  — 2p;

Все указанные интегралы являются собственными, имеющими непрерывные 
в области X) производные по параметрам £ и л• Производная по £ послед- 
него интеграла также существует, так как по формуле (10.13) соответст-

=  0 (1 ) при s —>£. Производные__ ווי
Л — s

; Ftр—1+ е
2вующая функция (? — s)

всех слагаемых из (41.34), кроме первого и последнего, при л ־־,־ І  имеют
порядок О [(л  —  І )  РГ  Применив к равенству (41.34) оператор ( л — 1)2р X

из первого и последнего слагаемых в пределе найдем
д1Х 1 дл '

значение

litn (ף -  I)“״״)״ -  И5) =  -  ^ - В(1״  р, 1 -  />) (1 -  2р) X

X [v(0) +  ]  ф(־) ( | - s ) ״ ־ ‘+ ,ds] =  -  2 ־׳׳ v(£),
о

причем этот переход осуществляется равномерно при 0 ^  ^  0 <С 1 . 
Отсюда после замен (41.27) получается второе из равенств (41.26).

Поскольку Ф, ф(־ С([0, 1)), то по теореме Вейерштрасса существуют
последовательности функций {фЛ$)}я= ь  {Фп (s)}~=1 € С2([0, 1)), которые 
равномерно на любом отрезке [0, 0О], 0О<; 1 , стремятся к ф и ф соответ- 
ственно. Формулы (41.32) ставят им в соответствие функции хп, vn, 
п =  1, 2, . . .  , которые также принадлежат С2 ([0, 1)). Но тогда и
соответствующие решения (41.28), обозначаемые через ип, также принад- 
лежат C2(D~), причем ип-+и. Теорема доказана.

3°. Полуоднородная задача Коши в многомерном полупространстве.
Рассмотрим в полупространстве R+ " 1 =  {(х, у ) : х =  (х!, . . .  , хп) £ Rn , 
у 0 задачу Коши для гиперболического уравнения {כ> 

(41.35)2  р ди 
У дУ

д2и д2и
дхі ду22

с полуоднородными условиями

и{х, 0) =  т(х), иу (х, 0) =  0, (41.36)

где х (х) £ С2 (Rn) — заданная функция.
Известно, см., например, книгу Р. Куранта, Д. Гильберта [1, с. 466], 

что при 2р — п— 1 решение задачи (41.35), (41.36) единственно и выража- 
ется через сферическое среднее Мп(х, у; х) от функции т в пространстве 
Rn по формуле

и(х, у) =־ Мп (х, у, т) =  —Ц -  Г х (х +  yt) do, (41.37)
>S ״ ־ JI *1- ״
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где ta—\(t,Xy , tn) принадлежит единичной сфере*• 5 п_!, т. е. \t\ =  י 1 
d a — элемент площади поверхности этой сферы, a |Sn_xj =  2 л2/ ״ /Г (д/2) — 
площадь ее поверхности (ее величина находится из равенства (25.9) при 
f  г= 1 ). В частности, из равенства (41.37) следуют формулы

М п!х, 0; т) =  т(х), (41.38)

М! {х, у, %) = ־21   [т (х — у) +  т {х +  у)]. (41.39)

Применив к решению (41.37) по переменной у  оператор Эрдейи — 
Кобера / п>а (18.8), обозначаемый ниже через /^ « ,  и подобрав его пара- 
метры так, чтобы оператор (41.35) с 2р = п — 1 преобразовывался бы в 
оператор (41.35) с произвольным 2р по лемме 40.2 в случае X =  0, 
построим функцию

״ <*. и =  Г % +  ‘(2) №/2-1.р+и-»>,2М״[(Х1 у, т). (41.40)
Г (п/21

Эта функция в силу леммы 40.2 будет решением уравнения (41.35), а 
постоянный коэффициент в ней выбран так, чтобы ввиду равенства
(41.38) выполнялись условия (41.36).

Отметим, что и в случае р < ( п — 1)/2  функция (41.40) остается ре- 
шением задачи Коши (41.35), (41.36),. если пользоваться доопределени- 
ем оператора Эрдейи—Кобера /ת, а на значения а < 0 , рассмотренным 
в § 18, п. 1°. Однако, как показано в работе D. W. Bresters [2], решение
(41.40) в случае р < 0  не является единственным.

Формулу (41.40) с помощью равенства (23.1) можно представить в 
виде

® ,у Sds {Мп (х, у, т); s} (ע)
У+ІОО

Г(р +  1/2) Г Г ((п -5 ) /2 )  
г  (я/2) J Г ((1 — s)/2 +  р )

у — гею

и{х, у) =

(41.41)0 < у  <  1 ,

где 2)Р>— оператор преобразования Меллина (1.112), действующий по 
переменной у. Такая форма решения задачи Коши допускается при 
2р ф  — 1 , —3, ... и оказывается полезной при изучении асимптотики этого 
решения.

В качестве примера такого исследования укажем асимптотическое 
разложение решения и(х, у)  при 1/-^оо в случае, когда п= 1 , р > 0, a x(t) 
имеет простейшую асимптотику вида

оо

т (0 ~  k' 00 41.42) ־)
о

Тогда, как указано в работе N. Berger, R. Handelsman [1]:

(41.43)
סס

М! (*. У\ х ) ~  2  сь (Х)У 2*י
h= 0

где cft (х) — многочлены вида

@2h-j ( Х) , k —1 , 2 ,
2 k —  12h— 1

c0 ( x ) =  fl0, Ch ( x )  =  2
/=0

Отсюда с помощью разложения (17.18) находим искомую асимптотику 
решения уравнения !41.25) при 9 =  0: , .
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и ( х ,  у )
г (р + 1/2) Г ў  2<—l)hatt<g) tAl, (jc, y ;t );2M - l)  

V *  k \ T { p - k ) ! r + l

(41.44)<*(*)» “
Г (1/2 -  k) ]

Г,(р +  1/2 -  k) J4־

В заключение пункта отметим, что лемма 40.2 в случае произвольного 
X дает возможность на основе решения (41.37) построить решения за- 
дачи Коши для произвольных однородных линейных гиперболических 
уравнений 2 -го порядка с постоянными коэффициентами. В״самом деле, 
указанные уравнения заменами переменных могут быть сведены к урав- 
нению вида

2  VWk ״  ־  v«y ־ ־  %*v = (־45 41) •0‘
ft=l

В силу леммы 40.2 решение v(x, у) этого уравнения можно преобразо- 
вать в решение и(х, у)  уравнения (41.35) с 2р = п — 1 по формуле

*)״ ״ . > =  Vy ~ ■ ( " { '  1 ў і ) ״(*.■»). (41.46  )

где Jly) (г!, а) — оператор Эрдейи — Кобера Ух(г], а ) (37-45), действующий 
по переменной у . Тогда условия (41.36) сохранят силу и для решения 
v(x, у), а обратное преобразование осуществляется формулой (37.57):

щ־ = (У י*)״  №  ( 1 ץ ד ־ . l~Y^) Мп # *)47•41) ־>
Если еще на основе^ решения v(x, у) построить функцию

у
v(x, у) =  j* v(x, t)dt, (41.48)

то она такж е будет решением уравнения (41.45) , удовлетворяющим сим- 
метричным с (41.36) полу однородным условиям

v {х, 0) =  О, Ъу (х, 0) ־־־ %Цх). (41.49)
Заменив в этом решении %(х) на \ ( х )  и сложив его с функцией (41.47), 
придем к решению задачи Коши общего вида (41.26) с /7 = 0  для уравне- 
ния (41.45).

4°. Весовые задачи Дирихле и Неймана в полуплоскости. В настоя- 
щем пункте с помощью формул (41.18) — (41.20) осуществляются реше- 
ния задач Дирихле и Неймана в полуплоскости у > 0 для уравнения
(41.2) при всех значениях параметров р и q. Имеют место следующие 
аналоги теорем 40.7 и 40.8.

Т е о р е м а  41.5. Пусть % является непрерывной ограниченной на 
оси (—оо, с») функцией. Тогда задача Дирихле в полуплоскости у>  0 
о нахождении решения и(х, у)&С*(у>0) уравнения (41.2) в классе 
ограниченных на бесконечности функций по условию (40.32) корректна 
для любого действительного q лишь в случае /7< 1 / 2 . Ее решение выра- 
жается формулой (41.18) с коэффициентом

■ 1 «

Т е о р е м а  41.6. Пусть v является непрерывной и абсолютно интегри- 
руемой на оси (— оо, оо) функцией, причем если /7< ! 0 , то еще [V(*)]־<■
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< C  \tfp 1 е, е > 0 ׳ , |/| оо, С — const. Пусть также выполняется 'необхо- 
димое условие (40.49). Тогда весовая задача Неймана в полуплоскости 
г / > 0  об отыскании решения и £ С2 (у 0 <נ) уравнения (41.2), исчезающего 
на бесконечности и удовлетворяющего краевому условию (40.45) при 
— оо <с х < ; оо, является корректной лишь в трех случаях: 1) p ~ > q , 
q произвольное, 2) — 1/2 <Lp<. 0, q =  0, 3) р q — 0. В£случаях 1) и 2) 
ее решение имеет вид (41.19), где]

U = -  22р~2п~ге~(1пВ (р, | ) ,  (41.51)
а при р =  q — 0 выражается формулой Щ(40.50), непрерывно связанной 
с (41.19), (41.51) лишь при <7 =  0, 0. Эти решения содержат
абсолютно и равномерно сходящиеся (по множествам [ у ^ 0 ,  \х\ <  R}) 
интегралы и исчезают на бесконечности порядка и — 0 (р_2р_1), причем 
их, иу — 0 (р “ 2' ־2 ) при р =  V x 2 +  у2- ->  ОО.

Т е о р е м а  41.7. Пусть р — 1/2 , а х  является непрерывной на оси 
функцией, причем |т (£)j <  С |/[“ е , е > 0 ,  \t\ -> оо, С — const. Тогда весовые 
задачи Дирихле и Неймана в полуплоскости г />  0 о нахождении решения 
и (х, у) £ С2 (і/ 0 <כ) Iуравнения (41.2), исчезающего на бесконечности и 
удовлетворяющего соответственно условиям Д

Нш 1п1־  у и (x,fy)= lim уиу (х, у ) = х (х), — оо <  х <  оо, (41.52)
у -*+о у 0 + * ־

разрешимы формулой (41.20), где ф имеет вид (41.17) и

/Г 1 =  ~ ( 1  +  e2qlt)(Cx- A C %), А =  1п4 +  2С +  ф ( 1/2 - й 7) +  Ф(1/2 +  iq)
(41.53)

или же эквивалентной формулой

dU (41.54)еАС~ 1у с
1п

х  (t) в2**
2 chqn J V ( t  —  x f  +  y 2 ((x — t f  +  y 2fl

er-qn
u ( x ,  y) ־־ 

где С, C1, C2— произвольные постоянные, a t|t ( z ) — функция (1.67).
З а м е ч а н и е  41.4. Если в формуле (41.19), а в (41.18) после диф- 

ферендирования по у перейти к пределу при #->0+ р ,־ <  1 / 2  с условиями
(40.32), (40.45), совершив затем замены

с! =  ch<7n, с2 — — sh qn, <х]= 1 — 2p)f f i(x) =  х (х), cp (f) =  Г (а) 12еЛп\  (/),

то получатся равенства (12.11) и (30.78), отражающие связь между 
прямым и обратным преобразованиями Феллера.

При остальных значениях параметров р и q являются разрешимыми 
следующие краевые задачи.

A. Если р>  1/2 , a q произвольно, то весовая задача Дирихле (40.51), 
— о о < х < о о ,  разрешима формулами (41.19), (41.51).

Б. Если р = 0, <7=740, то весовая задача Неймана
Пш 1п_1г/ иу (х, у) — v (х) (41.55)

-ע + о

разрешима формулой (41.19) при р =  0, =  [4<7̂ л sh^n}1־ .
B. Если р< . 0, q=j£= 0, то задача Неймана

иу (х, 0) =  v (х), — оо *< х <С оо, (41,56)

в классе ограниченных на бесконечности функций разрешима формулой
t

(41.18), где следует положить x(t) =  — pq1־  J  v (0) d9 -f- С, C  — const,
—oo

причем C =  0, если и на бесконечности исчезает.
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Т А Б Л И Ц А  4 1 . 1

р
1

<  ~ 1 Г

1
~  2 -  }  < р ־- ° 0 < 0 0<р<  т

1
2

1
> 2

q 0 0 0 0 V V V

и — О 1 1 1 1 1 1 \ п у у 1 - 2 Г

и и = 0 У у \ п у у - 2 Р 1 1 у -2р Г ־1 у - 2р

Г. Если q — О, р — — 1/2, то весовая задача Неймана
lim (у 1п у)~гии (х, у) — v (х), — оо <; х<С оо, (41.57)

У-++0

разрешима формулой (41.19) при q =  0, /2 =  — 1/2.
Д. Если <7 =  0, р <С — 1/2, то весовая задача Неймана

І іт  (х, у) — v (х), — оо <  х <  оо, (41.58)
ס+־י-ע

при условиях (40.49) и |v (/)| <  С |/ р 2~ е, 8 > 0 ,  |/| -+■ со, в классе исчеза- 
ющих на бесконечности вместе с производными первого порядка функций 
единственным образом разрешима формулой (41.18), где следует положить

« к 0  и '*(/) =  f (< -8 )v (9 ) 'd 8 , a k  =  ^ (1 ~ Р) '  ■ .
_joo I х 11 Г (— 1/2  — р)

Для достижения единственности решений всех указанных задач на 
искомые решения следует накладывать дополнительные ограничения, 
устраняющие особые решения, уравнения (41.2) вида у х~2р г2р~2 е2̂ , 
y l~2p, r~2pe2qif, 1 (и 1 пу, /1ץ־ In (yr~2) e2q̂  при p =  1/2 ).

В приведенной здесь табл. 41.1 отражается зависимость порядков 
решения и уравнения (41.2) и его производной иу при у-*-0 от величин 
параметров р и q.

Из таблицы видной какие -веса соответствуют корректным задачам 
Неймана и Дирихле с данными на особой линии г/ =  0.

§ 42. ОБЫКНОВЕННЫЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ДРОБНОГО ПОРЯДКА

Уравнения, в которые неизвестная функция у(х)  входит под знаком 
производной дробного порядка, т. е. уравнения типа

Е(х, у (х), ^>а‘<0 1(х)#(х), й>“> 2 (х) у(х), . . . , 2 ״(0“( л (х) у  (х)) =  g (х),
(42.1)

где — S)aj+ или ££>«/-, называются обыкновенными дифференци- 
альными уравнениями дробного порядка. По аналогии с классической 
теорией дифференциальных уравнений среди дифференциальных урав- 
нений дробного порядка выделяют линейные однородные и неоднород- 
ные, уравнения с постоянными и переменными коэффициентами. Диффе- 
ренциальные уравнения дробного порядка изучаются как в пространст- 
вах регулярных функций, т. е. функций, суммируемых с некоторой сте- 
пенью, непрерывных и достаточное число раз дифференцируемых в клас- 
отческом смысле, так и в различных пространствах обобщенных функ- 
ций.
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В приложениях часто возникает необходимость решать аналоги за- 
дач Коши и Дирихле для дифференциальных уравнений дробного по- 
рядка. Так, если требуется найти решение у(х)  уравнения (42.1), удов- 
летворягощее начальным условиям

&>Ь+У (Х)\х̂ х0 = ЬЪ 3>1+У (X)\x̂ x0 = h,  . . .  ,
Юь+у{х)\х=х0 =  bm, х0, b, &!, . . .  , bm, Pi, . . .  ., — const,

то будем говорить, что разыскивается решение задачи типа КоиХи для 
уравнения (42.1). Если же значения искомой функции или значения ее 
производных целого или дробного порядка заданы на концах некото- 
рого отрезка [х0, х!], будем говорить, что для уравнения (42.1) постав- 
лена краевая задача или задача типа Дирихле.

В последующих пунктах приведем постановки некоторых конкрет- 
ных задач для дифференциальных уравнений дробного порядка, изучим 
вопросы разрешимости этих задач в различных классах функций, а так- 
же рассмотрим приложения теории дробного дифференцирования и 
теории дифференциальных уравнений дробного порядка к интегриро- 
ванию некоторых классов дифференциальных уравнений целого по- 
рядка.

1°. Задачи типа Коши для дифференциальных уравнений и систем 
дробного порядка общего вида. Пусть требуется найти функцию у(х),  
удовлетворяющую уравнению

da -
——  У (х) =  /  {X, у), п — 1 <  а  <  п, п =  1, 2, . . .  , (42.2)
ах“

=  2D 0-\-1 при начальных условияхda
dxa

[-—а] ( здесь и нижеп

(42.3)= bk, k =  1 , 2 , . . .  , и,
,а—k

dxa-k УХх)

где /  (х , у), а Ьп — заданные функция и постоянные величины,.
Рассмотрим ряд теорем о существовании и единственности решения 

поставленной задачи.
Обозначим через Rn следующее множество точек (х, у) из области 

D, лежащей в RXR:

,Ьп
Г(а-^-  п +  1 )

хп~ау (х)—Rn =  |(ЛГ, у) € D : 0 <  х <  h,

n—kt
(42.4)

кп— 1
«>2Ип Г (а  -  ft +  1)

где а, к, Ь0 — некоторые постоянные.

Т е о р е м а  42 .1 . Пусть f (х, у) — вещественнозначная, непрерывная 
в области D функция, удовлетворяющая по у условию Липшица

If(*, У л) — fix,  уа) |< Л  \Уг — у2\

и ограничению sup \f (x, у)| =  &0< о о .  Тогда решение задачи Коши (42.2),
(х,у)е.о

(42.3) для п =  1 в области R^ a  D (см. (42.4) при л — \) существует, 
непрерывно и единственно.

Т е о р е м а  42.2. Пусть f (х, у) удовлетворяет условиям теоремы
42.1. Тогда решение задачи Кошц (42.2), (42.3) для п — 1, 2, , . .  в обла? 
emu R n cz D существует, непрерывно и единственно.
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Т е о р е м а  42.3. Пусть fk(x, у и . , . , ут), k = l ,  2 , . . . , т, еещест- 
веннозначные непрерывные в области Dm<z:RxRm функции, удовлетво- 
ряющие условиям

т
1 fh (זג»* Уи  ■ • • » Ут) :/л (זג, z!, . . .  , z m)I ^  А  IУі —  Zi\,f k  =  1 , 2 , . . . ,  ш,

г=1
фр*чтш■. ־־■״־■־״

и sup fk{x, у 1 , . . .  , ут) =  Af< оо. Тогда решение задачи Коши

da‘
Ук ( (זג י  / а (х , Ун  . . .  , Ут),dx?

=  bh> k — 1 , 2 , . . .  , m, 0 <  a <  1 ,
*=+0

Ла—1

f̂t
Г (a)

х г~ аУк (זג)

в области

= I (זג» У ■ י Ут) € П т . О х  ^  h t

k = l ,  2........... т ,

где а >■ Mh/T (a - f  1), существует, непрерывно и единственно.
Т е о р е м а  42.4. Пусть фунщия f(x, ух, . . .  , t/m) удовлетворяет 

условиям теоремы 42.3. Тогда решение задачи Коши

Ук(* )  =  / а y ,זג) lt , ут),dxa

Ькф  k 1, 2, . . .  , т, ] 1, 2, . . .  , п,
*=4-0

( f ־1  , .

п — 1 <  а п ,

=  |( х ז/?«) Ух, • • • , 0 • 6 ,זג  ^  h,

<  a, k =  1 , 2 , . . .  , ш י |

в области

xn~ayh (זג)Яг

bk,n
Г (а  — л +  1 )

л — 1 h n —

где а >  V ------------—  , dftl0 =  М, Л =  1 , 2 , . . . , т ,  существует,
j~0 Г ( а - / +  1)

непрерывно и единственно.
Т е о р е м а  42.5. Пусть рк(х), k =  0, 1, . . .  , т, и f (х) — непрерывные 

в интервале (0, К) функции. Тогда задача Коши
т j  (т—ft) а

(*) —> = (*)У■ ,»(«=־  f W . 0 < а < 1 ,Л<”־А=0

f̂tos—1
•' fca—1 У (^) =  f̂t> k — \, 2 , . . .  , /П,

х=+0 זגס

имеет единственное непрерывное на (0, Л) решение.
Т е о р е м . а  42.6. При условиях теоремы 42.5 задача Коши
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т

п,

^ ( m — k )  a

2 Л (*) , (̂ ) J W  =  / .(זג מ — 1)   < a <  n,
jS o /1y

dka-f
- J j s = r y (x) m, } =  1 , 2 ,

dx{

= bhtj, k — 1, 2 ,
ж=Н-0

имеет единственное непрерывное на (0, h) решение.
Д о к а з а т е л ь с т в а  теорем 42.1—42.6 ненамного отличаются от 

доказательств соответствующих теорем для дифференциальных урав- 
нений целого порядка. Поэтому полностью докажем лишь теорему 42.1.

имеем— /а — 10■0+
(Г а

dx~a.,!!"Интегрируя уравнение]] (42.2) ( здесь

f ( x ,  у),
<Га

dxraУ(х) =
сГа <?

dx~a dx?
откуда, согласно свойству (2.61) и условию (42.3), получим

У (1& = + זג)   Г — —  /  (*. У) d t■ (42•5)Г (a) J  Г (а) 
о

Итак, задача42.3) ,(42.2)״) приводится к уравнению (42.5). Покажем 
теперь, наоборот, что если непрерывная функция f(x, у) удовлетворяет
(42.5), то она удовлетворяет и (42.2), (42.3). Действительно, применяя

d“к последнему равенству оператор ־^ -  , имеем

dad״da Ct
~d&~ y  №  =  T (a )' ~ dtfT / זג)  זג“־1 +  , У),

d״откуда ~-j—  У (x) = f  (x, y).

1 получается без труда, если к (42.5)Условие (42.3) при п = k 
d“1־־ .применить оператор •

&  К * ״ ) -
+ ’/ ־

!а—1
£ l y u > — h - l ! _» W  Г (а) ^ - 1

־ ,״> »׳ ן ( א / ^77־ץ . + = ך
 ̂ Н) о

а затем положить х = 0.
Из сказанного следует, что уравнение (42.5) в указанном смысле 

равносильно уравнению (42.2) с начальным условием (42.3).
Дальнейшее доказательство будем осуществлять методом последо- 

вательных приближений (также здесь допустимо использование тео- 
ремы о сжатых отображениях, см. А. Н. Колмогоров, С. В. Фомин [ 1 , 
с. 73] ) .Пусть

у0с— 1 уа— I * ( у  л®1 ־

Уо(х) =  &1 ' г Т ^  ’ Уп ^  =  61 г 7 ^ " +  I  г ( а )—  ^  Уп^ № > מ1י 2י  =  -Г (а)Г (а)
(42.6)

Прежде всего позаботимся, чтобы точки (х, г/п (х)) оставались в R! при 
О Из условия sup f(x, г/) =  &0 следует оценка

<,х.у)$Е>
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<fi t ,  y n-xit))d t
X

j  (x — t)
0Г (a)

b1
Г (a)

x l аУп{х)

-----bj f i ------^ ------- bJ l ---- . (42.7)
Г(с* +  1) ^  Г (а  +  1)

Потребовав, чтобы bJijY (a 4: 1) <  а, получим, что {x, yn (х)) £ R! при 
О C  x h.

Теперь оценим разность уп (ג;) — уп_! (х). Согласно (42.7), имеем

\У1 ( х )  — Уо Ml <  b0xa/T (а +  1) <  b0ha/T (a -j- 1).
Из (42.6) при п =  1 с помощью условия Липшица и предыдущей оценки 
находим

<
X

Iу,  М  -  !1 = Ml׳  — f - І  Г (* -  о ־1“  tf (f. У, (0) -  І  (<. Vo W) Л  
Г (а) .!

■ Л

<  г Л -  J (* -  tf~'\y 1<0 -  у. (01 ־а  <Г (а)

_ b f _ _ d t<  Ab0h2a 
Г (а +  1) ^  Г (2а +  1)

< —4— Г (х — 0'
Г (a) J

Повторив многократно такие же оценки, окончательно приходим к ра- 
венству

\Уп М -  2л.-,' Ml <  л ־״‘6״ л”“/г («в +1).
Отсюда следует, что последовательность уп(х) равномерно относитель- 
но х (0< х ^ Н )  стремится к некоторой предельной функции у(х).  Эта 
функция при 0 < x ^ h  непрерывна и удовлетворяет неравенству

I«1*  У Ах) — 1^׳/Г ( а ) |<  а,
которое следует в пределе при я->-оо из неравенства (42.7). Совершив 
теперь в (42.6) предельный переход при п-^оо в силу непрерывности 
f(x, у),  легко получим равенство (42.5).

Докажем, что при достаточно малых h решение у  .единственно (זג) 
Пусть Aha /Г (а +  1) <  1 , и предположим, что имеются два решения у(х) 
и Y (х) рассматриваемой задачи. Подставив их в (42.5), после вычитания 
получим

fi t ,  Y(t))]dt[fit, У it))
I Г (х -  t)a~ lIJ Г (а)

\ y ( x ) ~ Y ( x ) \  =

<  Y ^ - f  ( * - « ) ״ ־ V w - r w i r f ( .

; О
Допустим, что разность \у[х)— Y (х)| на промежутке 0 < C x ^ h  допускает 
наибольшее значение 5 при некотором х =  £. Тогда при х = £ из последнего 
неравенства будем иметь б <  ЛГ״ * (a) a/i1״« ־  или 1 <  Aha/Г (а  +  1), что 
противоречит предположению. Этим и завершается доказательство теоремы
42.1. ........... '
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Теорема 42.2 доказывается аналогично теореме 42.1, только в этом 
случае полагают

a — ftbhx
=(*)«>ע 2

1 Г (а — & +  1)

Теоремы 42.3 и 42.4 являются распространением предыдущих тео- 
рем на систему дифференциальных уравнений дробного порядка. А тео- 
ремы 42.5 и 42.6 являются частными случаями теорем 42.3 и 42.4.

В заключение пункта рассмотрим два примера на использование 
теорем 42.1 и 42.2.

П р и  м е р 42.1. Решим следующую задачу Коши:

= (זג) у ״  Ху (л:), п — 1 <  а  ,d°
clx*

п.bk, k == 1, 2, .
х=0

!a—ft
-ь  У (*)

d
dxa~h

При решении будем пользоваться доказательством теоремы 42.1. Имеем
x a - k

1)Г (ау  о ( ж )  =  2 ь *
ft=!

Ут{х) =  Уа( (זג + ך7־־־־־  J (זג — t f  1 г/т- 1  (0 dt.

2 а — ftX
Г (2а — k 1)

r 3 a — ft

ז(*) 6 ־ J
Отсюда при т — 1, 2, . . .  находим

П
У1 {х) =  Уо{х) +  Х 2  bh

А=1

У% (זג) =  У1 (X) +  х 2 2  bh
к=1 Г (За — & +  1) 

что в общем случае приводит к формуле

1, 2, .

a/—ft
тх/ -  1

т + 1

Г (а/ — k 1)Ут(*) =  2  &fe2  ^
ft= 1 /=1

Отсюда в пределе при т —̂ оо имеем следующее представление искомого 
решения:

(Хха),Ja , l + « - f t
a — ft!

= 2 ^
.«/—а

ft=l1)Г (а/г / ( х )  =  2  ^  1

А= 1  /= 1
где (2) — функция Миттаг-Леффлера (1.91). В частности, если
а  =  п =  1 , то

- =г׳ М  =  » > 2  v '“ ‘ 'Г  У )/= 1

и происходит «стыковка» известного решения задачи Коши для урав- 
нения первого порядка и рассматриваемой задачи для уравнения по- 
рядка а.

П р  и м е р 42.2. Построим теперь решение задачи типа Коши для 
неоднородного дифференциального уравнения

у (х) — Ху(х) =  h (х), п — 1 < а ^ / г ,da
dxa



1, 2, . . .  , л.'hiь ־־
х=0

У(х)

с условиями

dbc“־־fe

Аналогично предыдущему примеру имеем

»Ш W  =  Уо М  +  -= $ -г  f (* -  i f - ' У״ -,  № dt +  - ± -  f  (x -  /)“- ,ft (0 Л. 
T ( a ) J  r ( a ) J

откуда
m-j-1 vai—h m ■1 /—1 ג:

*b w  2  +  2  2 r ־=־  ? 5 i  J  «* -  W * •* - 1  /-л Г (a; — 4 +  I) p r ( a / ) J
Далее в пределе при т -> о о  находим искомое решение задачи Коши

v ־“ ‘
к= 1  О

),״“ד  2=( * ע (  +  j  (* -  г ׳ £ «  [ь <* - ס  ר  а м  л .

2 °. Задача типа Коши для линейного дифференциального уравнения 
дробного порядка. Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение 
дробного порядка вида

г/«.'+ 2״0®  ftW ®1־*־*״»С*) + РпMs׳(*) = I (*), (42.8)
fc=0

где
=  0 o+־ Ij2>H -- 1 = k ־ * •   1 2 $ <п............י  0®■ = Г״״  1.

ft (42.9)

ak 2 Щ — 1 ־=־  . Л =  0, 1 , . . .  , л, 0 <  щ  <  1 , /  =  0 , 1 , . . .  , n
/=0

(очевидно, a* =  <Jh — ak_u k = \ ,  2 , . . .  , л, a 0 =  01 + a p ,(״׳  fc(*), /(л:)— 
некоторые заданные функции. Требуется найти решение у(х)  этого 
уравнения, удовлетворяющее начальным условиям

Ъ°ъу (* )U 0 =  К, k =  0, 1 ........... л -  1 . (42.10)
Изучение этой задачи типа Коши начнем со случая

/>ft(x) =  0 , k = 0, 1 , . . .  , л, 
т. е. рассмотрим уравнение

ЗУ742.11) ( *) /  = (׳1!/(*) 
с начальными условиями (42.10). Справедлива следующая

Т е о р е м а  42.7. Пусть функция f  (х) £ Ц  (0, а) представима в виде

f (X) =  d^n-1  f a י(*)  n <  1. (42.12)

гдеі 1 (*) £ (0, а). Тогда решение задачи типа Коши (42.11), (42.10)
существует, единственно и представимо в виде

X c k . _}_ Г (£— [ ф dt.
Г ( 1  +  сг») J  Г ( а п) П)о

у (х )=  ьл
ft=0
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формулы (42.9) очевидным образом вытекает, что

d*k~l d (42.13)Ъ°к dx“*1־־־ dx
Следовательно, уравнение (42.11) можно переписать в форме

D 1- y ״״ ( x ) = f { $
1d**

dx^n-i dx
или

J --- a r

(42.14)D

Таким образом, задача (42.11), (42.10) свелась к задаче (42.14) с 
условиями (42.10), где k=0,  1, ..., п—2. Снова, применив к уравнению
(42.14) формулу (42.13), аналогично предыдущему найдем

(42.15)>2-ц£ 4־Ьп-1
( Г * * ־1  

dx1'* * f־ i x)  +
d~** 

dx־־**
(Г**-1 

*dx־־**-'
3Ўп~гу(х)

Теперь задача (42.11), (42.10) свелась к задаче (42.15) с условиями
(42.10), где k=0,  1......  п—3. Продолжив этот процесс дальше, получим,
что уравнение (42.11) сводится к эквивалентному уравнению

у  (*) -  ф + (*) /«״־־  Ф ־1״׳! ״ ״ ־ - ,  +  . . .  +  ф к •״־־
которое после учета формулы

(42.16)

rak

Г ( 1 4 - (*״

4- D״״־/(*).

Ъ~акЬк =  К

х°кл—1

рך 7г т т> ! 2־ )׳ * )= )j£ 0  Г ( 1 + а к

приобретает вид

Покажем, что полученная функция у(х)  удовлетворяет начальным 
условиям (42.10). Д ля  этого к равенству (42.16) применим оператор

7  W•4- 3>°et)'
г & ־1.4)  h  — в о )

Ъ а°у (х) =  2  bh
ft= 0

Положив здесь х = 0 , получим условие (42.10) при k=0.  Подействовав 
на (42.16) оператором ©1״ и положив затем х = 0 , придем к условию
(42.10) при k = \ .  Продолжив этот процесс дальше, убедимся в выпол- 
нении всех оставшихся условий (42.10). Из равенства (42.16) также 
следует и единственность решения рассматриваемой задачи типа Коши. 
Теорема доказана.

Перейдем к основной теореме настоящего пункта.
Т е о р е м а  42.8. Пусть функции рь(х), k=0,  1, ..., /г, на отрезке 

[["0, а] удовлетворяют условию Липшица (т. е. условию Гельдера с по- 
казателем Л = 1 ), а функция f(x) там непрерывна и допускает пред- 
ставление

/ ( « ) =  g 4 ,  ?(*)■ 0 < 42.17) , 1 > »־ (״

где J (х) € Ly (0, а). Тогда если 061 < —״  а п, то задана типа Коши (42.8),
(42.10) имеет единственное непрерывное на [0, а] решение.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим Ъ°пу = (זג)   Ф  Тогда (42.8) примет .(:ג)
вид интегрального уравнения Вольтерра второго рода

(42.18)

(42.19)

Ф (*) =  ю (х) -}־ [ W {х, t) Ф (t) dt,

{х —
где

Г (0 п Oft)

( у ___ А а п  1 п  *

- Р п ( ^ ) [±- 7 ~ --------2  Рп-Н-г(х)
ft=oГ (а״׳)

W{x, t)

п~ 1 х״*
+ Г (1 ״  о*)

® (х) =  /  (̂ ) — рп (2 bh זג) 
к

(42.20)
am—״hX

Г(1 + т׳0   — агк)

я — 1 я —  1

2 ]  Рп-к-  (זג) 1
fc=0 m=fc

Из представления (42.19) видно, что ядро №Дх, 0  при t — x имеет ела- 
бую особенность. Применив к (42.18) метод последовательных прибли- 
жений, получим, что это уравнение допускает не более одного непре- 
рывного на [0, а] решения Ф(х)^Ьг(0, а). Отсюда, согласно теореме
42.7, вытекает единственность решения задачи (42.8), (42.10). Доказа- 
тельство существования решения этой задачи также в силу теоремы 
42.7 сводится к доказательству возможности представления

Ф W  =  dx*n~ l ' ® W ’ ® W  £ L1 (0’ “42.21) יי)

Действительно, поскольку уравнение (42.18) допускает не более одного
решения Ф (х) =  Ъ°пу(х), то, согласно теореме 42.7, осталось установить, 
что функция

dt
п-\ xah 1 *

У (*) =  h  -
Й Г(И-ОГй) Г (огп) J ׳0

является решением задачи (42.8), (42.10). Таким образом, необхбди- 
мо проверить выполнение условия (42.21), фигурирующего в теореме
42.7. Займемся этой проверкой.

Приняв во внимание условия а 0 >  1 — а п, а п >  0 и неравенства 
<*й +  а п ^ ״  о 4 71» = ־   «о — 1 4 а ־ п >  0 , от — ой +  «п >  a n >  0, выпишем 
в соответствии с (2.44) формулы

, k =  0, 1 , . .  . , п — 1 ,
X־йТ««-1״

Г  (0 й 4׳ (СЕп ־

<f*~X
dxa* ' 1

akх
Г (1 +  ok)

т — k, k +  1 , . . .  , n — 1 ,
д а־ т  a A ( f n * X ° m  *

Г(1 +  от  — ak) dxan~ l Г (crm — 0׳A+  «я)
которые вместе с (42.17) дают возможность равенство (42.20) записать 
в виде

xak+an- l

г  (ffft +  а (״

гг—1

2 Ьк‘״ л“־
da*~x? (ג) — Рп (ג)

dxan~ l
ю(х) =

(42.22)
Г {&т ' Oft 4“ ®,71)

п— 1

2
d
dxa»~'(זג)

Л— 1

1? *־״ —2 ־
ft=0

Теперь воспользуемся результатом, доказанным в работе М. М. Дж рба- 
шяна, А. Б. Нерсесяна [6, с. 17], где утверждается, что для любых
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функций g(x)eLi(0,  а) и pk(x)QC([О, а]) существует единственная 
функция G(x)eLi (О, а), удовлетворяющая равенству

(42.23)G (х), О а  <С 1сГа
dx~a■gix)

d~a
dx~a

Ph (x)

(аналогичные утверждения см. также в леммах 3.2 и 10.1).
На основе этого результата соотношение (42.22) можно переписать 

в виде

״1 ״(42.24) "“d
= <*)“

где а> (х) — некоторая функция из Ll (0, а). Далее из (42.18) и (42.19) 
имеем

d п 1 dĜ °п
Ф ( X )  =  СО (х) — рп ( X )  —  Ф ( X ) —  2  Рп-к-1  (X) dxak-an Ф (Х)’

откуда, согласно (42.23), получаем
j—X

,v (х) g L! (О, а) ,(х) ס —(42.25)
dx

Ф (х) =  со (х)

где % =  min {0 я, сгп — ог0, ••• , а а — ״ п_!} =  min {ап, а п}. 
Таким образом, из (42.24) и (42.25) вытекает, что

d“n_1 -
ф ( х , =  1 ^ ^ х) +  1 ^ Н х )■

Если теперь 1— а  то представление (42.21) доказано. Если же ,״
х < 1 — а п, то, согласно (42.23), существует такое p£N,  что (р — 1)х<с 
<  1 — а л <  рк и

дап_ ״ 1  Д-Р« ״ -

Ф ^  =  dx**-1 ^  +  йхГ*™ V V ^  e L1 (° ’
откуда и следует утверждение теоремы.

3°. Задача Дирихле для дифференциального уравнения дробного по- 
рядка. На интервале [0, 1] рассмотрим дифференциальное уравнение 
второго порядка с дробными производными вида

т
ІУ—У״{х)+а0{х) г /(х )+ 2  ак (х)й>0+ К  (х) у {х))  ̂ ат+1 (ж) y(x) =  f(x),

h= 1
(42.26)

.где 0 < а * < 1 , а а 0(х), ат+1(х), ак (х), cofe(x), k =  1 , 2 , . . .  , т ,  f{x) — 
непрерывные на [0 , 1 ] функции.

В теории краевых задач для уравнений типа (42.26) важную роль 
играют следующие две теоремы, первая из которых является аналогом 
принципа Хопфа, см. книгу А. В. Бицадзе [3, с. 25, 26].

Т е о р е м а  42.9. Пусть неубывающие положительные на [0, 1] 
функции c0fc(x), /г =  1 , 2 , . . .  , т, удовлетворяют там условию Гельдера 
с показателями 0 < a fe<  1 , k =  1 , 2 , . . .  , т ,  а  ал (х) (  С [0, 1],
ah(x)<i0,  0 < х < 1 ,  k — 1 , 2, . . .  , т + 1 .  Тогда если г/£Са(0, 1) — 
решение уравнения Ly =  0 (42.26), отличное от постоянной, то положи- 
тельный максимум (отрицательный минимум) функции у(х) может 
достигаться только на концах х =  0 или х =  1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим противное, что max у (х) =  у(хо)7>0,
0 <  х0 <  1. Заметим, что если функция ср(£) непрерывна на [0, х],
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удовлетворяет^условию Гельдера порядка и > о в  в точке * =  х и там же 
достигает максимума, то из равенства (13.1) следует, что ( 0 “+ф) (л) >  0. 
Поэтому поскольку функции <j>fe(jc) положительны и не убывают на интер- 
вале [0,1], то произведение щ у  достигает положительного максимума в точке 
х0 и, следовательно, существует такое 6 >  0, что для всех х  £ [х0 — б, х0] 
выполняются неравенства 0 <  у  {х) <  у  (х0), а к (я) { 2 )  “+Щ У) (0 ^  ,זג) 
k  — 1, 2, . . .  , т . Из уравнения L y  =  0 имеем

т

У״ +  <h ( 4 У - =  — 2  ^  0+®* (*) у —  ат ■У (זג) 1+
А=1

Следовательно,

у" +  а0 (х) у' >  0, х 6 [х? — б, * 4 2 . 2 7 (״]. (
На отрезке [х0— б, х0] введем вспомогательную функцию

z{x) ־= у (х) +  Eg (х),
где g  (х) =  ехр (— рх)] — ехр (— рх0), р >  0, 0 <  е <  [у (х0) —
— У(хо — 6)]/g (х0 — б), и подставим значение у (х) =  z (х) — eg (х) в (42.27):

+ ״2  а0 (х) 2׳ ^  ер ехр (— рх) [р — а0 (х)].

Выбрав р так, чтобы р > а 0 (х) при х£ [х 0 — б, х0], получим

2" +  а0 (х) г' >  0. (42.28)

ЕслиТбы функция 2 (х) достигала максимума в интервале (х0 — б, х0), 
то в соответствующей точке выполнялись бы условия 2 0  = и 2 ׳  0  ^  что ,״ 
противоречит (42.28). Поэтому наибольшего значения 2 (х) может достигать
только в точке х0, так как 2(х0—б)<.у(х0—б )+   ̂g (х0 — 6) =

(б — זג0) §
=  У (*0) =  2 (х0), 2 < (х0) ׳ 0 .  Но 0 <  2 = (х0) ׳  g'j(x0) +  8g = (х0) ׳  g ׳ (x0) —
— ер ехр (— рх0), откуда י \у'1(х0) ер ехр (— р х0)!>  0, ■ что противоречит 
необходимому условию экстремума у' (х0) =  0. Значит, экстремум во внут- 
ренней точке отрезка [0, 1] функцией у(х) не может достигаться. Теорема 
доказана.

Вторая теорема является аналогом принципа Зарембы—Ж иро (см. 
книгу А. В. Бицадзе [3, с. 26]) .  ■

Т е о р е м а  42.10. Пусть выполняются условия предыдущей теоремы. 
Тогда если г/ ^ С [0, 1 ] f) 0 ( 0 ,  1 ] f) С2(0, 1 ) — решение уравнения Ly = 0
(42.26) и у* =  max у\{х) =  у( \ )  >  0 (г/* =  min у{х) ־= г/ (1) <  0), то

OsSxsSl
« / 0 < ( ׳(1 ( г / 0 > ( ׳(1 ). Если же у* = у (0 ) > 0  (у* =  у (0) < 0 ) ,  то г/'(0)< 0  
(У0 < при дополнительном [условии, что у(х) £ С1 [0, 1 (׳ (0)  ), соь (х) £
£ С1 [0, е0], <ак (0)*=^0, k = \, 2, . . . , где Ге0— сколь угодно близко 
к нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о  легко следует из теоремы 42,9. 
О п р е д е л е н и е  42.1. Задачу о нахождении решения уравнения

(42.26) по краевым условиям

ע1( = 0 )42.29( ע0( = ) (

будем называть задачей Дирихле для этого уравнения.
Т е о р е м а  42.11. Пусть коэффициенты уравнения (42.26) удовлетво׳ 

ряют условиям теоремы 42.9 и а0(*) =  0, ak (х), <nk (х) £ С1 [0, 1 ], 
k =  1 , 2 , . . .  , т. Тогда задача Дирихле (42.26), (42.29) в классе функ- 
ций С [0, 1] П С>(0, 1 ) безусловно и однозначно разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Несложно убедиться в законности следующей 
цепочки равенств:
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ф Лф (х) — (лг — 1) ф =־־ (*) Ц —— ־=־ (*) t y ( t ) d t +  j  {t — 1) ф (t) dt]  =

d= ^ך■   Ц" t<9 (t) d t  +  x ( x  — 1) ф (я) -f j (t — 1) Ф (0 d t  — x  (x  — 1) Ф (jc)J =

— “  [j" ( X  — t) t ip ( t )  dt +  j  x(t — 1) Ф (t)  dt] ־ ך ~  j  G(x, t) ф (f) dt,

t(x —[l),z t ^ . x ,

0

d2 ״

где

(42.30)G (x, t) =
x ( t — 1 ), t > x .

Это позволяет уравнение (42.26) в случае а0 (х) =  0 переписать в виде

d2 (42.31)Ф (■*) =  О,
dx2

■ т 1
ф  (х) = у  (*) +  j  G(x, t) ат+1 (t) у (t) dt +  ^  j  G (*« t ) a k (t) X

fe=l 0

где

(42.32)X ( 0 “*(ййг/) (t) dt — J G(x, t) f  (t) dt.
0

Непосредственной проверкой с помощью (42.29) можно убедиться, что 
Ф(О) =  Ф (1) = 40. Следовательно, из (42.31) имеем равенство

Ф (42.33) .0 = (זג) 

Тем самым установлено, что задача Дирихле (42.26), (42.29) эквива- 
лентна интегральному уравнению (42.32), (42.33). Непосредственной 
проверкой можно убедиться, что это уравнение является уравнением 
Фредгольма 2־го рода. В силу теорем 42.9 и 42.10 и краевых условий
(42.29) однородное интегральное уравнение (42.32), (42.33) (при f(x) = 
=  0) эквивалентно однородной задаче Дирихле и поэтому имеет только 
тривиальное решение «/=0. Отсюда следует, что неоднородное уравне- 
ние Фредгольма безусловно и однозначно разрешимо, и поэтому за- 
дача Дирихле такж е безусловно и однозначно разрешима. Теорема до- 
казана.

4°. Решение линейного дифференциального уравнения дробного по- 
рядка с постоянными коэффициентами в пространстве обобщенных 
функций. Рассмотрим теперь линейное дифференциальное уравнение 
дробного порядка

2  а>1а*У (*) =  /  (*) (42.34)
/=1

(здесь и ниже Iaj =  1*+== с постоянными комплексными ненуле־
выми коэффициентами аи а2, . . .  , ап и5попарно|различными вещественными 
показателями а!, а2  а«• Это уравнение обобщает интегральные ,״. ,
уравнения Абеля 1-го и 2-го рода и обычные линейные дифференци- 
альные уравнения целого порядка с постоянными коэффициентами.

В дальнейшем решение у(х)  уравнения (42.34) будем искать в про- 
странстве обобщенных функций медленного роста, носитель кото- 
рых заключен в интервале [0, оо). Более подробные разъяснения этого 
и других встречающихся в этом пункте терминов и обозначений можно 
найти в книге В. С. Владимирова \2] .
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(42.35)

Пусть f  (9 Уравнение (42.34) запишем в форме свертки .+־ג) £ 

(42.36)

k (x )* y ( x )  +  f(x),

П
к w  =  2  a^ ai (*)י 

/= 1

где

а обобщенная функция / а(х)£ имеет вид

f *1״ ־ /Г(«), а >  О,
/ а ( х ) =  ,Т42.37) ' (״ 

[ /£ % (* ), а < 0 ,  а  +  Я > 0 ,  N = 1  +  [ » - ] — ־ . ;

Применим к обеим частям уравнения (42.35) интегральное преобразование 
Фурье — Лапласа, которое при /  (х) £ 9  + задается формулой

F (־) ;=  I  [/ (*)],'(г) =  L If] (х +  iy) = V[f  (?) е-«Н (x), (42.38)

где У[£Г(І)] (x) — преобразование Фурье обобщенной функции g( l )£  
определяемое обычным образом (см., например, В. С. Владими- 

ров \2, с. 105]). Введем еще обозначения

a ״ J nai ^
7 ( 2 = L[y(x)] (2), K(z) — L [к {x)] (2) ־־־־ (  2 ! (י (42.39 

/=1 2

где ветви степенных функций задаются условием zaj 0 <כ при z  =  х  > 0, 
} =  1, 2, . . .  , л. Поскольку f(x), у(х), к (х)£9+,  то функции F(z), 7 (2), 
/С (2) аналитичны в верхней полуплоскости С+ — {2 : 1 т  2 > 0 }  комплексной 
плоскости С.

Обозначим через Я  множество аналитических в С+ функций G(z) комплек- 
сного переменного 2 =  х +  iy, которые удовлетворяют условию ]G (z)| ^  

M ( l  \z\2f 2 (1 -р у2 ,(4־־ £ С+, при некоторых вещественных неотрица- 
тельных и не зависящих от 2 постоянных М, р и q. Множество Я  
относительно операций сложения и умножения аналитических функций, 
а также операции умножения функции на комплексное число является 
мультипликативной алгеброй, которая называется алгеброй Владимирова.

Имеет место следующее утверждение (см. книгу В. С. Владимирова 
Г2, с. 173]).

Т е о р е м а 42.12. Алгебры 9  '+й Н алгебраически и топологически 
изоморфны, этот изоморфизм осуществляется преобразованием Фурье— 
Лапласа, и для любых обобщенных функций к(х), у (х )£ 9 '+ имеет 
место равенство L \k (x )*y( x ) ] ( z )=K (z )Y( z ) .

Таким образом, уравнение (42.34) имеет решение в пространстве 
9  '+ только в том случае, когда решение Y(z) алгебраического уравне- 
ния K( z)Y(z )=F (z )  принадлежит алгебре Владимирова Я, причем 
если УОЯ, то единственное решение уравнения (42.34) доставляется 
формулой

у(х) =  L-AF(z)1K{z)], (42.40)

Здесь L 1 — обратное преобразование Фурье — Лапласа, действующее из 
Я  в 9 + .

Если функция К (г) вида (42.39) не имеет нулей, расположенных в 
С+, то 1 /Я (2) 6 Я  и, следовательно, 7 (2) =  F(z)!K(z) £ Я, т. е. в этом 
случае уравнение (42.34) разрешимо в 9 + при любой правой части
f  (х) € ?+.
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Допустим теперь, что функция /С((2) имеет нули в точках z =  г! £ С+, 
(бесконечным это множество быть не может, так как 

тогда К  (2 ) == 0). Тогда для того, чтобы^функция Y  (z) — F (z)/K (2) принад- 
лежала Н , необходимо выполнение ^условий F(zj) — L[f  (x)].{Zj) =  0,

.1..............1 , 2/ ־
Обозначим через N и N0 суммы порядков нулей функции К (г) ,  име- 

ющих положительные и нулевые мнимые части соответственно, причем 
если K (z )  обращается в нуль в начале координат, то этот нуль учиты- 
вать не будем. Тогда имеет место формула

N =  —  farg/C (z)]v ----- —(N0 — шах а;), (42.41)
2 л  2 ״?*/=» 1 

которая следует из обобщенного принципа аргумента (см. монографию 
Ф. Д . Гахова [1, с. 100]:). Здесь [ю)]т означает приращение величины а» 
при обходе в положительном направлении замкнутого контура у, обра- 
зованного верхней полуокружностью, охватывающей все нули функции 
K (z) ,  и отрезком вещественной оси, стягивающим эту полуокружность.

Таким образом, доказана следующая 
Т е о р е м а  42.13. Пусть N ^ 0  — определяемая по формуле (42.41) 

сумма порядков нулей, имеющих положительные мнимые части, анали- 
тической в С+ функции К ( 2 ) вида (42.39), являющейся преобразована- 
ем Фурье—Лапласа обобщенной функции к(х) (42.36). Если N —0, то 
уравнение (42.34) разрешимо в пространстве Ф'+ при любой правой 
части f (x )^ 9>'+ . Если же N > 0 и 2 Ь z2, ..., Z1 — все нули функции К (г) ,  
удовлетворяющие условию Im 2j> 0 , / = 1 , 2, ..., I, а г ъ г2, ..., Г1 — их по- 
рядки (г 1 +  г2+  ... +  n = N ) ,  то для разрешимости уравнения (42.34) в 
пространстве 9 необходимо и достаточно, чтобы функция F(z)  — 
=  L [ f ( x ) ] ( z )  имела нули в точках 2 !, 22, ..., 2; порядков, не меньших, 
чем гь г2, ..., п соответственно. Если решение существует, то оно единст- 
венно и определяется по формуле (42.40). В случае N — 0 решение у рае- 
нения (42.34) можно также представить в форме y ( x ) = f ( x ) * g 0(x), 
где g o (x )~ L ~ l [ l / K ( z ) ]  — фундаментальное решение оператора к(х)*  
(т. е. обобщенная функция с носителем из [0, + ° о ) ,  удовлетворяющая 
уравнению k (x )* g 0(x) =  &(х), 6(х)  — дельта-функция Дирака).

Пусть теперь в уравнении (42.34) правая часть /(х ) принадлежит
пространству (множеству обобщенных функций с носителями в [0, оо)), 
которое, очевидно, шире, чем 9*+. Построим решение у(х), которое также 
принадлежит D+.

Пусть с — вещественная неотрицательная постоянная, удовлетворяющая 
условию с >  max \ Z j \ .  Тогда \!К (2 +  ic) £ Н, а обобщенная функция

g (x) =  [ УК (г +  ic)) (42.42)

является, вообще говоря, элементом пространства D+. Отметим, что g (х) 
не зависит от с, и в случае N =  0 выполняется равенство g־(x) — g 0 (х). 

Рассмотрим следующее выражение:

к(х) * g (х) =  L1־  [К (2)] * ecxL~1[ \ /K = [(ic ־4 2)  есх(L~x [/С(2 +  ic)] *
* L1־  [ l/К  (2 +  щ)]) =  €?ХЬ (х) =  б (х),

где б(х) — дельта-функция. Из последнего вытекает, что функция g(x)  
является фундаментальным решением оператора к(х)* в пространстве 
D'+ и справедливо равенство

у{х) =  f {x)*g{x).  (42.43)

Таким образом, нами доказана следующая
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Т е о р е м а  42.14. Если f(x)£D^_, то единственное в пространстве 
D'+ решение уравнения (42.34) доставляется формулой (42.43), где 
g ( x ) — фундаментальное решение оператора к(*)*, имеющее вид 
(42.42).

З а м е ч а н и е  42.1. Обобщенная функция g(x)  из пространства 
° +  может принадлежать и более узкому пространству. Так, если g(x)  
и f(x)  — непрерывные на [0, со) функции, то и функция у (х )  из (42.43) 
будет непрерывной на [0, оо), а последняя формула имеет вид

X
У (х) =  f f (t) g  (х — f) dt, x >  0.

о
Это представление сохранит силу и в случае, когда g(x) ,  f(x)&L%K =  
— {ф : фбLt (a, b) v  a, b£R1}.

5°. Приложения дробного дифференцирования к интегрированию 
дифференциальных уравнений целого порядка. Рассмотрим два приме- 
ра применения теории дробного дифференцирования для интегрирова- 
ния обыкновенных дифференциальных уравнений 2-го и п-го порядков.

П р и м е р  42.3. Пусть задано следующее уравнение 2-го порядка:

(а2 Н- Ь2х +  с2х2) י  +  (а! +  Ьхх) +  а0у  =  0. (42.44)
dxz dx

Его решение будем искать в виде дробной производной у = Ю р,2 (х) 
(здесь 2ЎХ'=  -порядок р которой подлежит определению. Применив из ,(+״%& 
вестные формулы Лейбница для производных дробного порядка (см. (15.11)):

х ф ^ г(х) = 3'־ )’Р (х г  ,г (jt) ״(2 (р } 1) — ((:ג) 

х® ? 2г М ;=  ® ? 2( A  W) -  2 (р +  2) ® ^ \ х г  (*)) +  (р +  1)(р+2)2> J, г (*), 
из (42.44) получим равенство

[fl2 ־Т Ь2х с2х2} z (х) 2)х ~̂ [#! +  Ьхх  — 2са (р -f- 2)х  —

— &2 (р 4 2 z(x) -2г [(־   ЗйРхв [й0 — {р 4 1 + р} ־Т (־   1) (р ־Т 2) с2] z (х) =  0.
Решение последнего уравнения будем искать в классе интегрируемых 

на любом конечном интервале функций г(х), удовлетворяющих условиям 
2 (*0) — г ' (*в) =  0, которые нужны для выполнения операторных соотно-

А А /У2 /У2
шений 2>% —  =  —  2>ха и =־■־— ־־  — — £>рх, при р <  0. Тогда 

dx dx dx1 dx1
предыдущее уравнение можно будет переписать в виде

+(а2 -f- Ь2х -)־- с2х2) -f- ct! -(- Ьхх — 2с2 {р -)- 2) х — Ь2 (р -(- 2)d_
dx

+  а0 — Ьх{р +  1) +  с2(р +  1) (р +  2) г(х) =  0. !42.45)

Параметр р  определим как одно из решений квадратного уравнения 

a״ bx (р -j- 1) +  с2 (р +  1) (р +  2) =  0. (42.46)

Тогда из (42.45) получим простое дифференциальное уравнение 
dz

—— («2 +  Ь2х +  с2х2) =  z [а! +  Ьхх — (1 +  р) (Ь2 +  с2х)], 
dx
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решение которого легко выписывается методом разделения переменных

dx\ . (42.47)аг +  Ьхх
־1־ 2  Ъ̂ Х -f־ CgX2

г  х̂) — (ц2 +  b2x +  <?2х2)р+1 exp ן— j  —

При этом параметры a, b, с должны удовлетворять некоторым ограни- 
чениям, обеспечивающим выполнение условий z (x 0) =  z '(x0)  = 0 .

Таким образом, искомое решение уравнения (42.44) имеет вид

(42.48)у  (х) =  2>рч + г (זג)

с параметром р, определяемым из соотношения (42.46).
Интеграл, входящий в формулу (42.47), может быть вычислен в раз- 

личных формах в зависимости от соотношений между его параметрами. 
Подробный анализ всех его значений и соответствующих представлений 
функции z (x )  изложен в работе X. Хольмгрена (Hj. Holmgren [2], 
1867 г.). Здесь мы приведем лишь формулы, относящиеся к одному из 
этих случаев.

Пусть сг Ф  0, Ъ\ — 4а2с2 Ф  0. Тогда а2 +  Ьгх +  с%х1 =  с2 {х — а) (х — §) 
и функция z {х) из формулы (42.47) после несложных вычислений принимает 

_ ״ р+1 t״  Н־?‘—Р\״  ״,   а\р—г+1 , ___ М  +  «1где q =2 {х) =  с Г  (х — а ) ™ 1 (х — РУвид
са (а Р)

г — ------ ^  — -■1-  и должны выполняться условия Re (р — q) >  0 (или
с2 (а — Р)

Re (р  — / 0  < = когда х0 ,(־)   а  (или х0 =  Р).
Частным случаем уравнения (42.44) является гипергеометрическое 

уравнение (см. Г. Бейтмен, А. Эрдейи [1, 2.1(1)]) ,  для которого 02 =  0, 
b2=  1, С2 — — 1, а! =  с, Ьх = — (а +  6 + 1 ) ,  а0 = —ab. Соответствующее урав- 
некие (42.46) тогда доставляет значения р\ =  а— 1, р?=Ь— 1. Формулы 
(42.47), (42.48) для первого из этих значений приводят к следующему 
представлению решения гипергеометрического уравнения:

(42.49)с—b—1
у : ( х ) = 'И > \£ м*׳‘ (1 -.к )

которое является видоизмененным интегральным представлением Эйле- 
ра (1.73) (см. также табл. 9.1, формулу 3). Вычисляя последний инте- 
грал, окончательно приходим к представлению решения через гипер- 
геометрическую функцию в виде

с; 2 — с; х).Г(« 1) 1+&
Г (2 — с)

у  (х) =

П р и м е р  42.4. Рассмотрим следующее обыкновенное однородное 
дифференциальное уравнение п-го порядка с двучленными коэффициен-
тами

(42.50)0.d hy

dxk
^(#fe ־г  bkx)
ft=о

Одно из его решений построим в виде п— 1-кратного интеграла, восполь- 
зовавшись операторами интегродифференцирования произвольного по- 
рядка. Для этого введем сначала многочлены

(42.51)ф (х) =  2 ahXh' w י•5  =  2 bhXk =  Ьп П  (* י(*,* —
h=lfe=Gk=0

где корни ф(х) обозначены через Х2, . . .  , Хп, причем ^ ф j Ф  k, 
j, k =  1, 2, . . .  , n. После замены

у  =  exp (Х!х) Y  (х), Я! ф  0, (42.52)
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воспользовавшис ь тождеством

- ^ ( < = ((*)к'־х־ « * л) *־ , + - £ - J Y ( * ) ,

уравнение (42.50) перепишем в виде

Ф +  ~ j У־ + (זג)   *ф +  -J -J  Y  (x) =  0. (42.53)

Решение последнего будем искать в форме производной некоторого порядка

у <*>= 1 S T  f t  W■

где У1 (х) — интегрируемая на произвольном интервале (0, а) функция, 
удовлетворяющая условиям

(42.54)(0) =  0 -״)1(.

+■)]

У1 (0) =  У1 (0) =  . . .  =  у\  
Тогда уравнение (42.53) сведется к следующему:

dp+I ( d1־  Г Л  . d
d ? *  l i F Г ־ Г +  л Р( ך־ г ,i5 )4 ־+־ —  +  I(

1 \ ах־ах

(42.55)
+ х і ^ 1 1 ) ־־|, + і г ) } г1׳М =  0•

(42.56)

(42.57)

Введем в рассмотрение многочлены
* '1ф (X! +[х), ф! (х) =־ х1־  [ф (Я! +  х) — (р - f  1) ф! (х)|. 

Первый из них в силу ф (Я!) =  0 имеет порядок п — 1. Положив

_ 1 1 Ф(̂ 1) _  Ф(̂ 1)и ־־!־־ І — -------  — --- 7--- --- - — U1.
ф!(0) Ф1 (̂ 1)

получим, что хф!(х) при х =  0 обращается в нуль и, следовательно, <р1 (х) 
будет многочленом порядка п— 1. Допустим, что а !< 0 . Тогда из одно- 
родного уравнения Абеля порядка —р— 1 (42.55), записанного в обоз- 
начениях (42.56), будет следовать соотношение

(42.58)0.Ух (*);
d_
dx

Уг (זג) +  *ф!
d_
dx

Ф1

Таким образом, уравнение (42.50) при условиях (42.54) и а !< 0  свелось 
к уравнению (42.58), порядок которого равен п— 1.

Продолжив аналогичным образом указанный процесс понижения 
порядка, придем к следующей системе дифференциальных уравнений 
некоторых порядков aj— 1:

У1(х),
da1~l
dx®11־־У(х) =  ^ іХ

(42.59)У1{х) =  е%11Х~ y t (x), ... ,dx®*־

к י4 / ж d1 ״1־ ״ ־  . .
Уп-г ( Д ~־  е ’ 2 dx&n■-!—1 ^ п־־г (׳*־) ’

где у п- 1 (х) =  exp (ап +  bnx) “п — решение последнего простого
уравнения 1-го порядка вида
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(4 2 .6 0 ;

а х — Я1>т — корень уравнения фт (х) — 0, причем

Фт(■̂ ) =  X I-!- х), Ш — 1 , 2, . . .  , fl 1 , фо(х) — ф (х), Я1>0 =  Я!,
(42.61)

Фт (*) =  Х־ г Іфт _! (Я1>т_! +  X) — а т фж (ג;)], т — I, 2 ..............п — 1,
Фо (х) =  Ф (х), (42.62)

®т ~  Фпг-1 (̂ ,!,го-іУфяг—1(̂ ~ т-1)> Ш,׳1  1, 2, . . .  , fl. (42.63)
Докажем, что Яг>7п =  Ят+1— Ят , т = \ ,  2, . . .  , п — 1. Из (42.56), 

(42.51), (42.61) имеем соотношения

Фіг-1  ̂  ̂  ̂ Уп-1 (^) "І~ -^Фп-І  ̂  ̂Уп-1 (0 ־*

Ф2 (ג:) — х“1̂ ! (Я1(1 -־)־- х) — х гЬп [~] (х 4 ־ ־־ Ь 1̂ ׳1,
ft=2

Поскольку х =  Я1Д является корнем уравнения ф! (х) =  0, то Ях>1 можно 
положить равным значению Я1Д =  Я2— Я!. Продолжив такие рассуждения 
для Я!>т, т =  2, 3, . . .  , п — 1, получим

̂) «Ф7 י т׳̂ т+1׳̂ ~~ т, ׳1̂ £•) ГГ ח̂ — ( ־1־ Ят ̂׳fc)» 1, 2, . . . , П 1.
ft=m+1 (42.64ן

Условия (42.54) и а ! < 0  относились к функции у х (х). Аналогичные 
условия для остальных функций у к (х) имеют вид

Ун{0) =  Ун{0) =  . . .  =  ^ n_ft)(0) =  0, k =  1, 2, . . .  , л -  1,
a fe< 0 ,  & = 1 ,  2, . . .  , п, ап =  0 (42.65)

(последнее, т. е. ап =  0, следует из г / 0  =  При этих условиях после .(״_!(0) 
свертывания системы (42.59) приходим к следующему представлению 
одного из решений уравнения (42.50):

у  (X) = ЯГ®״ е*"х ^  г e(V ׳*־1*< ־4ר -----  d  а ־־ ! е(̂ ״-1 )хг ап.
yv ׳ dx1 ״1־  dx1־*״ dx1“ ״* ״ ־

(42.66)

Можно установить, что условия (42.65) приводят к следующим ограни- 
чениям на а&:

а 2 <  — п +  2. (42.67)а ! < 0 ,  а п <  — 1, « _״ ! < — !, а п_2<  — 2,
Последние можно расширить, если использовать аналитическое продол- 
жение интегралов Абеля, входящих в формулу (42.66).

Частным случаем уравнения (42.50) при п = 2 ,  а2 =Ьо =  0, Ь%=—Ь\ =  \ 
является вырожденное гипергеометрическое уравнение Куммера

(42.68)ху" +  (с — х)у'  — ау =  0.
Для него ф (х) =  сх — а, ф (х) =  х2 — х, Я! 1 = = Я2 ,־  0, а ! =  с — а, а 2= а , 
а условия !(42.67) принимают вид а ! < 0 , а 2<  — 1. Решение (42.66) для 
(42.68) приобретает форму

е״ ' r adt-
а—с

(X  - 1 )

Г (1 -f- й — с)г־ - ־ ׳ ־

(42.69)1̂ 1 ( 1  — а; 2 — с; — х),Л —срх

dC~a-  ‘ .
dxc-a_1 6 

Г ( 1 - а )  
Г (2 - с )

У{х) =
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где \F\ — вырожденная гипергеометрическая функция Куммера (1.81) 
(см. также табл. 9.1, формулу 9). Условия с —а < 0, а <  — 1 здесь могут 
быть расширены до условий с—а < 1 ,  а <  1, которые обеспечивают схо- 
димость интеграла.

§ 43. ЛИТЕРАТУРНЫЕ УКАЗАНИЯ 
И ДОПОЛНИТЕЛЬНАЯ ИНФОРМАЦИЯ 
К ГЛАВЕ 8

1°. Исторические сведения. К § 40, п. Iе. В основу пункта легли материалы моногра- 
фии И. Н. Векуа [3, § 6 и 10], 1948 г.

К § 40, пп. 2 , 3°. Пункты написаны по материалам статей О. И. Маричева [4], 
1976 г., и [9], 1978 г., причем сделаны добавления, связанные с формулами (40.21) — 
(40.23), а в формулы (40.26), (40.27), (40.48) введены уточнения—регуляторы (signxt +  
+  1 )|signM,!. Более подробные исторические комментарии содержатся ниже в п. 1 ° 
(к § 41, п. 4°), поскольку вопросы, рассматриваемые в § 40 и 41, тесно переплетаются.

К § 41, п. 1°. Начало пункта написано по материалам книги Ф. Трикоми [2 ], 
1957 г., формулы (41.18), (41Д9) получены в работе О. И. Маричева [5], 1976 г., 
теорема 41.2 (при дФО) доказана О. И. Маричевым, а равенства (41.23), (41.24) 
заимствованы из работы N. Berger, R. Handeisman [1], 1975 г.

К § 41, п. 2°. Теорема 41.3 установлена в работе А. М. Гордеева [1], 1968 г.,
хотя в иных обозначениях и в случае Р* =  Р этот результат был известен и ранее, 
см. об этом в монографиях А. В. Бицадзе [ 1—3], М. М. Смирнова [1—3, 7] и R. Р. 
Gilbert [2]. Класс R 1 ввел К. И. Бабенко [1], 1951 г., см. также [2], 1985 г. Теорема 
41.4 доказана в первой из этих работ.

К § 41, п. 3°. Пункт написан по работе N. Berger, R. Handeisman [1], 1975 г.,
формулы (41.46) —(41.49) получены в статье J. S. Lowndes [8]. Отметим, что в ра- 
ботах Е. С. Young [1 ] и В. Asral [1] соответственно содержатся обзоры исследова- 
ний сингулярной задачи Коши (41.36) и регулярной задачи Коши с условием вида 
(41.36), но на линии г/ =  е > 0. В работах J. В. Diaz, Н. F. Weinberger [1]־ Е. К. 
Blum [1] задача (41.36), (41.36) рассматривалась при всех значениях р, в том числе 
и при особых, когда 2р = — 1 , —3, —5, ...

К § 41, п. 4°. Пункт написан по работе О. И. Маричева [5], 1976 г., с некоторы- 
ми уточнениями в случае р — 1/2. Отметим, что теорема 41.5 при д = 0  доказана 
И. Н. Векуа [2], 1947 г. Этот результат на случаи полушара и полупространства из 
R n распространен М. Н. Олевским [1], 1949 г., при некоторых условиях на р, а 
затем на случай полушара из R n обобщен в работе A. Huber [1], 1954 г., для всех 
значений параметра р (см. также работу N. S. Hall, D. W. Quinn, R. J. Weinacht [1], 
1974 г., где аналогичный результат для уравнения типа (40.18) с А,=0 получен в чет- 
вертыиаре из R n при любых р и р.). В работах В. Ф. Волкодавова fl], 1971 г., и 
В. И. Евсина [1, 2], 1973—1975 гг., построены фундаментальные решения уравнения 
(41.2) и решены соответственно задачи Дирихле для полукруга [x2-\-y2<z\, !/>0} и 
Неймана—Дирихле для области, примыкающей к отрезку [— 1 , 1 ] оси Ох.

Отметим, что впервые фундаментальное решение для уравнения (41.2) с 9 =  0, 
т. е. (41.3"), указано Э. Бельтрами (Е. Beltrami [1], 1881 г.) для случая 2 р = 1 .  На 
значения р > 0  этот результат распространен в работе A. Weinstein [1], 1948 г., где 
получено два представления для таких решений.

Уравнения вида (40.18), (40.19), (41.1), (41.2), (41.25), (41.35) имеют богатую 
историю. Впервые уравнение (41.1) как частный случай более общего уравнения по- 
лучено Л. Эйлером [2, с. 177, 426—432] в 1772 г. в связи с изучением движения воз- 
духа в трубах разного сечения и колебаний струн переменной толщины. Он дал ре- 
шение этого уравнения при 0<С|3 =  |3*<; 1/2. Такое же уравнение, но в форме (41.25) 
с <7 = 0  решил С. Пуассон (S. D. Poisson [1], 1823 г.), найдя для него гиперболиче- 
ский аналог представления решений (41.22), называемый представлением Пуассона. 
В этой работе он также рассмотрел уравнение (41.35) при п =  3, р = 1 . Общее реше- 
ние уравнения (41.1) при |3* =  |3 нашел Б. Риман [1, с. 40, 381—395] в 1860 г,, по- 
строивший решение задачи Коши с помощью вспомогательной функции и методом, 
который впоследствии был назван его именем. Значительно позже уравнение (41.25) 
при <7= 0, 0 < р < 1  встречалось при исследовании вопросов кривизны поверхностей в 
монографии Г. Дарбу (G. Darboux [1], 1915 г.), где оно названо уравнением Эйле- 
ра—Пуассона. Поэтому впоследствии многие авторы стали называть уравнения вида 
(41.1), (41.25), (41.35) и их эллиптические аналоги уравнениями Эйлера—Пуассона— 
Дарбу, хотя точнее их было бы называть уравнениями Эйлера—Пуассона.

Интерес к таким уравнениям значительно увеличился после публикации в 1923 г. 
первого издания книги Ф. Трикоми [1], где уравнения вида (41.1), (41.2), (41.25) при 
9 =  0 , Р =  1 /6  сыграли ключевую роль при изучении краевой задачи для уравнения 
смешанного эллиптико-гиперболического типа уихх-\-и.уу— 0, названного впоследствии
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уравнением Трикоми, Подробнее об этом направлении см. в монографиях А .  В .  Би- 
цадзе [1—3] и М. М. Смирнова [1—3, 7].

Важную роль в создании теории уравнений Эйлера—Пуассона—Дарбу и их ана- 
логов сыграли работы A. Weinstein [2—5], 1952—1955 гг. (см. также обзорную статью 
[ 8 ] ) .  В  статьях A. Weinstein [2, 4], 1952—1954 гг., при разных значениях параметра 

р изучена задача Коши (41.35), (41.36) и получено ее решение в виде (41.40). При 
этом автор указал и использовал формулы ир = у и ^ +\  и# =  у 1- 2Ри1~р, связывающие 
решения и =  уравнений вида (41.35), соответствующие различным значениям пара- 
метра р (см. (40.20)). В работе A. Weinstein [3], 1953 г., по-видимому, впервые от- 
мечена сводимость общего уравнения (41.3') к уравнению (41.3״ ) и изложена исто- 
рия вопроса. Здесь также указаны формулы соответствий вида (40.20) и представле- 
ние (41.22) в отношении к уравнению (41.2) при q— 0, 0 < р < 1 /2 .  Отметим, что 
формула типа (40.20) встречалась еще у Г. Дарбу (G. Darboux [1], 1915 г.), а более 
общие, чем (41.22), представления решений через аналитические функции типа (41.9) 
для уравнения (41.2) с <7 = 0  и вида (40.33) для уравнения (40.18) с Д,=0 были по- 
лучены в работах Ю. П. Кривенкова [1], 1957 г., и Р. Henrici [1], 1957 г.

В  статье A. Weinstein [5], 1955 г., для уравнения (41.25) с q — О установлены 
формулы, связывающие решения таких уравнений при различных значениях пара- 
метра р через дробный интеграл (см. лемму 40.2 при Я = 0 ). Эта идея существенно 
развита в работах А. Эрдейи (A. Erdelyi [8, 10, 11, 14], 1963—1970 гг.), который, 
продолжив исследования из статьи A. Weinstein [7], 1960 г״ более глубоко изучил 
свойства дифференциального оператора (40.22) (см. A. Erdelyi [8, 10], 1963—
1965 гг.). В этих работах доказана лемма 40.2 в случае Х = 0  и ее аналог для второ- 
го оператора Эрдейи—Кобера а , которые позволили связывать через операторы
Эрдейи—Кобера решения уравнений (41.2), (41.25) при q — 0 для различных значений 
р. Заметим здесь, что в зародыше эта мысль была еще у С. Пуассона (S. D. Poisson 
( [1 ], 1823 г.), а после А. Эрдейи этот важный результат обобщен в работе J. S. Lown- 
des [5], 1979 г., где доказана лемма 40.2.

В работе A. Erdelyi [11], 1965 г., указанный подход распространен на обобщен- 
ную систему Стокса—Бельтрами

У2рих =  vy, у*риу =  — vx , (43.1)

решения (и, а) которой называются (2р -{- 2 )-мерными сопряженными симметрическими 
потенциалами. Такое наименование обусловлено тем, что после исключения функции v 
из этой системы получается уравнение (41.3") с г — у, решения и которого называются 
{2р-\-2)• мерными осесимметрическими потенииалами. Развивая исследования Н. А. Паха- 
ревой и Н. А. Вирченко [1], 1962 г. (см. Г. Н. Положий [1—3]), А. Эрдейи 
A. Erdelyi [11, с. 221]) доказал, что если пара (и, v) является (2р - f  2)-мерным Потен- 
циалом, то пара 2>а«, {/2 а / ^ а и) будет (2р -f- 2а 2 )-мерным потенциалом при
условиях р > —1/2, р - f  а  >  —1/2. Здесь / ^ а означает оператор а Эрдейи—Кобера 
(18.8), применяемый по переменной у.

В работе A. Erdelyi [14], 1970 г., аппарат дробного интегрирования использован 
для развития результатов из статьи F. G. Friedlander, А. Е. Heins [1], 1969 г., где 
рассматривалось уравнение (41.25) с д0 =  Здесь указанная выше идея А. Эрдейи .׳ 
применена для вывода представлений решений типа (41.6) из решений уравнения ко- 
лебания струны. Ранее в работе Е. Т. Copson, A. Erdelyi [1], 1958 г., эта идея приме- 
нялась при изучении решений одной краевой задачи для другого гиперболического 
уравнения (40.19) с А,=0.

К § 42, п. 1°. Началом развития теории дифференциальных уравнений дробного 
порядка, по-видимому, следует считать дискуссию о способах решения уравнения 
D x^ y  =  у / х , начатую в заметке L. O'Shaughnessy [1], 1918 г. Предложенные там и об- 
сужденные в работе Е. L. Post [1], 1919 г., два решения существенно отличались, так
как на самом деле они удовлетворяли двум различным уравнениям: 2 ) 10!^У =  у/х  и 

у — у/х,  что не было учтено авторами. Позже к дифференциальному уравнению 
дробного порядка пришел С. Мандельбройт (S. Mandelbrojt [1], 1925 г.) (см. также
книгу В. Вольтерра [1, с. 99], 1982 г.). Он исследовал вопрос о нахождении экстре-

мума функционала J F у (х); х] dx. Приравняв к нулю соответствующие вариации, 
о

он получил дифференциальное уравнение дробного порядка Fa у (х)\ х] =  0 с 
условиями Коши. К предыстории этого направления можно отнести и работу
М. Fujiwara [1], 1933 г., в которой, в частности, рассматривалось уравнение 
(£>“  у) (х)—(ах~1)а у (х), а > 0 , содержащее оператор дробного дифференцирования по
Адамару (18.54).

Серьезную основу для теории дифференциальных уравнений дробного порядка 
заложила работа Е. Пичера, В. Сьюелла (Е. Pitcher, W. Е. Sewell [1], 1938 г.), в ко­
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торой при несколько иных условиях были доказаны теоремы 42.1 и 42.2 о существова- 
нии и единственности решений задач типа Коши для уравнения (3)^_у) (х) — f (х, у).  
Намного позже вышла работа J. Н. Barrett [1], 1954 г., в которой в явном виде было 
решено уравнение (42.11) с условиями (42.10). В дальнейшем эти результаты были 
значительно обобщены в работах М. A. Al-Bassam [4], 1965 г., [8], 1982 г., A. Z. 
Al-Abedeen [1], 1976 г., и A. Z. Al-Abedeen, Н. L. Атога f 1 ], 1978 г״ где сформули- 
рован и доказан ряд теорем, аналогичных соответствующим теоремам из теория 
обыкновенных линейных дифференциальных уравнений. Эти результаты в несколько 
упрощенном виде легли в основу пункта.

К § 42, п. 2 °. Пункт написан по работе М. М. Джрбашяна, А. Б. Нерсесяна [6], 
1968 г.

К § 42, п, 3°. Задача Дирихле для уравнений вида (42.26) изучалась М. М. 
Джрбашяном [8], 1970 г., А. М. Нахушевым [4], 1976 г., [5], 1977 г., и Т. С. Алеро- 
евым [1, 2], 1982 г. Изложение этого пункта ведется по указанным работам А. М. 
Нахушева.

К § 42, п 4°. Пункт написан по работам А. В. Диденко [1—3], 1984 г., и А. И. Ко- 
чуры, А. В. Диденко [1], 1985 г.

К § 42, п. 5°. Первым на возможность построения решений обыкновенных линей- 
ных дифференциальных уравнений с помощью понятия обобщенного интегродифферен- 
цирования указал Ж. Лиувилль (J. Liouville [3], 1832 г.) на примере уравнения 
(42.40). Используя идею Ж- Лиувилля, это уравнение изучали Hj. Holmgren [2], 
1867 г., L. Sohncke [1], 1867 г., и А. В. Летников [4, ч. III], 1874 г. Наиболее полное 
и подробное исследование провел А. В. Летников.

Уравнение (42.46) также было поедметом исследований многих авторов, в част- 
ности А. В. Летникова [9], 1888 г., П. А. Некрасова [2], 1888 г., [14], 1891 г., и И. М. 
Карасева [1], 1957 г., применявших методы дробного интегродифференцирования, 
В основу пункта легли работы А. В. Летникова [4], 1874 г., [9], 1888 г., и X. Хольм- 
грена (Hj. Holmgren [2J, 1867 г.).

2й. Обзор других результатов. 40.1. В работах A. Erdelyi [8, 10, 14] наряду с 
утверждением леммы 40.2 в случае Я,=0 была установлена аналогичная лемма, отно- 
сящаяся ко второму из операторов Эрдейи—Кобера (18.8).

Л е м м а  43.1. Пусть а > 0 ,  f g C 2 (0, <»), причем функции х2Г]~  1f i x )  и x21[f'  (х) 
интегрируемы на бесконечности. Тогда справедливо равенство

т!, a  ~  т! , а  а  ^

где — оператор (40.22), а Кя>а— оператор (18.8).

Отмечено, что с помощью равенства (х~ 24 f  (х)) =  х ~ 2т| /  (х) из лемм 40.2
и 43.1 при соответствующих условиях, указанных в работе A. Erdelyi [8], следуют со- 
отношения

* а r ( x ) f ^ _ r ( x )  г а  f  , а  / < * ) * _  т ( х )  ! а/
* / •J  —  ; x 3 l y T\ I L '1\ — a I — ; x ־ / י+ ; *0 0; - | -jt2 1"п > ‘-'щ — !о с *י 1

Эти соотношения в работе J. S. Lowndes [5] обобщены на

f  =  (L<*_>a +  Я2) J l /,  R% /  -  (LW a -  A,2) R l  f,

где операторы /?“  выражаются через обобщенные операторы Эрдейи — Кобера 
а ), # л (т!, а ) (37.45), (37.46) по формулам

Г 2"  R% (ף , a ) x 2a+ 2rif.J t f  =  *2a+^ J ^ * ) x - 24f, R t f =
В частности, справедливы представления (J. S. Lowndes [7])

х
V ״>  > =  Jl  f  <*> -  4  г  (*) =  f  /о  (я г  (0  л! ־=

ох

\ =  f {Х)~  1 [  dt> f <°> = 0;
о

R ^ f ( x )  =  R°x f (x )  =  - R l f ' ( x } =  j  J 0 f r V t * - x * ) r  ( t)dt  =
X

Ой

=  f ( x ) ~ b  J  ў = = ־
X
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когда t 1/2 f ^О при t -* оо, а обратные к J^, R •י- 0)   операторы вычисляются по фор- 
мулам, см. (37.57), (37.58): f  (х) =  J iXf  (х), (Rx)~ l f  (ж) =  R a f  (х) (первая из
них в иной форме указана в монографии И. Н, Векуа [3, с. 69]).

В работе J. S. Lowndes [7] кроме леммы 40.1 доказаны еще два аналогичных ут- 
верждения.

Л е м м а  43.2. Пусть f  g  С2 (&, <»), 0, и х~ 1 /  (х) ■* 0, х 1?2 f  (х) -  0,
х—1 / 2  ^  до о при х -+ ос. Тогда

V M - d j - ־ ־ ״ ) V (*>• х > 0 •

Л е м м а  43.3. Пусть f  g  С2 (д, « 0  < = и (х) ,־), 5  0 (е—в*) Пры * <־־■«>, 6 Х ^ 0 ,
k =  0 , 1 , 2 . Тогда

/ d2■ “ N
=  ( 5 Г־ + ״ ׳ ) V « ■

Все эти результаты применены к решению некоторых краевых задач для уравнения 
Лапласа со смешанными краевыми условиями. Отмечено, что лемма 43.2 дает возмож- 
ность из фундаментальных решений и =  — In/׳, г — ־[ /х2 +  у 2 , и и =  г-1 , г — 
=  "j/ * 2 -f- у 2 +  г2 , уравнений Лапласа Д2м =  ихх +  иуу =  0 и АЗи — ихх +  uyy~\-uzz=0  
соответственно получить фундаментальные решения v — RQ (кг) и v =  г~ 1г—Хг более об- 
щих уравнений типа Гельмгольца (Д2 — X2) v — О и (Дз — X2) 0 =  0 по формуле v= R^u.

40.2. В работе Е. Т. Copson [5] рассматривается задача Дирихле в квадранте * >  
> 0 ,  р > 0 = для гиперболического уравнения (40.19) с X ־  0. Ее решение при х<_у  и 
х^ > у  построено методом Римана, а затем показано, что при переходе через линию у  =  
=  х это решение и его производные при достаточно больших значениях р. +  р непрерыв- 
ны, если заданные краевые значения и(х,  0 ) и и (0 , у) удовлетворяют уравнениям

Г (р -4- 1/2)
и (х, 0) =  в (0 , х) (при р =  р) или 0 ״( , х) ־־= г< + 1 /2 )  * _ 1  V ״ l .p- vl и (*• °> <ПРИ 
р > р ) ,  где ^ >а — оператор Эрдейи—Кобера (18.8).

40.3. В работе A. Weinstein [7] изучаются некоторые свойства оператора 
(40.22), которые затем применяются при исследовании решений уравнения

(43.2)=  0 , pk — const.
ди

dxk
ж Ч  / pk

2 j  \ <  **ft=l
В частности, показано, что каждому решению и (xlt х2, . . . , хп) этого уравнения соот-

*2 Х п  \

г2 י י " ’ г2 ) י
X!
г2ветствует другое его решение ви да 'г2 п Р1 р ־־ ־־•  рп и

—  Р п  — 0 это свойство иногда называют теоремойВ случае р1 —
п

Кельвина.
40.4. В работах Н. Раджабова [1—4] и Н. Раджабова, А. С. Саттарова, Д. К. 

Джабирова [1, 2] (см. также цитированные там другие статьи этих авторов) подроб- 
но исследуются свойства решений, в том числе и фундаментальных решений, а также 
получены различные интегральные представления и решения ряда краевых задач 
(Дирихле, Неймана, смешанных) для уравнений эллиптического типа с особенностями 
в коэффициентах, имеющих вид (40.18), (43.2), или их аналогов и итерационных 
обобщений. При этом получили развитие идеи, связанные с формулами (40.20), лем- 
мой 40.2, и подходы, изложенные в монографии R. Р. Gilbert [2] и статье A. Wein- 
stein [6], где установлена структура решений итерационных уравнений высокого по- 
рядка, разлагающихся на композиции уравнений типа (43.2).

Такого же рода уравнения, но в основном гиперболического типа, и краевые־ за- 
дачи Коши и Коши—Гурса для них глубоко исследовал М. Б. Капилевич в статьях 
[1—4 и др.], который использовал аппарат гипергеометрических функций нескольких 
переменных. В частности, в работах М. Б. Капилевича [1—3] для уравнения (40.19) 
впервые построены функции Римана и Грина—Адамара, с помощью которых найдены 
решения задач Коши и Коши—Гурса, а в статье М. Б. Капилевича [4] получено ре- 
шение аналога полуоднородной задачи (41.36) для уравнения

а т - 1 » г )>

т
I и — с2т U =  0

д д2----Mb2— -----
ds дх2

а
s

а2
а«2

через интегральный оператор, содержащий в ядре функцию 0Rm-1 (а1 » 
см. Г. Бейтмен, А, Эрдейи [1].
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40.5. В работах Y. W. Chen [1, 2] были исследованы свойства решений уравнения 
bmUхх +  t/ц  = 0  вблизи особой линии £ — 0 в зависимости от свойств функций U (х, 0 )=  
=  Uq (x ) и  (х, 0) =  U1(x), в частности от их гельдеровости (Y. W. Chen {[1]). Для
этого после замен 2р — т ( т  +  2 ) ־1 , г =  (1 — 2Р) гр\  U (х, £) =  «(*, г) это
уравнение сводится к виду (41.30 >״),  р < 1 / 2 ,  а к последнему применяется метод ана- 
литического продолжения в комплексную область по двум переменным, изложенный в 
работах Н. Lewy [1, 2J, который примыкает к известному методу из монографии 
И. Н. Векуа [3]. Этот метод позволяет автору каждому решению U (х, |)  поставить в 
соответствие некоторую аналитическую функцию, действительная и мнимая части кото- 
рой при £ =  0 выражаются через дробные интегралы от функций U0(x) и и г (х). В ра- 
боте Y. W. Chen [2] указываются такие целые решения V (х, §), дробные производные 
которых в пространстве Lq имеют нормы, удовлетворяющие специальным оценкам через 
нормы 1/!(*) или 12Д Г Х (U0(x) — U0 (a)).

41.1. В работах М. Saigo [2, 4, 5], см. также [6 , 7], для уравнения Эйлера — Пу- 
ассона — Дарбу (41.1) в области 0 <  е; 1 >  -изучены три краевые задачи с граничны ף 
ми условиями, содержащими интегральные операторы и / “_ / ,см. § 23, п. 2°) יי 1
18.6). У первой задачи типа Гурса граничные условия имеют вид

/0 + ~Р*~8־ ־1״ (°- т1) =  ф!(л), 1) =  Ф2(!)■

Остальные две задачи относятся к так называемым задачам со смещением, изучение 
которых началось со статьи А. М. Нахушева [1], см. также пособие X. Г, Бжихатло- 
ва, И. М. Карасева, И. П. Лесковского, А. М. Нахушева [1, § 4]. Во второй задаче 
граничные условия имеют форму

״(6 , £) =  Ф1 (I). л / ^ - Р * - ־־״1״ (о, S) +  B/?±<3- e * c־ ’fJ* - ‘J- ״1 i(g, 1) =  ф2(£),

а в третьей —
״  (£, І) =  Ф1 (I). А 1 ь + № ' - 1 1 % ’ Ъ (0, 6) +

+  5(1  - | ) с+Р+Э *-! 1)г=<ра(1).

Во всех трех задачах А, В , a, b, с, d — некоторые заданные постоянные, а 1р! и ф2 — 
заданные функции. Вторая из задач в случае, когда А и В  являются функциями, а Р*= 
=  Р и а — — Ъ =  — с — р — 1, совпадает с задачей из работы А. М. Нахушева (1J. Все 
задачи сводятся к сингулярным интегральным уравнениям с ядром Коши, к которым 
применяются результаты из монографии Ф. Д . Гахова [1].

Отметим здесь, что результаты из работы А. М. Нахушева [1] обобщил И. Оразов 
[1], а в работе В. Ф. Волкодавова, О. А. Репина [1] решена*'еще~ одна задача такого 
типа с операторами и /® ^ .׳ו1<

41.2. В статье D, W. Bresters [3] с помощью преобразования Фурье в классе 
обобщенных функций построено решение задачи Коши (41:36) для уравнения, отли- 
чающегося от (41.35) добавлением к левой части слагаемого —%?и. Формула реше- 
ния имеет вид

dt
cos (Яу 1/  (t2 — ־1

У I — /в

1

J ־  х (х +  Uf)
-11

l̂ nl
и (х, у) =

(см. (41.37)) и обобщает классическое решение такой же задачи из работы Е. С. 
Young [1].

41.3. В работах F. J. Bureau [1—3] проведено исследование задачи Коши для 
уравнений в частных производных гиперболического типа, в частности для волново- 
го уравнения (40.1'9) и уравнений Эйлера—Пуассона—Дарбу (41.1), (41.35). При 
этом широко использовались понятия конечной и логарифмической частей расходя- 
щихся интегралов, обозначаемые соответственно через pf и pi и примыкающие к 
определению Адамара (см. § 5, п. 5°). С помощью этих понятий, в частности были 
расширены некоторые результаты из работ A. Weinstein [1—3]. Приведем определе- 
ния, используемые автором.

Пусть в окрестности точки х  функция А (/) g  С1״ и представима в виде A (t) =  
т— 1 А .

=  2  — \ \ ~־   ~  х к̂ ־*־Вт Ak ^ = A(h) м ■ ПуСТЬ еще

У
Ah (х) 

kl (k — и)

А •э

j  А  (0(* -  t fd t ,  Р (у; st и +  1) -  2  )*М*)
л=־ о
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Тогда по определению полагается
X— в

pf 1-rn-v, (X) =  lim [ J  А (О(* — / ) - - ׳”״  dt — Р (е; т —1 , т  +  ц) J =

А

Р ( а - х ;  т - 1 , ״  z +  p) +  J  Дт (0 (* — О־ ׳ ״ ־ ^ ■

pf / _ т  {*) =  Р (о — х; т —  2 , т) +

dt,Bm {t)

a ( X ~ t ) m

Л
{* — а) +  j*InАт- 1 (*)

; pi / s (ג:) — О, s ? t  —т,

( т — 1 )! 

Л

т— 1+  (“ !>

т - 1  (*)

(т — 1)!pi /_ т (*) =  (-1 ״(

где О <; |х <  1 , т — 1 , 2 , 3 , . . .
В указанных работах устанавливаются основные свойства p f / в и р1Д, различные 

оценки, коммутируемость с оператором дифференцирования и связь с главным зна- 
чением интеграла в смысле Коши. Все это распространяется на многомерные интегра- 
ль!, и даются обзоры применения этих понятий к уравнениям в частных производных.

41.4. В работах X. Zheng [1] и Н. Cheng [1] изучены некоторые смешанные крае- 
вые задачи с данными на особой линии соответственно для уравнения (41.25), q — 
=  0, и его обобщения.

41.5. В работе D. Н. Wood [1] решается задача о нахождении фундаментального ре- 
шения для уравнения иХх +  4уу + ״  zz +  w2c~ 2 (г) и =  0 по известному фундаментальному 
решению более простого уравнения такого же вида, но без слагаемого и,/у. В случае 
с (г) =  г эта задача решается с помощью дробного интегрирования.

41.6. В работе D. L. Clements, Е. К. Love [1] рассмотрены две смешанные задачи 
Неймана — Дирихле о нахождении гармонических в полупространстве г > 0  функций
V  (г, г), г =  ~[/х2 -j- у2, по заданным в различных частях плоскости z =  0 значениям V z ,
V  с разрывом при г =  а  и г — Ь. Согласно Е. Копсону (Е. Т. Copson [3]), решение этих 
задач отыскивается в виде

л
V (־׳. г) = ־  Г ־ ) ״  (р) pdp f 2п .J J־----------------  (г 2 3 г2 _ :J  r  J  (г2 4- г2 — 2rpcos<p) 1 ^20 —Л 1־ т/

что приводит к необходимости последовательного решения уравнений типа Абеля

ъ
=  /2 (X)

рд (р) dp
У р 2 — х2• f=  f l(x)

pg (p) dp
У х 2 — p2J•

и уравнения вида

2 (— l ) 6 Г ( x t ? f ( t )  . __
f{x )  + ----- ־ ----- j ־ ן   __ хЦ2 ־ dt — у (х), 0 <  х <  с = /ך  ajb,

где 6 =  0 или 6 =  1.
41.7. В работах С. М. Белоносова [1, 2] были изучены некоторые краевые за- 

дачи для бигармонического уравнения Д2и =  0 в случае плоских двусвязных обла- 
стей. При их решении использовалось дробное дифференцирование /(«) в комплексной 
плоскости, определяемое формулой (22.4), где 2 — (—too, too), а также установлен- 
ные автором формулы связи f(a) с преобразованием Лапласа, см. об этом в § 7, 
п. 2° и § 9, п. 2°, 7.2 и 7.4.

41.8. В работе М. Shinbrot [1] указаны условия существования слабого реше- 
ния и уравнения Навье—Стокса, имеющего дробную производную ® 0+  и> 0 < а < 1 /2 ,  
по временной переменной. Для этой производной получена оценка нормы в L 2- 
Впервые этот вопрос был поставлен в работе J. L. Lions [1], где такая оценка была 
получена при 0 < а < 1 / 4  и с некоторыми ограничениями на размерность пространства.
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41.9. В статье К. Senator [1} получены шаудеровские и -оценки для решений 
и эллиптических краевых задач с граничными условиями, содержащими псевдодиф- 
ференциальные операторы с негладкими символами, а также нормальные произвол- 
ные дробного порядка.

41.10. В работе Н. Berens, U. Westphal [2] с помощью преобразования Лапласа 
и теории полугрупп решена задача Коши относительно оператора ш

25+  / +Jf־־£ך «(*) ®(*) Л * > 0 ,

Нт ||ю (х) f  — f\\L = 0 , 0 <  у <  1 . 
х-*0+ Р ־

Здесь <0 ( х ) /— значение оператора <0 (х) на функциях / g  Lp (0 , с»), a Х ‘о+ — оператор 
дробного дифференцирования Римана — Лиувилля (5.6).

42.1. В работе A. Z.-A. М. Tazali [1] методами Пикара и неподвижной точки 
Шаудера доказаны две теоремы об условиях существования решения у(х)  задачи 
типа Коши

(23“.jJ/)(*) = 7  (х> У (*)). а < л : < а  +  Л, / г >  0;

(2)5+ 0 < а < 1 ,

которые обобщают известные результаты Каратеодори для случая а = 1 .

42.2. Ряд работ В. К. Вебера [1, 3, 5—8], М. И. Иманалиева, В. К. Вебера [1] 
посвящен исследованию систем линейных дифференциальных уравнений дробного 
порядка главным образом в пространствах обобщенных функций V' (см. § 9, п. 1° 
(к § 8)).

В работе В. К. Вебера [3] дано решение задачи Коши для системы уравнений 
( х ) = А у ( х ) ,  0 < а < 2 , с постоянной матрицей А. Асимптотическое поведение при 

х->~оо различных решений этой системы (в том числе фундаментальной матрицы) изу- 
чено в работах М. И. Иманалиева, В. К- Вебера [1] и В. К. Вебера [5, 6]. Задача 
Коши для системы

у(«) (х) =־־ А (х) у  (х) +  f  (х), п — 1 < а < я ,  п = 1 , 2 ,  . . .  (43.3)

с непрерывной матрицей-функцией А(х)  при х5=0 рассмотрена в работе В. К. Be- 
бера [7], а фундаментальное решение такой системы с постоянной матрицей А(х) =  
= А =  const — в работе В. К. Вебера [8], см. случай одного уравнения в статье 
В. К. Вебера [1].

В работе В. К. Вебера Гб} установлены необходимые и достаточные условия пас- 
сивности более общих, чем (43.3), систем вида

Ау' (х) +  Ву(а) (х) ־+  Су (х) =  g  (х), 0 <  а  <  1, (43.4)

с постоянными матрицами А, В, С и найдена квазиасимптотика их фундаментальных 
решений при х->-оо (определение указанных понятий см., например, в книгах В. С. 
Владимирова [2, с. 86, 278) и В. С. Владимирова, Ю. Н. Дрожжинова, Б. И. Завья- 
лова [1, с. 34, 58, 209]). Заметим, что решение уравнения вида (43.4) при 0 < а < 1  
методом преобразования Лапласа построено также в работе А. Сейтказиевой [1 ].

К уравнению вида (43.4):
х

у' (х) — у — Я f Cl +  * (* - / )0  . ־“״>(*)/! < а < 1 ,  
о

сводится задача изучения полива по бороздам (Я. В, Быков, А. И. Боташев )1 )). 
Другие примеры прикладных задач, сводящихся к уравнениям и системам диффе- 
ренциальных уравнений с дробными производными, приведены в работе В. К. B e -  

бера [8].
42.3. В работе Н. М. Srivastava, S. Owa, К. Nishimoto [1] в терминах оператора 

дробного дифференцирования (г) = ״ .^(^)  Л(2) (см• (22.17), (22.18), (22.21) в случае 
контуров С — Х п (г) или С =  Х 0 (г)) доказана следующая

Т е о р е м а  43.1. Пусть <p(v; г) ф  0 — аналитическая в области D плоскости г 
функция. Тогда, если

Ф (у - f  1 ; г) 
ф (v; г)

Ф(у +  1; г)
ф (у;>)(IФ (у; г) ־= ехр
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и существует f v (г), то уравнение / v (z) =  tp(v; г ) /(г ) ,  Z £ D ,  имеет решение вида 

f ( z )  =  k ^ехр | J  ^  ^  rfzjj , k ф  0 — const, z q D.

В работе К- Nishimoto, S. Owa, Н. М. Srivastava [1] такого же рода результат по- 
лучен и для болееобщего уравнения /  (г) =  ф (v; г) /  (г) +  ф (v; г) g  (г).

42.4. В работах К• Wiener [ 1 , 2] (см. также цитируемые там другие работы 
этого автора) на основе теории дробных интегралов в смысле конечной части по 
Адамару (см. § 5, п. 5°) проводится исследование различных дифференциальных 
уравнений дробного порядка,, в частности встречающегося в теории полярографии 
уравнения

(3 )о/+ У ) ( * ) ~ с * ,0 (х) =  * 1/2. * > 0, —1 / 2 < а < 0.
42.5. А. М. Нахушев [2] рассмотрел вопрос о корректности решения уравнения

т

Каф =  3)0+хРЧ> (*) +  2  aj  М  ® 0 + ф ^  +  ь (*) Ф (*) =  с (*)» O c x c l ,
i= 1

где

0 <  а  <  1 , Р >  0 , а  >  а ! > .  . . >  а т  >  0 , 1C1 ([0 , 1 ]), если а ;• >  0 ,
Ь(х), с ( х ) е С ( [ 0 , 1 ]). М * ׳ е ( С ( [ 0 , lj), если а,- <  0 .

Пусть С ((0, 1)) — банахово пространство функций q׳ (х) £  С ((0, 1]) с нормой ||ф|Ц =
=  max !х^ф (х)|, у — некоторая постоянная. А. М. Нахушев показал, что если Р < а — 

xeto.ij
— (sign a,j +  1) а ;-/2, то для любого с (х) £  С0 ((0, 1)) существует и единственно решение 
данного уравнения из пространства ((0 , 1)).

В работе А. М. Нахушева [3] рассматривается смешанная краевая задача для уравне- 
ния !/"1иях +  иуу - а (х, у) их ־| -\- b (х, у ) и у -\- с(х, у) и =  0 в ограниченной области D £  
g { p > 0 } ,  примыкающей к отрезку 0 < х <  1 оси Ох, Краевое условие на этом отрезке 
имеет вид П т ф(х), 0 <  х <  1 , где К!—значение указанного выше оператора К  при

у-*0 ־
а  =  1. На основе установленного в работе принципа экстремума была доказана усюйчи- 
вость и единственность решения задачи и рассмотрен вопрос о его существовании.

42.6. Т. С. Алероев [1, 2] исследовал спектр задачи Дирихле для дифференцш 
ального уравнения при 0 < а < 1  вида

и" (х) +  а (х) 250+ ״  (*) =  f  (*)» 0 <  х <  1. (43.5)

Он показал, что при |3 ^ 0  в классе функций С[0, 1] f| С2 (0, 1] задача с условиями 
и (0) -j- jju0) ׳) =  и (1) =  0 и /  (х) =  0, а (х) =  Я не имеет отрицательных собственных зна- 
чений, а задача с условиями а  и (0) -f- Р«' (0) =  у, аи  ( 1 ) +  Р1) '״ ) =  у, а (х) =  Я имеет 
не более чем счетное множество собственных значений. Также для собственных значенийОО

2 ■ז*גו־2>
ft=!

Я =  Я& задачи а (х ) =  Я,, и (0) =  0 , и (1) =  0 было установлено неравенство

Га (2 — а ). Здесь также отметим, что А. М. Нахушев [5] показал ранее, что к —
16<

=  Яй является собственным значением последней задачи тогда и только тогда, когда Я& 
является нулем функции Миттаг-Леффлера £ 2__а 2 (—Я), см. (1.91). Все такие достаточ-
но большие по модулю нули являются простыми и имеют оценку Яь. =  О (k2~~a ), k -י■ <» 
(см. М. М. Джрбашян [2, с. 142]).

42.7. Р. М. Малаховская и Е. Д. Шихмантер [1], применив некоторые формулы 
реализации операторов (см., например, И. М. Гельфанд, Г. Е. Шилов [2, с. 151]), 
указали способ построения обобщенного решения задачи Коши для интегродифферен- 
циального уравнения

х >  0 ,dt =  f (x ) ,у  (0
(х — /)а

Qn

с условиями в») (0) =  aj, } =  0 , 1 , . . . ,  п — 1 , где 0 <  а  <  1 , причем а  — рациональ- 
ное число, a Qn (x )— многочлен некоторой степени п.
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42.8. И. П. Лесковский [1] построил линейно независимые решения однородного 
уравнения (42.34) с несовпадающими показателями а , 1 г־, —  ^ а ,< 0 ,  в виде функции 
Миттаг-Леффлера (1.91). Впервые частное решение неоднородного уравнения (42.34) 
с а ; = ( /  ,было найдено в работе Н. Т. Davis [2] (см. (4.6), а также § 4 מ/(1—
п. 2°, 2.5 и § 30 и 34).

Уравнение такого же типа с постоянными коэффициентами

V  (X) +  У  " T i l  7 f ~ x)aJ ~ l f  (у) dy =  0, Re at >  0
/= 1 ( ^ і

изучил J. Alonso [1]. Он показал, что его решение имеет вид f(x)  = е —Л*тогда и 
только тогда, когда параметр ף׳ удовлетворяет условиям

П
R e!r!>0, Х0 - f  — 0, с = ,<%־

У=1

а также изучил ряд свойств решений соответствующего неоднородного уравнения 
для случая п =  1 ,

42.9. Уравнение (42.34) с кусочно-постоянными коэффициентами в пространстве 
обобщенных функций исследовалось в работе А. И. Кочуры и А. В. Диденко [1].

42.10. Абстрактная задача Коши для уравнения гипергеометрического вида

 ̂ I ($> \  ̂ / d \
П  ^  + Р у  — l ) u ( t )  — At П  ( ' 1 Г + а ' =(0׳ ־)'= ) ״  t > 0 ’dt

где ад  pj — постоянные, а А — некоторый замкнутый линейный оператор, рас- 
сматривалась в работах L. R, Bragg [1, 2]. Там были получены формулы связи 
между решениями этого уравнения при разных значениях параметров, выражаемые 
через дробные интегралы. Эти формулы были использованы при исследовании зада- 
чи Коши для вырождающегося уравнения гиперболического типа

щ% — tmuxx + ~vfn/2׳  1ux =  0, t >  0 , от > 2 ,

и(х,  0) — ф (х), ut (x, 0) =  ф(х).

42.11. В работе Ю. Л. Рабиновича, С. В. Нестерова [1] рассматривались диф- 
ференциальные операторы Кпи:

(43.6)=  0,dn~ hu

dz*К3 2 = <рь (г ״״ 
h= 0

коэффициенты которых Pk(z)  являются многочленами некоторых степеней. Установ- 
лены условия, при которых порядок п оператора (43.6) можно понизить с помощью 
дробных производных, определяемых по формулам (22.30), (22.33׳ ) и аналогичной 
׳22.33) ) формуле для случая 20 =  °°■

В работе С. В. Нестерова [1] такие дробные производные использовались при 
построении решений дифференциального уравнения класса Фукса с s особыми 
точками

П (z -a ft)״U< +<״ 2 (*)/(!-־־}?> ח  ( г - а и ) п- }и {п- { ) = 0 ,
й=1 /= 1 fc«1־

где Qm(z) — многочлены степени от.
42.12. Ряд авторов применяли методы дробного интегродифференцирования для 

решения линейных дифференциальных уравнений 2-го порядка вида (43.6) с много- 
членными коэффициентами.

В работах М. A. Al-Bassam [2, 3, 5—7], см. также 9] ״], рассмотрены классы 
дифференциальных и интегродифференциальных уравнений, сводящиеся с помощью 
правила Лейбница (17.11) и других свойств дробных интегралов и производных к 
операторным уравнениям композиционного типа

1^Р  (*) IJ+Я (*) 1* І П~ ХУ (*) = ׳ ״ = 1 י 2י • • • ׳ (43*°7  )
m

где 19 {х) и q (х) представляют собой произведения вида П (c1h +  Для неко-
1
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торых классов дифференциальных уравнений 2 -го порядка установлены необходимые и 
достаточные условия эквивалентности уравнению (43.7) и построены решения. В качестве 
примеров рассмотрены уравнения для функций Гаусса, Куммера, Лагерра, Лежандра 
и Якоби, решения которых на основании (43.7) представляются через соответствующие 
дробные интегралы и их композиции (см. § 9, п. 3°, § 10).

В работе Т. Р. Higgins [6] предложен оригинальный метод для получения об- 
щих решений неоднородных гипергеометрических уравнений, основанный на приме- 
нении прямого и обратного преобразований Лапласа (1.119), (1.120) и преобразо- 
ваний Эрдейи—Кобера (18.1), (18.2) по параметрам уравнений.

В работах К. Nishimoto [7— 1 1 ] операторы дробного дифференцирования fv
(см. § 43, п. 2°, 42.3) использовались при изучении частных решений дифференци- 
альных уравнений 2-го порядка класса Фукса, связанных со специальными функция- 
ми Гаусса, Куммера и другими.

42.13. В работе В. П. Федосова, Н. Н. Яненко [1] показано, что уравнения в 
частных производных полуцелой степени

п

2  ah® + % 3 )+ 7 y ]' = (У ׳*) »2  /  (х, У), ah ~  const,
ft= 0

(см. § 24, п. 2°) могут быть исследованы путем разложения их операторов на компози- 
ции п обратимых операторов вида +  a j3)+%> гДе

х
У)= у - ־  £־ ־  j (* —*Fl/2״ (*» y)dt>

— 00

a ctj — корни некоторого характеристического многочлена. В частности, при п =  1, а0=  
— а,  а! =  1 указана формула общего решения этого уравнения:

X  S

и(х,  y) =  n ~ l/2 J j (S — Е) 1 / 2  - | - [ / ( £ ,  у +  а Н х  — s ) ) ~
----- OP — 0 0

— af(s ,  у +  a 2 ( x — s) +  I  — s)] d£ds _ן_ /J  ^  +  a  a  ^
CC ^  Uj

где ц (г )— произвольная функция. Также подробно разобран случай п = 2.

42.14. В. Я. Ярославцева [1] построила операторы преобразования Fj, / — 1 , 2, 
оператора Р в D2, т. е. операторы F, обладающие свойством P F v= F D 2v на элемен- 
тах v некоторого функционального пространства, где

/ d? d \ d
p = - U r + 2 v c ,8 'p ־ ^ ־ v ) D ׳ = 1 ‘ ־ r •

В частности, при действительном v >  0 оператор Ft  имеет вид

v 4י
F!v =  —/£)_ ^  l—2 v Г v ^ cos f — cos

V ״ r (v )  J

а при остальных значениях v — вид свертки основной функции v с функционалом 
sin2v (ф /2 ).

Полученные результаты были применены при сведении задачи Коши для диффе- 
ренциального уравнения

п

2  akPn~ hu =  0, ak — const, 0 <  ф <  31, 
fc=О

к задаче Коши для обыкновенного дифференциального уравнения

п

2  (—l)”—ft akw2n~ 2k — О,
k= 0
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42.15. В работе L. Biacino, D. Miserendino [2] рассматриваются свойства one- 
ратора

L u =  ^  а а (*)£>а״ , |а | =  с*1 +  а 2, a  =  ( a lt а 2), * =  (*!> *2),
|«К4

где ע ״  « — дробные производные, определенные в работах L. Biacino, D. Miserendino 
[1, 3) (см. также § 29, п. 2°, 24.10). На основе представления в форме

Lu=  2  « 2  + » »а ׳£(*)״“
| a j e { 2 , 3 , 4 >  | а | < 2

указаны условия, когда индекс Lit равен нулю, и изучено действие оператора L в 
пространствах Соболева.

42.16. В работе I. G. Sprinkhuizen-Kuyper [1 J 1 доказан ряд теорем о решении 
задачи Коши для уравнений вида

/ 1 d, VI d? v d \ъ
־) т г־ г )  п г ־ + т *־ г )  0 < ж < 1 ’

с условиями типа ( 1 ) =  0 , j  — 0 , 1, . . . ,  I -{-2 k  — 1 . Указанная задача при g(x)  6  
g C ([0 , 1]) в классе f  (х) g  C2k+t ([0, 1]) разрешима формулой f{x )  =  l^h ׳ lg(x) ,  где

ц +  у — 1 ц
+

Я +  !а; 1 — - ^ ־ j  /  (у) dy,

В работе изучены также некоторые свойства этого оператора с функцией Гаусса в 
ядре.

Эти результаты получили значительное развитие в работах А. С. McBride [7, 91 
и I. Н. Dimovski, V. S. Kiryakova [2], где рассматривались обобщающие (9.5) one- 
раторы. Для них найдены интегральные представления в виде композиции операторов 

дробного интегродифференцирования типа Эрдейи—Кобера (18.1), (18.2) и в терми- 
нах Cr-функции Мейера вида (10.48). Частные случаи таких представлений, приводя- 
щие к операторам с функцией Гаусса типа (10.18), рассматривались ранее в работе 
I. G. Sprinkhuizen-Kuyper [1].

42.17. В работах R. Tremblay [2] и R. Tremblay, В. J. Fugere [1] исследованы 
свойства операторов

т
Da,r  =  D״  (zaD f ) r, |ך  (zD +  a ;.)Oze Pj״ ,

/=1
di

где D = ----- , D ? , a g C ,  — дробная производная (22.4); 0, a  -g  С (/ =  1, 2, . . . ,  m );
dz z

6 =  0 или 6 =  1; г, n, гj  (/ =  1, 2, . . . ,  m) — целые неоірйцательные числа. В част- 
ности, получены операторные равенства

д а . г ^ Э . г  _  £ ja + p ,r  д Р . С . а ! , . . .  , а т  __  р (1 —6)00« г 6(1—0)0« х

л—1 т
X П  П  (гО 4־ ®j — ре״ + fiifJ 26еэ״д(1-в)( 1 ־י0(6»י

І= 1  / =  I

где 0 =  0 или 0 =  1 , а также представление ’ат в терминах операторов
г( 1— 2у)®+(1—׳v)ft£)&z(2v— 1 )ш+уА׳ где ^ =  0 или у = 1 , <0 £С , k — 0 , 1 , . . . .  1 +־׳)״  • • •

В качестве примеров даны новые операторные формулы для обычных дифференциаль- 
ных операторов D и интегральных операторов D ~ l .
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Абеля интегральное уравнение 38, 39
----- - — многомерное 340
-------— обобщенное 77, 445, 449, 500
----------- пирамидальный аналог 417, 418

Абеля типа интегральный оператор 530 
Абсолютно непрерывная функция 21, 109 
Адамара свойство 97 
Асимптотическая последовательность 220 
Асимптотическое разложение (ряд) 220

-------дробного интеграла 221, 222, 224,
226, 227, 228, 243, 244 
-------степенное 220

Асимптотическое решение уравнения Абеля
229

Банаха теорема 28 
Бернштейна неравенство 277

-------аналог 277, 278, 332
Бесселев дробный интеграл Са (р 253, 396 
Бесселев потенциал G“ <p 253, 396 

-------анизотропный 436
-------модификация С^ф, ©аф 254 , 397
-------односторонний G^<p 436, 437

Бесселева дробная производная (Е +  3))af,
СE ± D ) a f  255 

Бесселево ядро 396 
Бесселя функция 1-го рода J v  (г) 32

-------модифицированная / v (2) 32
Бесселя—Клиффорда функция J v  (г) 530 
Бесселя—Мейтленда функция (г) 325
Бета-функция В (г, да) 31

Биномиальные коэффициенты  ̂ ^ j 29

Бисингулярный интегральный оператор 346 
Бохнера формула 358

Вейля дробная производная f
263, 266

----------- кратная (смешанная) 353
----------- усеченная 270

Вейля дробный интеграл 7±*ф 263, 264
----------- кратный (смешанный) 353

Вейля — Лиувилля дробная производная 
3 ) W f  266

Вейля—Маршо дробная производная f
266
---------------- усеченная D ^ g /  270

Волновое уравнение Даламбера 577 
Вольтерра интегральное уравнение 477

— функции р (ж, a, a ), v (ж), ^ ״  (ж) 
481, 482

Гамма-функция Г (2) 29
Гаусса—Вейерщтрасса интеграл И7*ф 366

— — ядро W  (ж, t )  366
Гельдера пространство Нх =  (Q) 21, 22,

24
-------обобщенное Н“ , Я® ([0, 2л]) 196,
274
-------с весом #*׳ (р) =  Н% (Q*, р), Яд(р)’=
= Я р (Q; р) 22, 23 

Гельдера условие 21, 22

Предметный
указатель



------ по Адамару D®/, Ф“ Д , 252,
253
-------по направлению /£“ \  D®/ 348, 427,
428
-------Рушевея 319 1А
-------чисто мнимого порядка 3)^ \J  45

Дробная ,̂-производная 329 
Дробная степень оператора 103, 406, 407 
Дробное интегродифференцирование анали- 

тических функций 214, 308, 312
----------------обобщение 316

Дробный интеграл в комплексной области
/® ф, /® 0Ф, / “  ф 308, 309, 310, 311
-------обобщенной функции 120, 124, 127,
128, 129
-------от функции по функции 248,
250
-------по Адамару 3^.ф, 3®+ ф, 3£_ф 251,
252
-------по направлению /^ /  348
-------типа Эрдейи — Кобера
С ~ ;а ,т /  246
-------чисто мнимого порядка 7^_/,
/!*? 45, 81, 86

Дробный ^-интеграл qI ~ v 329

Зигмунда обобщенный класс А“  ([0, 2л]) 274
— типа оценка 196, 197

Индекс оператора х  459
— G-преобразования 1513 ן
— сингулярного интегрального уравнения 
х  442
— сложности G-преобразования p-\-q 513 

Индексные законы 145, 230, 231, 527 
Интегральная формула Коши 308 
Интегральное преобразование 34

-------по индексу 34, 545
------  типа свертки 34, 512

Интегральное уравнение Абеля (см. Абеля 
интегральное уравнение)
-------  первого рода 441, 505
-------композиционного типа 540
-------с гипергеометрической функцией
Гаусса 506
-------сингулярное 442
----------- нетеровость 460, 461
-------с логарифмическим ядром 504
-------со степенно-логарифмическим ядром
480, 488
------------------------- нетеровость 488
-------со степенным ядром 441, 445, 459
--------------------  нетеровость 459
— — с функцией Бесселя 530, 537 
 с функцией Лежандра 508

Инфинитезимальный (производящий) опера- 
тор полугруппы 103

Карлемана уравнение 456 
Класс абсолютно непрерывных функций 

AC(Q) 21
Конечная часть интеграла (в смысле Адама- 

pa) p.f., pf 97, 618, 619 
Коши формула 12, 313 
Краевая задача Гильберта 582 

-------Дирихле (весовая) 583, 584, 585,

6 7 5

— ----- обобщенное 24
Гельмгольца уравнение обобщенное двуосе- 

симметрическое 577
Гельфонда—Леонтьева обобщенное интег- 

рирование и дифференцирование / (/ ;а) ״ , 
3 ) п (а; /) 316, 317, 318 

Гипергеометрическая функция Гаусса (а, 
Ь ; с; г )  31
------- Горна F$(a, а', Ь,  6'; с; х ,  у) 157
------- вырожденная (Куммера) !Г! (а; с; г )
32
------------Гумберта Ф! ( ...) , 2 ! ( . . . ) ,  2 2( ...)
162, 543, 579
------- обобщенная p F q ( ( а р); (рд); г) 82

Гиперсингулярный интеграл D® /, T a  f  367, 
368, 372
—- — аннигиляция 376
------- нейтрального типа 382
-------  нечетного типа 382
— — параболический Т а  f ,  % а  f  413, 414
------- символ 3 ) q {x )  383
------- со «взвешенными» разностями Г® /
405
------- с однородной характеристикой 381,
386
------- усеченный D® /  368
------- характеристика 381
-------  четного типа 382

Грюнвальда—Летникова дифференцирова- 
ние в области 429
------- дробная производная 280
-----------------многомерная / “ * ±  355
-----------------на конечном отрезке
290

Грюнвальда— Летникова дробный интеграл 
7®+ ф, ф 290, 291

Грюнвальда—Летникова—Рисса дробная про- 
изводная / а * 280, 281

Джрбашяна обобщенный дробный интеграл 
Г(<Й)Ф 261, 262

Дзета-функция Римана, обобщенная Q(s, а)
33

Дирихле ряд 313
— формула 26
-------  пирамидальный аналог 417

Дифференциальное уравнение дробного по- 
рядка, обыкновенное 596
-----------------  задача Дирихле 605
------------------ задача типа Коши 597, 602
----------------линейное 602
----------------------с постоянными коэффици-
ентами 607

Дифференциальное уравнение целого по- 
рядка, обыкновенное 610 

Дробная производная абсолютно непрерыв- 
ной функции 208
------- аналитической функции 313, 314
------ в комплексной области 3)%J, 3 f±  q/\
3 ) % f  308 , 311, 312 , 313
— —- комплексного порядка 45 
 Коссара 133
------- от функции по функции Ю а + - в  f
249, 335
------- периодической функции (см. Вейля
дробная производная)



—_ несверточный с функцией Бесселя в яд*
Ре Т а Л ’ 7 *,А. 537

— нормально разрешимый 459
— полисингулярный 356
— Римана—Лиувилля /®+ , ,
Юь~ 42, 43
— сингулярный S 163
— с однородным ядром 28
— со степенно-логарифмическим ядром 
/« |3 , ;0,(3 29!
— теплопроводности 406, 411

— типа бесселева полипотенцнала 356
-------полипотенциала (Рисса) Ж а 355
-------потенциала Рисса 1^а\  268
-------Эрдейи-Кобера / “+ ״; מי , ^ ; и , ц
246
— транспонированный 471
— урезания (проектор) Раъ, Р+, Р -  171
— Эрдейи /£+;{ТД1, 246
— Эрдейи—Кобера а , К^ >а 246 
-------— аналог 554
----------- обобщенный а ), а)
535

О-символика /  =  О (g), f  — 0 (g), f  ~  g  30

Параболические потенциалы На Ф 412,
413

Парные уравнения 551, 553 
Парсеваля равенство 37 
Показатель Гельдера 21

— сопряженный 25
Полугрупповое свойство 42, 43, 51, 52, 86, 

127, 145, 175, 176, 216, 248, 252, 254, 257, 
264, 268, 310, 342, 348, 364, 367, 371, 397, 
408, 409, 421

Поста обобщенное дифференцирование 
a(2>)f, а [ Щ \  281 

Потенциал Рисса / а ф 173, 357, 363
— — аналог / (а1ф 268 
 анизотропный 430
— — гиперболический (с лоренцевым рас- 
стоянием) / р ± г0/ ,  /® /  407, 409
-------модифицированный На ф 173
------- на отрезке 179
-------  на полуоси 178
-------обобщенный /^ф  431
-------односторонний 370
----------- модифицированный /®_|_ф, В® ф
432, 433
— -с радиальной плотностью 431
— осесимметрический р-мерный 586 

Потенциал Фелера Л4®>с׳ф, Ма ф 174, 454
-------  аналог /^а)Ф 269

Похгаммера петля 314, 315
— символ (а )п 29 

Преобразование Варма 138
— интегральное (см. интегральное преоб- 
разование)
— Конторовича—Лебедева 7Q*1 {/(0} 35, 
545
— Лапласа Пр =  L {ф (t)\ р) 38

. ------ видоизмененное Л± /,  Л“ 1/  518
-------дробного интеграла и производной

594, 595, 605, 606, 621
-------Коши 585, 590, 592, 597, 598, 620
-------Неймана (весовая) 584, 585, 595, 596
-------типа Дирихле 597
----------- Коши 597, 601, 602

Лапласа уравнение 586
Лебега мажорантная теорема 26

— точка 54
Лежандра присоединенная ״функция Ру (г) 32 
Лейбница правило 214 

-------аналог 242
-------обобщенное 216, 241, 242, 332
----------- интегральный аналог 218, 242

Лизоркина класс Ф 352
— пространство обобщенных функций Ф ',

360 ,124 ¥ ׳
-------основных функций Ф, Т  122, 352,
359

Липшицевы классы Н1 (£3), Н^, ftp 21, 200

Лиувилля дробная производная на оси /  
85
----------- частная (смешанная) 3 f ^ f  343
—  ----------— в форме Маршо 347
--------- -— ----------------усеченная D̂ _ ±  г f
347, 349

Лиувилля дробный интеграл /^_ ф, /® ± ф
85, 343
— класс дробной гладкости G® (Lp) 399 

Лоренцево расстояние 407

Макенхоупта условие 136 
Макенхоупта—Видена условие 365 
Макдональда функция K v(z) 33, 396 
Маршо дробная производная, аналог 253

-------------на оси D^./ 95, 102
-------------------- усеченная D® J  96, 102
----------- обобщенная 136
— — — на отрезке D®+ /\ D%_J 180, 181
-------------------- усеченная D®^>g/  181
-------------на полуоси 97

Мейера G-функция G™ " (г||״р*) 34

Метод суммирования интегралов ((С, а)-ме- 
тод) 214

Миттаг-Леффлера функция Еа (г), Еа р (г) 33 
Модуль непрерывности (интегральный) 

<Dp(f, t) ПО, 113, 116׳
-------дробного порядка 332

Мультипликатор 435 
Мусхелишвили класс Н* 194

Нейтральная периодическая функция 353 
Неравенство Гельдера 25

— Минковского 25, 26
— типа Бернштейна 435 
 Колмогорова 213, 239

Нетера оператор 459

Оператор бесселева дробного интегрирова- 
ния Ga 253
— ^-характеристика («, т )  459
— Кобера (Кобера—Эрдейи) / +  ф, К Г а ф
246 ’
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няя) $®+ Л 3)%-J 43
— ------------смешанная (частная) 341, 342
----------------пирамидальный аналог Л

3)e J  421
----------- — функции по другой функции
3 % + J  249 , 250
----------------------------- — форма Марию 249

Римана—Лиубилля дробный интеграл /^_<р,
І %_Ф 42
---------------  левосторонний (правосторон-
ний) / “+ ф, 1%_ф 42
----------------смешанный (частный) ф,
/®+ Ф 340, 341
---------------- пирамидальный аналог ф,
/^ Ф  421, 422

Рисса дифференцирование 367
— дробная производная Da f  368
— дробное интегродифференцирование 357
— «нормальные средние» (средние) Са (ж) 
213
— теорема о среднем 210
— ядро k a (х ) 363

Свертка 27, 36, 38, 126, 345, 358, 524 
Сингулярный интеграл со степенно-логариф- 

мическим ядром Sa>a>m ф, а  >тФ 490
-------с ядром Коши S 163
-------------------- с весом 178, 179, 451
----------------Гильберта Яф 267

Соболева предельный показатель 365
— пространство Ga (Lp) 399
— теорема 365
— — весовой случай 365
— усреднение 399 

Сонина оператор 78, 568, 569
— условие 78 
 аналог 440

Среднее сферическое М п (х, у; т) 592 
Сферические гармоники Ут (сг) 389

Таблицы дробных интегралов и произвол- 
ных 143 ■ч

Тейлора формула, аналог и обобщение 51, 
80

Тензорное произведение операторов л!ФЛ2 
343

Теорема об аппроксимации единицы 27
— о Фурье-мультипликаторах 28 

Тройные уравнения 554, 556

Усеченная степенная функция г/“  34, 85

Фавара неравенство 278 
Факторизация G- и !!?-преобразований 518, 

546
Фокса Я-функция 564, 568 
Формула дробного интегрирования по час- 

тям 42, 51, 86, 108, 247, 327, 343, 536
— соответствия 577
— Функа—Гекке 403 

Фубини теорема 25
Функция обобщенная (некоторые понятия) 

120
— однородная 27
— ограниченной в среднем осцилляции 83

677

116, 117, 351
-------многомерное 351
—■ — обобщенное 526
— — свертки 38
— Мелера—Фока 550, 553, 554
— Меллина ф*(5) =2Д{ф(і); 5} 36
— — дробного интеграла и производной 
118,119,134,324,351
— — многомерное 351
— — свертки 37
— Стилтьеса 35, 138
— Фурье &~<р = £Г{ф(*); х}= ф (х ) 35, 36
-------в смысле обобщенных функций 360
-------дробного интеграла и производной
114, 350
-------многомерное 350
------- свертки 36
------- сингулярного интеграла 163
------  синус и косинус ^"־ф, ЗГсц 36
— Ханкеля 35 __
■-------видоизмененное {7V (2 V *  )} /  524
— — модифицированное a .af  247

------- обобщенное S (  ' ' f  535
УП. а о ־ /

------- урезанное 325
F3-преобразование 548 
G-преобразование 512, 516, 517

-------характеристика (с*, у*) 513
Н- и У-преобразования 525 
!!?-преобразование 545 
Пространство бесселевых потенциалов

(R1) =  На ' р (&) =  Ga (Lv) 255 , 399 
-----------  на отрезке 329
— липшицевых функций Ну , hy , Я^ 200
— параболических потенциалов Я “ (ЬТЛ 
413
----------- обобщенное 437, 438
— риссовых потенциалов / а  (Lp) 104, 372
— суммируемых функций L p — L p (Q) 25
— — — со смешанной нормой L~(Rn) 
344, 345, 356
----------с экспоненциальным весом Т ри94
— функций ограниченной в среднем осцил- 
ляции ВМО (а, Ь) 83

Пси-функция ф(а) 31
Пуанкаре—Бертрана формула перестановки 

165
Пуассона интеграл P tф 366

— ядро Р(х, t) 366
Радиальная функция 358 
Разность векторного порядка (А*/) (х) 347, 

354
— взвешенная Ау / ,  А1у /  405, 414, 415
— дробного порядка (Л“ /)(х) 279, 289, 
335
— конечная (Alh f) (х) 100
— с векторным шагом, нецентрированная 
(А“ т * )  368
----------------  центрированная (А®/)(х) 368

Регуляризация расходящегося интеграла 386 
Римана функция R  ( |, ף  ; Ло) 575, 588 
Римана—Гурвица функция £ (s, а) 33 
Римана— Лиувилля дробная производная

3 ) £ J  43, 44
------- _  — левосторонняя (правосторон-



— дробный интеграл I f ф 257

Эйлера—Пуассона—Дарбу уравнение обоб- 
щенное 586
-------------------- гиперболическое 590
---------------י — эллиптическое 586

Юнга теорема 27

Ядро оператора Z* (Л) 459

— распределения 365 
Фурье ряд 263, 352

— ядра 564
Фурье—Лапласа ряд 388

Ханкеля контур X q 315 
Харди неравенство 92

— пространство Н Р 316 
Харди—Литтлвуда теорема 64, 91

----------- аналог 82, 298, 345, 411

Чженя дробная производная $ ) f f ,  Df f  257, 
258
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Латинский
и готический алфавиты

Указатель
обозначений

Аа ер 179 
{ -  A)a f  331 
At (а) 100, 372 
A ^ f ,  A ^ t f  530 
AC(Q), 3) 21 
(a)29 ״
(a״ ), (an+ {) 513
« Ш / .  a \ ® ] f  281
(а Ад/) (ж) 281 
Ba q> 179 
В® ф 433 

В“+ / .  B£1V 530 
BMO(«,-6) 83, 237, 430 
״!*) ). (Ь513 (1+ ״
С в =  С « (* 1) 94
С (й), С׳” {й) 21, 24
С” {й) 26

С*(х) 213
C j-V . CJ1V 530
С  ([а, 61), С ~ ([а , 6!) 130

с* 513
Daf,  D372 ,368 ,270 / ״

D״ / ,  D± , /  95> 96« 102« 272, 371
D (a )f  D ( a ) j  2б61 270

D± ...± /•  D± ...± ,1 / 347 
D“/ ,  D348 ,258 /״

D“f ,  DI  J  381, 383, 385, 405

D״+ / ,  D“_ / ,  D«+  e/  97, 180, 181, 348 

# = ( “ 339^  - ־ , ... , —
\  8jfn /

■339
d1' 1

djri1 ... djei,71
= # ־'

35 ״ ״) ; л .  35 у ;  n  316,318
$ (aV 353 

317
2 J ± / .  25±ft. .± /  85, 86 , 95,
102, 343, 347
3 5 & ,  £ $ ? 3 5 3  .,263 / + ״

a5± . J .  35+ + 4 ׳ 344י 347 343  .
349
S5^,e/ 311, 312 

35c f , 3 5 lf 257, 348 
35gJ 308, 313 

351 (X) 383, 384
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י

Я * , На, На  195 
Я £ ([0, 2я]) 274 

Яр, Яя 200 

Я Я (£±) 462 
я£([0, 2л]) 276

Я ־05 )׳׳ ^ ) ,  Я Р([а, 6]), Я־5 ^ ([а ,А ])  186,255, 
256
Я я й־ (£2), я £ й־ (р) 24 

577 

Л  355 
Ж а ф 413
АЯ =  АЯ(Й), Aj׳ (p) 21, 23 

А*, Ая , Ая ([0, 2я ]) 200, 276 

АЯ’й (Й), А£־й (р) 21, 24 
Aj.M577 ״
(А (х)} ф 524
і^ + ( а ,  A), kIcd_ ( a ,  А) 153, 154 
/ / ,(/ ;а) ״  {&; /}  317, 318 
/ вФ 173, 357, 363 

I f  ф 178

/ (а)Ф, /^а)Ф 268, 269 , 353 
/ “ (Ар), / “  (Ар) 104, 391 

/ а (Ар), / “ ±  (Ар ) 349 
/ ״ Ф 85, 311, 370 

/ ״  ± Ф 343

/ (± }Ф, ^ а ) .+ /  263 , 264 , 353 

7v (г). Т  (г) 32 , 530 
/ ״ Ф 257 

/ >  348

/^Ф, /?ф , i f  (Ар) 431, 434, 435

/“ /  309, 310

/ “ сф, / ״  ф 421

/ “ ф 409, 410, 411

Іар ± і0Ф. /р±Ф 407, 408
I f+ ф, / “_ф  42, 45, 85
/ +£״ Ф 340, 341

J%+ (Lp)> / “ (Ар) 49, 104, 185
/ “ >е/ 310, 311

^a+ig^* 'b—;xa(P’ ^±;ха<Р 248’ 239 
С+РФ> 7“- Ф  291
/ 4 р.״ (Ар), / “_1Р (Ар), / “ ’р (Ар) 489, 494 

/ “+Р,ПЛ /£1М / ,  / ״ / р327 ,326־ ־4
7 \ ?־ £ /!!аД 161

® V * ® e f 421
3 ) а ^  3jbJ>  2 )«ftV  43 1’ 209׳ 8 ־ 44־ 45־ °  

210, 341, 342

3)f+;gf, ® L ; x ° f '  ® l - , x ° f  ׳ 249250 

ע ״ + ל - Db ~ f 530

% + f ׳342349 
dn,1(a) 368 , 373 , 375 , 382

343, 597dah
dxfk=  $ 0 + -

da
dx°

Ъ У ,  2>®+/, K f J  252, 253 
Ф® / ,  f 405, 428 
£  344
(£ ±  D)«/, (£ +  $  )a/  255

я « (* ) £ ׳ « ,В(г> 33
£  (p, p*) и 586 
£ a + £ vA׳ £ ^ 5 3 0  7 ־׳
1 F !(a; c; 2) 32 ׳
2£ j, (a, A; c; 2) 31
A3 (a, a ׳ , A, A׳ ; c\ x, y) 157

F 129 
r P№F V' F p.v.

f  ф =־ Ф, ? ד  =  f  35 , 350, 357 , 359 
Г СФ8̂  Ф 36׳ 
U W  39, 49, 419 

/ а), /± \ י 281, 280355 
429 ,290 1 /״

/£*> 427
/ jg ,  289, 290 

Gaq> 253, 356, 396, 436 

G® ф 105 , 254 , 356 , 396 , 436 

Ga (Ap), G® (Ар) 255, 357, 399 
Ga (x) 396

( M l
pq&

. а д  И ) « * 1*
״5) Ф, @a (x) 397

Я , Я ״ , Я*, Я*, Я ; 194, 195 , 443 , 449 
Яф 267
Яя =  Я я (Й), Я £(й ) 21, 22, 23 

Я “ , Я®, Я ״  (р) 196, 199 
Яр 316
Я “ф, Я “ ф 173, 178
(Я״ ф) (х, О, Я “ (Ар) 412, 413
Я*׳ (р) =  Я я (Q; р), Я я (р) -  H q (О; р) 22, 23

Я я (/?«), Я*־ (Я״ , Р) 366
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Qq 230

Rn, Rn, R \ ,  Я" +  20, 339 
Rx (׳וי a) /  535 
ra (x), ГЬ (дг) 168 
S, S ' ,  S+ 121, 124, 127 
Sep 163, 356
Sa/ .  Sf,/, Sa qp 172, 178, 179, 187 
S n - 1 , |Sn _!| 339 

$a+f> S b - f  530 
S a,bf 451, 490

S a , < z , m V ’ 5 Ь , а , т < Р 4 9 0  '

j  247 
a, b, y\

s r ״ j | /  535
\ ף , a,  a )

<S±. ® 3_(P |) 121, 127
T a f, T%f 368, 401, 405, 412, 415

Z a f ,  3:®/ 413, 415, 416 
W(x,  t), Wt<p 366 
IP׳® r 434

V, ( a P)
(P?)
324

Шp ( f , t )  110, 113, 186 , 332 
X (Я*), Х 2Я 279 
Ym (f, x), Ym (a) 388 , 389 
y% 34, 85
(2 + ,  Zo ־Ь> 2 —, Zo—) 315

f  (0J (*) 545\V7tnn
pq

Греческий алфавит

[a], {a}, f Г 1 29, 44
\ P /

В (z, w) 31 
Г (г) 29 
7* 513 
y n (a) 361

д
-  Дх +  —  411

at
(Д®/) (זג) , (Л '/) (х, р) 100 , 279 , 347, 354, 
368, 405 
Аг,а (*• А) 378

8ג) —זג0( 120, 352
£ (я, а) 33 
х 442, 459 
х (a , I) 102 , 347

Л ± , А518 1־

Л“ ([0, 2л]) 274 

Я‘ 276

/« (f)*  (Q), /«<«>* (Q) 145 

341

7а+Ю.Л^’ 76— ;О.тіФ» 246
׳ ״ .«• t  ‘3 2 4 6 ־1. 
' * 1 /  537 

g /Z V  329 
у״+ ф 291

7v (2), 7 v (2), / v>m{2), 7^(2) 32 , 325, 530 
j x (ירי a) f  535 

I f J  537

f p ,  f p ,  f p . h  / 0  1 2 9 3 2 ! ׳ 

* V  317
3±Ф. 3  Ф. 3£_ф 251, 252+״
Я± , і ф  ІСЦІ 407 , 409

^Tba* ^ т ) ,а  248
Kv (2) 33, 396

K i x {f(t)},  кГх1 i s m  545

Ж >  355
Ж г,а (х) 106 , 378
кг.а  (X) 378 
Вср, L~1g 38, 351
В<ш)<р 261, 262 

Lp =  Lp (Q) 25
Lp (p) =  Lp  (Q; p), Lp (/?״ ; p) 27, 365 
Lp (Rn) 339 
Bp ( / ? 3 5 6 ״) 344 , 
Bp,* (a, b) 145 
L™  578 

B255 (1?/)״
B94 ״ ״р,ш
B<f513 0<׳־

B®r (/?«), B® (Rn) 392, 399

״?*» . r 437
Л1® cp, M®ep 445

K , J P  174
m ( a lf . . . , a n) 145
9№p, 5№ {Ф (0; s} ־= ep* (s) 36, 351
Юг־ Ч ф זג} 36 ;(5)*
юг־ ;,(В), юг-! (В) 5!3
Ра (*) 282
Р ^ ., (Р + ־ 407*(10 
Р(х ,  О, Р(Ф 366 
Р ± ф. Р аг־ф 171 
Р^ (г) 32

p . f . ,  pf, pi 97, 386, 618 
&У ф 439
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<p* (s), ф (Jt) 35, 36, 350
Х а  (*> 2 8 2

Т , У359 , 352 , 124 ,122 ,׳  
t ( z )  31
Qa (y) 385 , 390 
и(ф , А) 196, 272
Ир (/, 0  ПО, 186
2 ! (а, а 0 ׳,  ; у; х, 543 (ע 
2 2 (а , 0; у; ж, у) 579, 583

I f  (0 365
JL1 (זג, a , a ) , |1 t 0 (482 ,481 (זג 
v (лг), vh (482 (זג

□  р, ( -  □ Р)±ф 406, 407 
Ф, Ф׳ , Ф ׳ 122, 124 , 352 , 359

Ф +, ф®., ф^, (ф®. у  127, 128, 129, 132 
Ф® 199
Ф1 (0 , б; у, х, у) 162
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