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В настоящей главе продолжается изуче- 
ние свойств дробных интегралов и произ- 
водных Римана—Лиувилля на конечном 
и бесконечном промежутках веществен- 
ной оси. Сначала рассматриваются во- 
просы, играющие важную роль далее в 
главах 6, 7 при исследовании интеграль- 
ных уравнений первого рода: композиции 
дробных интегралов и производных со 
степенно-экспоненциальными весами, свя- 
зи между дробными и сингулярными ин- 
тегралами, линейные комбинации лево- 
сторонних и правосторонних дробных 
интегралов. Далее дается описание дроб- 
ных интегралов от функций из Lp и из 
весовых гельдеровских пространств 
Я^(р) на отрезке и изучаются различные 
аспекты дробного интегродифференциро- 
вания в теории функций действительного 
переменного (действие операторов дроб- 
ного интегродифференцирования из лип- 
шицевых классов Н %р и # * , дробное диф- 
ференцирование абсолютно непрерывных 
функций, неравенства для дробных инте- 
гралов и производных, связи дробного 
интегродифференцирования с вопросами 
суммируемости рядов и интегралов и 
др.). В заключение приводятся обобще- 
ния классического правила Лейбница о 
производной произведения двух функций 
и выводятся асимптотические разложе- 
ния дробных интегралов вблизи конце- 
вых точек промежутка.

Дальнейшие свойства 
дробных 
интегралов 
и производных

§ 10. ВЕСОВЫЕ ФОРМУЛЫ 
КОМПОЗИЦИЙ

В настоящем параграфе рассматривают- 
ся композиции операторов дробного ин- 
тегродифференцирования со степенными, 
экспоненциальными и степенно-экспонен- 
циальными весами в пространстве Lp, 
1 ^ р < сю , и исследуется вопрос о комму- 
тативности таких операторов. Основное 
внимание уделяется композициям опера- 
торов вида л7/“+хб, при изучении которых
раскрывается многовариантная зависи- 
мость свойств этих композиций, в частно- 
сти областей определения и значения, от 
величин параметров. Поскольку интегра- 
лы чисто мнимого порядка на всем прост- 
ранстве L! не определены, а там, где 
определены (см. § 2, п. 4°), не ограниче- 
ны, то случаи, связанные с такими инте- 
тралами, здесь, как правило, не рассмат- 
риваются. Для сокращения записей в ря- 
де формул используются следующие обо- 
значения.



Пусть комплексные числа а!, . . . ,  а а ,״  -такие, что существует толь ״+1
ко одно а ,, для которого Rea;■ =  min (Rea!, R ean, Rea1+ Тогда .(״
положим ая+1 =  0 и введем функцию

R , • ־ ea״) 
( 10. 1)

О, R ea£ >  0, г =  1, 2, . . . ,  п,
—a j, если существует а;•, для которого 
R e a ;< m in (0 , Rea!, . . . ,  R e a ^ ,  Recs/+1,

m{a!, • • •, a = (״

(если существуют a;-, ak такие, что а;• ф  а к, но Rea; =  R eaft =  
=  шіп(0, Rea!, . . . ,  R ea״ ), то функция т (а ! ,  . . . ,  а ;(не определяется (״

( 10.2)I  / а м  =  (Ь р ( а ' Ь) ПРИ Р > 1 ’ 0 < а < & <  оо,
Р'* ’ |L!((a, Ь)-, |1 п х |+ 1 )  при р = 1 ,  0 < а < 6 ^ о о ;

(10.3)Lp (0, b), R e a >  0, 
/У+(£;)>*(0, &)), R e a <  0.

/ J r־ * ( z . p ( 0,  » ) )  =

Символ (Lp ^(0, b)) определим через правую часть (10.3), в ко~
торой поменяем местами Lp и LP1*.

Символы (Lp ((a, оо); х4)) и (LP!%((a, оо); хя)) введем ана-
логично двум предыдущим, но по отношению к пространствам Lp (a, оо)
с весом хя (при р 1 <כ) или *9([lnxl +  1) (при р =  1).

Отметим, что / .!* (a , b ) c z L 1(a, b) (причем /.!,*(a, b) =  Ь!(а, Ъ), если 
0 < а <  Ь <  °о) и, например, х1־  In2־ х £ L !(0, &), но л;11־п2־  х (£/.!, *(0, 6).

1°. Композиции двух односторонних интегралов со степенными ве- 
сами. Как отмечалось в § 2, для операторов дробного интегродифферен- 
цирования выполняется полугрупповое свойство (2.65), которое приво- 
дит к формулам

П+1%Л(х) = 1%+lZ+f м ,  /5+ /^ f  (*) =  / # (Ю-4) ,(*)/״

=  (*). f t - Ib - f {x )  =  l g* f (x ) .  (10.5)

Исходя из теоремы 2.5 и замечания 2.3, несложно указать условия их 
справедливости, которые можно свести в следующую теорему.

Т е о р е м а  10.1. Пусть а  и р —■ такие комплексные числа, что опре- 
делена функция т(сс, р, а  +  р) (соответственно т (а , а  +  (J)). Тогда в клас- 
сах функций 1а+’̂ ’а+^(Тр(а,  Ь)) и Ci.a,p,a+P) (Lp (a, &)), — оо < а < Ь <  
< + о о ,  1< ^ р < оо (соответственно I™^’a+?>){Lp{a, b)) и /^la־a+P)(Lp(a, b)), 
—  о о  < С  a < i  b < С - \ - о о , 1 ^ р < о о )  имеют место первые из формул ( 1 0 . 4 )  
и ( 1 0 . 5 )  (соответственно вторые из формул ( 1 0 . 4 )  и ( 1 0 . 5 ) ) .  Формулы
( 1 0 . 5 )  сохраняют силу и при b =  +  оо, если пространство Lp (a, b) заме- 
нить на весовое пространство Lp ((a, оо); хр(М+1)~ 2), где М =  т(а,  —а, 
р, —р, а  +  р, —а — р).

З а м е ч а н и е  10.1. Если функция т(а,  р, а  +  Р) (соответственно 
т ( а, а  +  Р)) не определена, то утверждения теоремы сохраняют силу, 
если классы допускаемых функций f(x) соответственно сузить условиями 
существования суммируемых производных порядка где у; те две или
четыре из точек 0, а , р, а  +  р (две или три из точек 0, а, а  +  Р), кото- 
рые находятся на прямой {у : Rey =  min(0, Rea, Rep, Re(a +  p))} (coot- 
ветственно {у : Rey =  min(0, R ea, Re(a +  p))}).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждения теоремы 10.1 и замечания 10.1 яв- 
ляются прямыми следствиями теорем 2.4, 2.5 и замечания 2.3 с учетом 
того, что на конечном отрезке Lp (a, b) cr L! (а, Ь) при р 1 <כ, а также с
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учетом обозначения (10.1), свойства (Lp (a, b)) =  Lp (a, b) и возможно- 
сти замен переменных вида х — а +  b — у  при переходе от операторов / “+ 
к операторам при & <  оо. Для случая b =  +  сю утверждение теоремы 
вытекает из теоремы 10.6 и формулы (10.6) после замен х на х1־  и f(x) 
на х 06 р 1/(л:-1), а также из обозначения (10.1).

Из вторых формул (10.5) при Ь =  оо и (10.4) при а!=0 после ука- 
занных замен получаются следующие соотношения с весовыми множи- 
телями;

ха /&+ х־־а־ р /S+ хр/  (х) =  П+ Io+f (х) =  / Й Р/ (10.6)  (זג), 

ха 1L х־־а־ р / “ хр/  (х) =  I -  i t f  (х) = /р+״7   (х). (10.7)
Поэтому естественно вначале рассмотреть вопрос о свойствах и дейст- 
вин композиций двух операторов вида xv/£+x6 (здесь и далее множите- 
ли xv и хб означают операторы умножения на функции xv и хб в ука- 
занном порядке). Для более точного описания пространства, куда дей- 
ствуют такие композиции, нам понадобится следующая

Л ем м а  10.1. Пусть ф (х)£Д р (0, b), 0<С&<Соо, 1 ^ р < ; о о ,  р(1 +  
+  Re р) >  1, и R e a ^ O . Тогда для того чтобы ф(х) была представима 
в виде ф (х) =  1 0 + х 7 / где ,(х) ״ ( х ) £ / 04-а)* (Lp (0, b)), необходимо и доста- 
точно, чтобы ф(х) была представима в виде ф (х) =  х״ Io+g (х), где g(x)£  
£/oj-a)* (£Р>*(0, b)), или в виде ф (х) =  х8~ / ״ “+ xeg־! (х), где g! (х) £ 
£ /2+а) :1־ (Ьр (0, b)), р (1 +  Re е) >  1. Из указанных классов функций опера- 
торы 10+х*\ *״ /£+ и х^~я / “+ хе при R e a > 0  ограниченно действуют на 
пространство Lp ((0, 6); х—р(а+״,)).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С л у чай  R6 0 0 0 .  I часть. Необходимость. Пусть 
функция ф(х) представима в виде ф(х) = / “+ x^f(x), f (х) £ Lp (0, b), 1 <£ 
sc£p< ;°о. Покажем, что существует функция g  (х) £ £ р>* (0, V), для кото- 
рой выполняется соотношение

1%+ х»Нх) =  хЧ%+ ё (х). (10.8)
В качестве такой функции возьмем функцию, получаемую из (10.8) приме- 
нением к обеим частям (10.8) оператора /о+ х_й, и запишем ее в виде

g  (х) =  —  (хХ(х)), где X  (х) -  (Xf)(x) =  (х / ^ ־1״  )(х־ ״ ־ ־ ״ /^ ״ ־ ) f (х). То- 
dx

гда из неравенства (5.46'), дважды примененного к операторам, заключен- 
ным в круглые скобки, следует, что оператор X  ограниченно действует из 
Lp (0: b) в Lp (0, Ь), если выполняются условия 0 < R e a < ;  1, р(1 -f  R e p )>  
>  1, 1^ р < С сю . Значит, если / (x )£ L p (0, b), то и функция Х(х) =  
=  х־х/о+^(х) £ Lp (0, b). В случае р >  1 отсюда (см. также лемму 3.2,
(3.15)) вытекает, что g (x )£ L p(0, b). В случае р =  1 условие x_1/o+g(x)^  
£L !(0, b) эквивалентно (|1пхЦ- 1) g־(x)£ L!(0, b), см. неравенство (3.17") 
при а  =  1 и X — 0 или же соотношения

Ь х  Ь х

J х ־1 ן * |g (/)I dtdx = = g• (/)( dtd In x] ין 
0 0 b o

x  b

=  In X ן |g (7)1 dt\xxZ+o — f In x \g (x)| dx, (10.8׳)
b b

из которых указанная эквивалентность следует, например, при b < g  1. Та- 
ким образом, по определению ПО.2) доказано, что g  (х) £ Lp % (0, b), если 
f ( x ) £ L p (0, Щ.

Достаточность. Пусть функция ф (х) представима в виде ф (х) =

146



=  x*l%+g(x),  g (x )£ L p>*(0, b), 1 < / > <  со. Покажем, что существует 
функция f  {x)£ Lp(0, b), которая удовлетворяет уравнению (10.8). Сопоста- 
вив (10.8) с (3.16), видим, что функции /  соответствует ф +  Л2ф, a g  — ф .  

Для того чтобы /  =  ф +  А2<р£ Lp (0, Ь), в силу леммы 3.2 достаточно, 
чтобы g =  ф £ Lp (0, b) при р >  1. Но при р =  1 класс L! (0, Ь) следует 
сузить условием (|1пх| +  1) g  (х) £ Ll (0, b). Это вытекает из представления 
оператора (Л2ф)(х) при 0, которое получается из равенств для Л2 в 
формулировке леммы 3.2 (эти равенства сохраняют силу и при р =  1). То-

л:

гда имеем Л2(х, t) -  г 1 ( f ---------- ) +  = х _1В (а + р , 1—a ) sJ v x  —  у j  \  X I у  
0

X

=  Л2(х, 0), (Л2ф)(х) ~  J1-1psin ал Г Л2(х, Q)y(t)dt  =  [В (a, ^)]1 ־1־־̂ /o+fpW•
х-+0 •J

Из последнего представления и из соотношения (10.8') (с заменой g  на ф) 
видим, что условие Л2ф ^ ^ (0 , Ь) эквивалентно (|1пх| +  1 )ф £ ^ (0 , b). Та- 
ким образом, если g =  ф £ £ р>0)־|־, Ь), то f £ L p (0, b).

С л у ч а й  Reа > 0 II часть. Необходимость. Пусть функция ф .־ (х) пред- 
ставима в виде ф(х) =  /0 + х 7 f ,(х) ״ ( x ) £ L p (0, b), 1 < р < о о ,  и /7(1 +  
+  Re е) >■ 1. Тогда в силу доказанной выше необходимости существует 
функция g(zLP1*(0, Ь), для которой выполняется равенство (10.8). Для 
этой функции g  (х) в силу доказанной выше достаточности существует дру- 
гая функция g! £ Lp (0, b), которая удовлетворяет аналогичному (10.8) соот-
ношению xe/o+g(x) =  / “+ x8g 1 (х). Исключив из этих равенств /“-1-g(x), по- 
лучим формулу

/0+ * 7 = (X) ׳  х״ ־ е / хеgl (х), (10.9)
являющуюся аналогом (10.8), из которой следует представление функции ф 
в виде ф (х) =  х־״_Е/ 0+ x8g! (х), g l (х) £ Lp (0, b).

Достаточность доказывается аналогично (или из необходимости путем 
замены местами е и р, g! и /).

С л у ч а й  Re а  0 > I часть. Необходимость. Пусть функция ф .־ (х) 
представима в виде ф (х) =  / х*7 (х), /(х +״ )£  / ^ ( L p>* (0, b)). Это означает, 
что f (х) =  /Б+ f* (х) и ф (х) =  / 0+ X11 /5+ f f  {х), где f t  (х) £ Lp,* (0, &). По־ 
скольку р (  1 +  R e p ) > l  и / f ( x )£ L p *(0, b), а —R e a > 0  то с помощью ,־
доказанной достаточности (I часть) и свойства /“+ / 0+ =  Е придем к соот- 
ношениям

ф =  (х* Tf t  f t )  =  /?+ (/^ + х7 2) =  х4׳/ .  =

=  хц /?+ ( I o + h )  =  X1% ־״+g,  f2 6 Lp (0, b \

где g  =  / 0 + /а  €  / 0+ (^р (0, 6)).
Достаточность в этом случае доказывается обратным ходом рассуж- 

дений по отношению к последним равенствам.
С л у ч а й  R e a < 0 . II часть. Доказательство проводится таким же 

образом, как и в случае R e a > 0  (II часть).
Последнее из утверждений леммы 10.1 вытекает из предыдущих и 

из неравенства (5.46'). Лемма доказана.
Теперь, воспользовавшись формулой Дирихле (1.32), вычислим ком- 

позицию
)(х ^ /03Гр־х~а־) /(х )  =—'051га! — 

У.0+(X״

т“ 7 _== dx (т) ״  J>. Г (* —О*“ *־‘־ ’ ,в-*.,, С (< —тГ'8־ ‘~'
J Г (“1 — Р!) J Г(а2- р 2)
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p, f —;ג)  т)“^ “2 1 - ^ i־־01־ f ---- 2 --------------------x^ , - a ^ {%)dx
г к - р о г к - р , )

X J м“2־ Рг~' ( 1 - м ) а1״ р н  (1 — м(1 — x!x)f2~a1du,

Re (a! — P!) >  0, Re (a2 — p2) >  0.

Отсюда, согласно (1.73), имеем следующее представление:

V
__, 2 »-| ץ.ן£1־ ------ Pi—Р2--1

Г (а! +  а 2 — (3! — Р2)І־ ׳
х~а*) /  (X) =-И1\/״Э2 2»ז—РгI (] ״*)ל+0 ■'׳(xP1 /0+ 151 х

X 2F1 (a! — Р2, а 2 — Р2; « 1  +  «2 — Р! — Р2; 1— х/т)тр2 ГХ1 а־/(т)гіт.
( 10. 10)

Если в левой части (10.10) поменять местами операторы, заключен- 
ные в круглые скобки, то в правой части индексы 1 и 2 поменяются ме- 
стами, что приведет там к оператору, получаемому из правой части
(10.10) с помощью формулы автотрансформации

2F!(a, b; с\ 2) =  (1 — z)c~a~b 3F! (с — а, с — Ь\ с\ 2) (10.11)

(см. справочник Г. Бейтмена, А. Эрдейи [1, 2 .1 .4(23)]). Таким образом, 
при соответствующих условиях операторы в левой части формулы
( 10 . 10) коммутативны:

( / / '׳ r0' i pt А 81)(хр! / 02ГР2х2־ ״ ) / (х) =

=  (хр2 /о^ 2 лГ“2)(*131 /<?+01־ х81־ ) f (х). ( 10 . 12)

Обозначим через Tl2, F и Г12, Г2[ операторы, содержащиеся в
обеих частях формул (10.10) и (10.12). Области определения этих one- 
раторов и области, на которые они ограниченно действуют, существенно 

,зависят от величин параметров и прежде всего от знаков Re (а!—13!) и 
R e(a2—(32)• Эти области совпадают с пространством Lp (0, Ь), 0<& <оо, 
1 ^ р < о о ,  или являются некоторыми подпространствами из Lp (0, b),  
определяемыми соответствующими условиями представимости. Для 60- 
лее удобного описания этих подпространств в терминах представимости 
через функции х־ т/т+ф(Х), ׳фОАр, *(0, b ), приходится накладывать до- 
полнительные ограничения на параметры, порождаемые условием р (1 +  
+  R e p , ) > l  леммы 10.1, которая является основным инструментом та- 
кого описания. В тех случаях, когда указанные условия и области опре- 
деления операторов пересекаются, на этом пересечении значения соответ- 
ствующих операторов совпадают, что приводит к равенствам ( 10 .10) 
или ( 10 .1 2 ).

Перечисленные обстоятельства порождают весьма разветвленную 
картину свойств операторов Т12, Г21 и F, которую описывают следующие 
теорема и связанная с ней табл. 10.1, где ct =  a 1 +  ct2—(3!—|32.

Т е о р е м а  10.2. Пусть выполняются какие-либо из условий А! 
табл. 10.1. Тогда оператор (операторы) В, определен (определены) на 
множестве С7 из Lp( 0, b), l ^ Z p < оо, и ограниченно отображает (ото- 
бражают) С; на множество DjCzLp (0, b ), причем имеют место равен- 
ства E j.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Не теряя общности, можно считать, что все па- 
раметры а 1У а 2, (3!, р2 — действительные числа. Допустим вначале, что вы- 
полняются условия /1!. Тогда, как следует из формулы (5.46׳), оператор
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ТАБЛИЦА 10.1

/ A j BJ 1 CJ

1 R e ( a !  —  P i )  > 0 ,  R e ( a ״  — 7 1 2 ,  F 7 P  ( 0 ,  b) в  L p  ( 0 ,  b) ( 1 0 . 1 0 ) ,

— P 2) >  ( י י  p ( l — R e a ! ) > l , 7 2 1 ( 1 0 . 1 2 )

P ( 1  —  R e  a 2 )  >  1

2 R e  ( a !  —  P ! )  > 0 ,  R e ( a 2 —  

3( < 0י ׳ 2  p l  1 +  R e ( P 2 —  

—  a !  —  a 2 ) J  > י  ,  p (  1 —

F 7 י 1 2 7 p ( 0 ,  b) | >,1+/ £ “{ ג - ־ ־

Ф 6  7 Р , * ( 0 ,  b)}

( 1 0 . 1 0 )

-  R e  a 3 )  >  1

3 R e ( a !  —  P ! ) > 0 ,  R e ( a a  — 7 1 2 ,  7 2 1 Fp  ( 0 ,  b)

^ e 7 P , * ( ° -  ь)}

( 1 0 . 1 2 )

— P a )  >  0 ,  p [ l + R e { P ,  -  

—  a !  — a 3 ) l  > 1 ,  p l  1 - f

­ ו R ״ e  ( 3 2  — a !  —  a 2 ) j  >  1

4 R e ( a !  — P i )  < 0 ,  R e ( a ״  — 7 1 2 ,  7 L p  ( 0 ,  b) В  L p  ( 0 ,  & ) ( 1 0 . 1 0 )

— P 2 ) > 0 ,  p ( l —  R e a ! )  > 1 ,  

p (  1 —  R e a 2 )  >  1 ,  p ( l  —

—  R e  P i )  > 1 ,  R e  a  >  0

5 R e ( a !  —  3 1 )  <  0 ,  R e ( a 3  — 7 1 2 ,  7 L p  ( 0 ,  b) { x ~ a l%+  я р , ( 1 0 . 1 0 )

—  3 2 )  0 ,  p l  1 -j~ R e ( 3 2  —
—  a !  —  a 2 ) j  >  1 ,  p (  \ —  

— R e « 3 ) > l ,  p (  1 — R e P ! ) >

t e L P . * ( ° •  6 ) )

>  1 ,  R e  a  >  0
Lp ( 0 ,  b)

6 R e ( a ,  —  3 1 )  < 0 ,  R e ( o 2 ׳ — 7 1 2
—

- P 2 ) > 0 ,  p ( l - R e P ! ) >  1 ,  

Р І  1 4 - R e ( a ! — 3 1 —  P 2 ) ] > 1 .
4 > e 7 P , * ( 0 ,  b) \

R e  a  > <  0

7 R c ( a !  —  3 ! ) > 0 ,  R e  ( a 3  — 7 1 2 ,  7 , /7“־4יי ^ !  ן

) )6 ( ° ׳

{ j c P 1 - a ,

X 6  7 p , * ( 0 ,  6 ) }

( 1 0 . 1 0 ) ,

— P 2 ) < 0 ,  p(  1 —  R e a ! ) > l ,  

p (  1 —  R e . p 2 )  > 1 ,  R e a  >  0
721 ( 1 0 . 1 2 )

8 R e ( a !  —  P ! ) >  0 ,  R e ( a 3  — 7 1 2 ,  7 2 !
{ x a 2 — 132 ( 1 0 . 1 2 )

—  3 2 ) < ° ,  P ( 1 —  R e a ! ) > l ,  

P i f - R e P a ) > י  י  R e s  <  0
4 > e L P , * ( ° ,  f e ) } x e L p ,*  ( 0 ,  6 ) }

9 R e f a !  —  3 1 )  <  0 ,  R e ( a 2 — 7 1 2 ( * “  / 0 1 4 ,

Ф е ^ р . *  ( ° £ י ׳ ) }

7 p  ( 0 ,  6 ) —

—  3 2 )  < 0 ,  p [ l  +  R e ( a !  —

—  3 1  —  3 2 ) 1  >  1 ,  p ( 1  —
—  R e  3 1 )  >  1

1 0 R e ( a !  —  3 1 )  < 0 ,  R e ( a 2  — 7 1 2 ,  7 2 1 \ x a  / т ? Ф־  , 7 P  ( 0 ,  b) ( 1 0 . 1 2 )

—  32) < 0 ,  p t  1 - b  R e ( a ! —

-  3 1 - 3 2 ) 1  >  1 ,  Pl  1 - 1 -
7  6  5! י Р , * ( 0 >  Ь)}

~ j -Re(a 2 — 3 1 — 3 2 ) 1 > י

1 1 p —  1 ,  a !  ~ a 2 —  0 ,  R ( ' 31< 7 1 2 ,  7 , L ! ( ( 0 ,  6 ) ; I ! ( 0 ,  b) ( 1 0 . 1 0 ) ,

< 0 ,  R e  3 2  <  0 7 2 1 I n 2  х  - f  1 ) ( 1 0 . 1 2 )

х^  /  г ограниченно действует из Lp (О, Ъ) в Lp (О, Ь) (при условиях־х-0 ־р־+0
/?7 5 1 ־ , р (1 — а2) > 1 ) •  Поэтому и композиция Т12 ограниченно действует 
из L}, (О, Ь) в Lp(0, 6), если еще р ( 1 — а !):> 1 . На плотном в Lp (О, b) 
множестве достаточно «хороших» функций f(x)  равенство (10.10) легко 
проверить непосредственным вычислением с помощью теоремы Фубини. 
Значит, оператор справа А также ограничен на этом плотном множест- 
вв и, следовательно, на всем Lp (0, b). Отсюда по теореме 1.7 Банаха 
следует выполнение равенства (10.10) при условиях Л! на всем прост- 
ранстве Lp (0, b).  Формула (10.12) следует из (10.10) с помощью пре- 
образования (10.11) и с учетом симметрии условий Л! при перестановке 
индексов 1 и 2 местами.

Аналогичные рассуждения, но на основе формулы (3.17") вместо 
(5.46'), применяемой дважды при А=Л и Х =  0, приводят к утверждению 
теоремы для последнего случая / =  11.

Важно отметить, что области из Lp (0, Ь), на которые действуют опера- 
торы Т12 и Т21, вообще говоря, не совпадают, так как из леммы 10.1 еле- 
дует, что при условии р{ \  — а 2) > 1  оператор Т12 действует на область 
{х^1 Ф€£р,*(0,  Ь)}, а при условии /7(1 — сс!) >  1
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оператор Т21 действует на множество {х?>2 / “+ рг хр‘ а1~а2/ 0+ Р1ф(х), Ф £ 
£L P1*(0, 6)}. Эти области будут совпадать между собой и с областью 
{х־־“ /о+ф(х), (p£Z,p>־t: (О, Ь), а  =  a ! - f -а 2 —- 0 !— |32}, если указанные уело- 
вия сузить до /7(1 +  р ! " а !  — а2) >  1 и р ( \  + а! — а —־32|  а) >  1, когда 
к внешним операторам хР1 / 0-+Г*31 и хР 2 можно будет применить лемму
10.1. Это приводит к утверждениям теоремы в случаях / — 3 и / =  2.

Пусть теперь заданы условия Л4. Тогда, как следует из теоремы 1.5, 
оператор F ограниченно действует из Lp (О, Ь) в Lp (0, b). В самом деле,
положим к (л;, т)=(1 — т/xft2 '1־־F1(oc,1 — р2, а 3 — р3; а; 1 — х/х)(хІт)а+^ і%~1

1
и рассмотрим второй из интегралов (1.43): |’(1 --т)а_13Г1(а1 — р2, а2 - -  р2; а '>

о

(10.13)

1—т1־) г Re a > 0 .  В силу формулы

2Рг (а, Ъ\ с; 2) =  О (г ־־ ) +  О (г6־ ),

й — Ь = ф  0, ± 1 ,  + 2 ■  . . . ,  2 —>• оо

(см. справочник Г. Бейтмена, А. Эрдейи [1, 2.10(2)]), последний интеграл
будет сходиться на нижнем конце, если будут сходиться следующие два 

1 1
интеграла т а* 1/pdx и j" х а* i/pdx, что имеет место при условиях 

о о
р (  1 — а 2) >  1 и р ( \  — а !)1 <  Таким образом, в этом случае теорема 1.5 • נ
к оператору F применима и этот оператор ограничен в Lp (0, Ь). Воздей- 
ствовав на него оператором х“1 /оф-“1 х~Р1, который также ограничен из 
Lp(0, b) в Lp (0, Ь), при условиях 1 и р(1 — Р ! ) > 1  (см. (5.46')), по- 
лучим ограниченную в Lp (0, b) композицию. Прямым ее вычислением не- 
сложно убедиться, что она совпадает с х^2 Io+־ ‘̂ x~aif (х). Применив теперь 
к полученному равенству обратный оператор xpI / “^ 131х- “1, окончательно 
придем к формуле (10.10) при условиях Л4. При несколько более жестких 
условиях Аъ область, куда действуют операторы Т12 и F, с помощью лем- 
мы 10.1, как и в случае / — 2, может быть представлена в виде
{х~а /£+ ф, ф € ^ Р..(0 , 6)}.

Пусть теперь заданы условия А6 и справедливо представление /  (х) =  
= х а /^+ф*(х), *(0, b). Тогда, применив к оператору ха1-Р1~ р־ /^ “ф*(х)
лемму 10.1, затем к оператору / 0ІГа1 яа׳-Р ‘-Р־ снова лемму 10.1 (при а >  
>0)*и ,  наконец, к внешнему оператору х131 / 0+~Р1 х~рІ лемму 10.1 (но при 
а = а !  — р !< 0 , (1 =  —(3!), придем к равенствам Т12/(х) =  хР1 / ~х י־+ס31 К1+Рг X 
X / 04ГР־ ХЯ1־ Р1־־Р־ /Р ^ + Р = (*) *^־»־־  хР* /«£ ־Р* jfP־ ־ «‘ /Р^«> (х) =
=  хР2/?^Гр'х ־ р1/ § ^ 1фТ(х) =  хе1־ р‘ / ^ р‘ ^ а‘фа(х) =  фа(х), где ф!, ф2е 
^Lp(0, b), ф ?ё£р ,* (0 , b), т. е. оператор Тп  при условиях Ав ограничен- 
но действует из Св на Lp (0, &).

При выполнении условий А, (или Л8), кроме ограничения на а, функ- 
ция /(х), взятая из области С7 — С8, в силу леммы 10.1 и условия /7(1 — 
— Р 2) >1  представима в виде f (х) =  xtt2 10г+ а2 х-|32ф, где ф £ Lp (0, 6). Зна- 
чит, существует дробная производная ф (х) — хр0/ ־ +_р־х_ “2/(х), и посколь- 
ку /7(1— а х) > 1 ־ , то оператор Т12 определен и ограничен на указанном 
множестве С7. Его значение Tn f(x) х{і1 / 0ІГР1 х~а1ф(х) представимо в ви- 
Де xpl а‘ / 0+"р‘х. Х€ Lp,*(0, Ь), опять-таки по лемме '10.1 (см. области 
D 7 =  D g). Подействовав на последнее равенство ограниченным оператором
ха0/ +־  а־ х получим в правой части композицию, порядок в которой
можно изменить в силу выполнения соответствующих условий типа уело-
вий А!: х“2 1§2+ а* х ־ р*7’12/  (х) ־= xpl 10 + ^ х~а1 ха 2 /^ ־ ־ ״  х־־р2ф(х)=хр* / 0+ Р1 X־
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х х  “7  (х). Применив к этому соотношению обратный оператор 
хр* /“+"р־ х~а2, придем к формуле (10.12): T12f =  T21f. Если еще R e a > 0 ,  
то композиции Т12 и Т21 остаются ограниченными операторами, значения 
которых можно записать в виде правой части (10.10), т. е. Ff, после непо- 
средственных вычислений.

В случае условий А9 рассуждения аналогичны проведенным выше 
при рассмотрении условий А6.

Остается доказать справедливость равенства (10.12) при несколько 60- 
лее жестких, чем Ад, условиях А10. Обозначим Tl2f =  g,  где g £ L p (0, b)% 
Из условий А10 следует, что р (1 — Р ! ) 1 и р'( 1 — р2)  -Поэтому в си .נ> 1
лу аналога условий А! имеют место равенства ха‘ /о^Г“ 1 х-Р 1 х®2 /^цГа־ x ~ ^ g =  
=  ха* / “х ־а־+0 Рг ха‘ /о+ ’051 x~^lg  =  / . Применим к этим равенствам операто- 
ры Т 12 и T2l: g  =  T12f, g  =  T21f. Отсюда следует соотношение (10.12). 
Теорема 10.2 доказана.

З а м е ч а н и е  10.2. В табл. 10.1 условия А,  имеют достаточный ха• 
рактер. В частности, в ряде случаев их можно расширить, допуская 
знаки равенств Re(ctj—РД нулю при дополнительном требовании р> 1 .  
Это следует из замечаний после формулы (5.46") об ограниченности со- 
ответствующих дробных интегралов чисто мнимого порядка.

Рассмотрим теперь композиции двух правосторонних интегродифферен- 
циальных операторов в случае Ь °* При этом будем учитывать, что 
после замен х на 1/х, а  на 1 — р, р на 1 — а  и f(x) на / ( г 1) в операто- 
ре хр / “+ рX (х) лишь индекс 0 4  -заменяется на —. Это свойство выте ־
кает из формулы

хр/ 0+ рх~°7 (х) =  г/17 ־ Г р־/р1־ (р(1/), ху =  1 , /(х)'=<р(р). (10.14)
Указанные замены и формула (10.11) дают возможность равенства
( 10 .10), ( 10 .12 ) преобразовать к следующим соотношениям:

K t + t t s — Р 1 — Э г — I

--------------------  X
а2 --Р1--  Р2)

X 2Ft (а! — рь а ! — ру, а! 4  а 2 — — р3; 1 — г/х) x~a*f (т) dx, (10.15)

(хр1 х1®־ ) (л'Рг 7“г_0־ х ־־“־ ) f (х) -  

-  (хр32“ 2 ־ ״/  х־^*)(х®' / I ־1131  х“ 4 )  f (х). (10.16)

Таким же образом после замен х на l /х, ф(х) на ха _ 1ф(1/х), f(x) на 
x~a~ lf( \ /x)  и g(x)  на х~(х~ {g  ( 1/х) лемма 10 .1 переходит в следующее 
утверждение.

Л е м м а  10.2. Пусть ф (х) £ Lp ((а, оо); х״ ар~ 2), 0 < а < о о ,  1 < р <  
<  оо, р(1 4  Rep1 < (׳כ , и Re«4=0.  Тогда для того чтобы ф(х) была пред-
ставима в виде ф (х) =  / ! х -|1Д ф  где f ( x ) £ I1 ia)* ( L p ((a, оо); хр+а'р~ г)), 
a  — sign Re а  •а, необходимо и достаточно, чтобы ф(х) была представима 
в виде ф (х) =  х_|Х / “ g  (х), где g(x) £ /™<а)* (LP1*((a, оо); х?+1*р~2)), или в ви-
де ф(х) -  хЕ̂  / x~sg ״ t (х), где g! (х)£ /” (а)* {Lp {(а, оо); хр+״р 2 ־ )), р(1 4  
4  Re в) 1 .

Для формулировки аналога теоремы 10.2 совершим в табл. 10.1 за- 
мены а і на 1—рг, р* на 1— а г־, х на 1/х , Lp (0, b) на Lp ((a, оо);  х0 ־2),  <  
< а < оо, а номеров ( 10 .10), ( 10 .12 ) в столбце Ej  на (10.15), (10.16). 
Под операторами Г12, F и Г21 будем понимать соответствующие опера- 
торы из формул (10.15), (10.16). Полученную таблицу назовем табл. 
ЮЛ׳, но выписывать для краткости не будем. Тогда из теоремы 10.2 вы- 

текает

(* — *) 
Г (а ! 4
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Т е о р е м а  10.3. Пусть выполняются какие-либо из условий Aj 
табл. 10.1'. Тогда оператор (операторы) Bj определен (определены) на 
множестве Cj при 1 ^ /7 < о о  и ограниченно отображает (отображают)  С, 
на множество DjCzLp((a,  оо); х2~־), причем имеют место равенства E j.

Правые части соотношений (10.10), (10.15) можно преобразовать с 
помощью равенства

(10.17)2F!(a, b; с; г) =  ( 1 — 2) % /ч^а, с — b\ с;  ̂ Z —  j

(см. справочник Г. Бейтмена, А. Эрдейи [1, 2.1.4(22)]), что приведет еще 
к двум формулам такого сорта. Положив с — а! -f- а 2 — — (32> осуществим
в (10.10), полученных двух формулах, а также в (10.15) соответственно 
замены: а =  а! — р2, b =  a2 — f}2, <р (т) =  тЭ2־־а1_а־/  (т); а =  а! — р2, b =  
=  а! — Р1 , ф (т) =  т^*г/  (т); =  — р2, & =  а 2 — рз, ф (т) =  тр2-а 1-062 х
X /(т); а — а! — р2, 6 =  а! — р!, ф(т) =  т- а  -Введем также обозначе .(т)/־
ния:

(10.18)

(10.19)

( 10.20) 

( 10.21)

Ф (т) dr,хSF! f a, b\ с; 1

т ^---- I ф (т) <іт,
х I

Ф (т ) dr,

(т) dr.
')ф

\ t

2F! (а, b, с, 1 •
Г(с) V х

(х - т Г 1
Г (с) '

-■זג) * Г ‘
Г (с) “

־זי) 1-‘)х״ ־
Г(с) а

(т - ■ Г״ 1

1/0+(в, 6) Ф W s s j
о

2/ 0+ (в, &)ф(х)־=

СО

-I

3/1  (а, Ь) ф(х)

4/1 (а, &)ф(х)

После таких преобразований с учетом коммутативности (10.12), (10.16) 
получаются композиционные разложения для операторов (10.18) —
(10.21) вида

!70+ (a, &) ф (х) =  10 + х а / 0+ хаф (х), (10.22)

! /0+ (л, 6) ф (זג) =  хс-а-г0/ ха-с 1%+ х +׳  \  (х); (10.23)

*/0+ (а, 6 )Ф(х) =  ха / 04- х־ “ / С0+Ф(х), (10.24)

2/ 0+ (а, 6) ф (х) =  х ь 1с0+ь ха~с / 0+ хс-а-йф (х); (10.25)

3/1  (а, &) ф (х) =  хс-а-г> /1  ха-с / 1 ,х*ф (х) &־ (10.26)

3 /1  (а, 6) ф (х) =  IcZ b х1 / ־“   хаф (х); (10.27)

4 /1  (а, 6) ф (х) =  ха /1  х־־а /!Г^ф (х), (10.28)

4 /1  (а, &) ф (х) =  хь Іс-Гь ха-с /1  хс-а-6ф (х). (10.29)

Из формул (10.11), (10.17) и других простых свойств функции Гауе- 
са несложно выписать формулы взаимосвязи и формулы частных зна- 
чений для операторов (10.18) — (10.21):

j / c (a, b) =  j l c (b, а) =  х (-1)?(0+й-с)7/ с( с - а ,  с -  Ь)
/ = 1 , 2 , 3 ,  4; (10.30)

j l e (a, Ь) =  Г “/+1 Г  (а, с — Ь)ха, /  =  1, 3; (10.31)
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(10.32)
7/ c (a, b)y{x)  =  y l c4- ; I е (a, b )^ (y ) ,  xy =  1,

Ф1 ІУ) =  xc+1cp(x), / =  1, 2, 3, 4;

Д 0+ (a, 0) =  /§+, /в + (а , c) =  ^ ־ l)/e/S+x( ־1,,־ , e I / = 1 , 2 ,  (10.33)

y /l(a , 0) = / l, / _ ( a ,  c) = ־1^  )/Y _Jr( 1 ־ )H e , / =  3 , 4  (10.34)

(для простоты записи индексы 0 +  и — в соотношениях (10.30) —
(10.32) опущены).

Теоремы 10.2, 10.3 после указанных замен и преобразований в отно- 
тении к операторам (10.18) — (10.21) позволяют сформулировать еле- 
дующую теорему.

Т е о р е м а  10.4. Пусть Re с > 0, 1 ^ р < о о ,  0 < e < d < o o ,  и выполняют- 
ся какие-либо из условий А;, табл. 10.2. Тогда соответствующий опера- 
тор Bj определен на множестве С, и ограниченно отображает С ; на 
множество Dj, причем имеют место равенства Ej.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим случай / =  1 табл. 10.2. Для этого
правую часть равенства (10.22) представим в виде хс (х^с 1С̂ Ь хь) х  
X (х-а-г' 1Ь0+ ха) ф (х), образовав оператор типа Т13 из формулы (10.10). 
Для такого оператора выпишем условия случаев / =  2, 5 из теоремы 10.2 
(условие p [ l + R e ( p 2—а!—а 2 ) ] > 1  в данном случае при 1 нарушает- 
ся, однако в силу формул (10.4) это обстоятельство не является су- 
щественным). В совокупности выписанные условия приведут к условиям 
случая / = 1  теоремы 10.4. Аналогичные условия случая /■= 7 теоремы 10.2 
приведут к условиям случая / =  2 теоремы 10.4.

При рассмотрении равенств (10.23) — (10.25) поступаем аналогичным 
образом, а указанная картина соответствия условий полностью повторя- 
ется. При этом из условий исключаются неравенства, естественным об- 
разом вытекающие из остальных неравенств.

При изучении случаев / =  9, ..., 16 табл. 10.2 воспользуемся формулой
(10.32) ,; а затем соответственно случаями / =  5, 6, 7, 8, 3, 4, 1, 2 этой 
таблицы, но в отношении к функции <р1(Х) = х ־ с 1  -ф(1 /х). После пересче־־
та возникнут указанные в случаях / =  9, ..., 16 условия на функции и па- 
раметры.

З а м е ч а н и е  10.3. Обозначим через J ce+{a, Ь), ?11+{а, Ь), 3/£_(а, Ь), 
Jd~.(a, b) операторы вида (10.18) — (10.21), но с пределами интегрирова- 
ния (е, х) и (х, d), 0 < £ <  cf <; оо, вместо (0, х) и (х, оо). Для этих one- 
раторов теорема 10.4 сохраняет силу, причем в условиях Aj табл. 10.2 
ограничения, включающие р, опускаются, а в остальных условиях ин- 
тервалы (0, d) и (е, со) заменяются на (е , d), а индексы 0 +  и — в one- 
ратора(х / а преобразуются соответственно в е +  и d— (при этом еле- 
дует учитывать, что Lp, *(е, d ) = L p(e, d)) .

Справедливость этого замечания следует из возможности доопреде- 
ления нулем с промежутка (е, d) на (0, оо) подынтегральной функции 
и ограниченности в Lv (e, d) оператора умножения на степенную функ- 
цию вида xv при любом у (что позволяет устранить из условий Aj огра- 
ничения, включающие р и связанные с влиянием веса в нуле и на 
бесконечности).

В заключение пункта отметим, что замечание 10.2 в полной мере пе- 
реносится и на теоремы 10.3, 10.4.

2°. Композиции двух разносторонних интегралов со степенными ве- 
сами. Выясним теперь условия коммутативности двух операторов 
х^1/ “̂ ,г ® 1 и л:Р2/«  со степенными весами и найдем некоторые ־а־־х־Р-־
важные частные представления таких композиций. Для этого восполь- 
зуемся несколько иным подходом к таким операторам.
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Т А Б Л И Ц А  1 0 . 2

/ AJ Bi Cj D1 Ei

1 Reb > 0 ,  p (1 - f  Re a) >  1 1/0+(«. b) Lp (0, d) ICo+ (LP.*(0, d)) (10.22)

2 Re&< 0, p ( l  +  Reb) > 1 , 
p (1 +- Re (a +  b)] >  1 )b + ״) 1/0׳ {xb I ^ ,

(°. d)}
{ * 4 + .X׳

X 6 Lp.*(0,;d)}
(10.22)

3 Re (c — 6) >  0, p (1 - f 1/0+(a . b) Lp (0, d) 70+ (Lp,* (0. d)) (10.23)
+  Re ft) >  1, p fl +
+  Re (a +  b — c)j >  1

{xc~ b /0+Х. (10.23)4 Re (ft — c) >  0, p (1 -f- 1/0+(«. b) -־*} »  / » у ♦ ,
< (Re a ־f־־  1 0)*. / ו1י6ע׳ , d)} x e Lp,* (0, d)}

5 Re (c — b) >  0, p (1 — 2/0+(a, 6) Lp,« (0, d) /o+t/'P .*(^. d)) (10.24)
— Re a) >  1

6 Re (6 — c) >  0, p [1 + 2/0+(«. ft) к■־־ {xc~ b Ib0+y , v (10.24)
+ R e (c—a—ft)]> l, p [l-f- 
+  Re (c -  b)} >  1

x e L p ,* (0, d)}

7 Reft > 0 ,  p(l — Reft) >  1, 
p [1 +  Re (c — a — ft)]> 1

2/0+(«. Ь) /ф,* (0» d) 70+ (/-p.* (̂ . d)) (10.25)•

8 Re b <  0, p [1 -j- Re (c —2/0 + (°. fe> 70+^. /С01ЙХ. (10.25)
— в)] >  1 ^ 6 / {p,*(0f d)׳ X6^P,*(0, d)}

9 Re(c — b) >  0, p (1 — 
— Rea) >  1

3/f_ (a, &) Lp,*((e, °0);дрс+р—2 ^
/!(Lp,*((e, oo);

Д.РС+Р—2
(10.26)

10 Re (b — c) >  0, p fl +  
+  Re(c —b)] >  1, p f l  +

371  («. ft) ־*} c / ! “c נ|ו,
Фе^р.• ((e> °°);XP{ 1 +6—c)

/1  (LP1* ((e, ־»);
д׳Р+Рб—2^

(10.26)

+ R e  (c — a — b)} >  1
11 Reft> 0, p ( l —Reft) >  1, 3/L (fl׳ ft) /-Р.* ((e. °0); /1 ;р,*((е, «)׳/) (10.27)

pfl +  Re (c — a — b)] >  1 xpC+p_2 j ЛРС+Р—2^

12 R e f t< 0 ,  p [1 +  Re (c — 
-  a)] > 1

3/1 (fl, ft) f ^ £ / 1 4 י1>6 . 
G 00 )י

хР-РЬ-2) j
Ic~b(Lp «((e, 00); 

ХР( J +с—ft)—2 j j
(10.27)

13 Re (c — b) >  0, p ( l  + 4/1 (в, ft) Lp ((e, 00); / с (Lp *((e, 00); (10.28)
-+Reft)> 1, pfl +  Re(a-|- x pc+ p-2)
- + f t - c ) ]  > 1

(10.28)14 Re (b -  c) >  .0, p (1 + 4/1 (в, ft) {x־־c' /!L(Lp,*((e, 00);
-+ R ea) >  1 te^p,*((e. °°);^pfl+6—c)—2j|

р̂й+р—!2))

15 Re b >  0, p (1 +  Re a) > 1 4 / 1  (a, 6) Lp((e, 00)'. 1—(LP,*({e, 0o); (10.29)
xpc+p-2 j jt^+P2״ ))

16 Reft < 0 , p(l +  R e f t ) > l , 4 / ! (ft ׳»)  {*~c IcS b(LP,Me< « ) ; (10.29)
p [ l  + R e (a  +  ft)J >  1 4>e/׳p,*((^ °°); д-р( 1+c—fe)—2^

xp~ pb~ 2)}

Как следует из формул (7.17), (7.21), после применения к ним об- 
ратного преобразования Меллина (1.113) и замен а на а —13, f(x)  на 
x~af(x)  и s на s-f  (3 имеют место представления

Re (a ־f  s ) <  1,

(10.35)

Re (р -־)- s) 0,

(10.36)

/* (s) х Sds,Г(1 — a  — s) 
Г ( 1 - р - 8)

V+i OO

—  f2лі  J
V — І  00

f* (s) x Sds,Г (P +  s)
Г (a +  s)

V+i®

לן—£00
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где f*(s)  — преобразование Меллина (1.112) функции f(x).  На доста- 
точно хороших функциях эти формулы сохраняют силу при любых зна- 
чениях а —[3 (подробнее об этом см. начало § 36).

Составив композицию левых частей (10.35), (10.36) с разными ин- 
дексами и воспользовавшись равенством Парсеваля для преобразования 
Меллина (1.116), придем к соотношению

(xpl /S+־P' *־ “J)(xp2 / ״2־ Рг х־ а־) /  (х) -
I

_ - L -  "Г г ( 1 ~ « , ^ ) Г ( Ра + ־ (5 
2т  J Г (1 — Э! — s) Г (ет2 +  s)

у—Іса
—Re(32< R e s <  1 — Rea!. (10.37)

Поскольку гамма-множители в правой части можно переставлять местами, 
то и операторы в скобках из левой части на соответствующих функциях 
коммутативны. Достаточные условия такой коммутативности и ограни- 
ценности этих операторов отражает

Т е о р е м а  10.5. Пусть Re(ax— ( 3 0 < נכ( , Re(a2— {32) > 0 ,  р (  1 — 
— R e a ! ) > l ,  pRepa> — 1 и f ( x ) £ L p (0, оо), 1 о. Тогда имеют
место соотношения

(хр1 Іо+^1 х~а1)(х?‘2 / ״2־ е* х־־а־) f (х) -

(10.38)(хр2 /“2"р2 х"2״)(хР1 7^־ р‘ х"“1) /  (х) =  J  к0 /  if) dt
о '

t

к r1״ _  Г ( 1 + р . - а ! ) / ־
0 W ~  Г(а а - р , ) Г ( 1  +  р2- р , )  х

X 2 ^ 1 ־4־ 1)   Ра — а <Н Р2 Pi! У)! 1־ Ра 1 ־4 1 <1
Г (1 +  (>,-<*!) у1־■״ Xк0 (ע) Г (а! р!) Г (1 ־f- а2 0&1)

X 2^1(1 +  Р1— а1> 1 +  Р2 — «1; 1 + « 2  — «ь У1־), У >  1.
причем все указанные в (10.38) операторы ограничены в Ьр (0, оо).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ограниченность операторов в Lp (0, оо) яв- 
ляется прямым следствием формул ( 5 . 4 5 5 . 4 6  -которые примени ,('׳), (
ются при указанных в теореме условиях последовательно в том или 
ином порядке. Совпадение композиций из (10.38) между собой следует 
из равенства (10.37), а их представление через правую часть (10.38) 
устанавливается путем непосредственных вычислений композиций или 
же интеграла (10.37), которое производится по теории вычетов или с 
помощью теоремы Л. Слейтер из книги О. И. Маричева [10, с. 48].

Укажем важные частные случаи таких композиций.
А. Пусть в (10.37) а! =  1—2а, 0.2 — с—2а, Р !=1—с, {32 =  0. Воспользо- 

вавшись формулой 12.24 (1) из § 10 книги О. И. Маричева [10] и об- 
ратным переходом по теореме о свертке (1.116), получим следующее 
композиционное разложение через коммутирующие операторы:

f ( t )dt=:4 xt
(* +  t f

a, a 4־
\-t2a ״

J (x 4- t)2a

=  B(c, c -  2a)(x1־ c r0+2a x2a~ l)(Ic- 2a x2a~ c) f (x), (10.39)
Re(c — 2a)> 0 ,  2 /? R ea >  1, f ( x )£Lp (0, оо), l ־̂ /?<;oo.
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Б. Пусть в (10.37) а! =  а, а 2 =  р! =  а/2, р2 =  0• Тогда аналогичным
способом, но с помощью формулы 2.5(1) § 10 книги О. И. Маричева [10] 
получаем следующее разложение:

00

=  2r(a)cos —  (х“/2/Й 20 ( / - г*2/ ־“ ) /М , (10.40)2
R e a > 0 ,  р (  1— R e a ) > l .  f ( x ) £ L p (0, с»), 1 < ; р < о о .

Подробнее о таких операторах см. в § 12, п. 3°, в частности ср. (10.40) 
с (12.39).

В. Пусть в (10.37) а! =  р2 =  0, сс2 =  =  1/2. Тогда из формулы 2.4(1)
§ 10 книги О. И. Маричева [10] аналогично находим разложения

x ' l s І й + 21 - 2 x~u i Hx) -  (S/)(x), (10.41)

где (Sf)(x) — сингулярный интеграл (11.1) при а =  0, Ь = о о .
Г. Пусть в (10.37) а! =  ра =  —а, а 2 =  Р! =  0 или а х =  р2 =  0, а 3 =  

=  Р! =  а. Тогда под интегралом в правой части (10.37) гамма-функции
sin S3Tсоответственно преобразуются в функции —;-----------------=  cos ал +

sin (s — а) л
, . , , . sin (s 4 ------ sin ал ctg (s — а) л и ־+-, . , а) л ־ —ל ■— -—  =  cos ал +  sin ал ctg sn, которым в

sin 5л
силу (10.41) соответствуют операторы cos ал Е +  sin <xnx~aSxa и cos ал Е +  
+  sin ал5, Е — тождественный оператор. Совершив тогда замены f =  ф и 
/ 0+ / =  ф, в результате из (10.37) легко получим равенства (11.27) и
(11.29), которые в § 11 устанавливаются другим более строгим способом.

3°. Композиции нескольких интегралов со степенными весами. Соста- 
вив композицию вида (10.37) из трех операторов x̂ j х~а} или 
x$i х~а}, } =  1, 2, 3, и подобрав параметры а;, р7• так, чтобы все 
гамма-функции под интегралом сократились, получим на основе формулы 
(1.113) следующие соотношения:

И+ ха /§+ X7 /£+ x^f (х) =  /(*), (10.42)

i L x ^ l l x I *־ -  x^f(x) =  f(x), (10.43)

где а +  р +  у =  0. Очевидно, что эти соотношения после исключения у 
приводят к эквивалентным им равенствам (10.6), (10.7). Условия спра- 
ведливости указанных формул отражает

Т е о р е м а  10.6. Пусть а  и р — такие комплексные числа, что опре- 
делена функция т ( а ,  а -]־ Р) (см. (10.1)). Тогда в классе функций f(x),
представимых в виде f (х) =  х / 0+а,а+Р) (х), где ф (х) (  Lp (0, b), 0<Cb<C
<:оо, 1 ^ р < о о ,  имеют место формулы (10.6), (10.42), а в классе функ- 
ций /(х), представимых в виде f (х)—х'г /'"(Gt,â ) хУф (х), где г|; (х) £ Lp(a, оо), 
0 < а < о о ,  1 ^  [max (|Rea|, |ReP|, |Re(a +  p)|)]_1, имеют место фор- 
мулы (10.7), (10.43). Значения параметров и и v для обоих случаев 
указаны в табл. 10.3. Если функция т (а, а  +  р) не определена, то при- 
веденные утверждения сохраняют силу при дополнительных условиях 
на f (x), которые получаются из замечания 10.1 после замен х на х~1 и 
f(x) на x~a~ ^ 1f ( x - 1).

156



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть R e a > 0 ,  R e p > 0  и f £ L p (О, b). Тогда 
из условия р (1 +  Re (3) >  1 и неравенства (5.46׳) вытекает принадлеж-
ность функции ср (л:) =  x"~w~~fi/ 0+ хр/ (х) пространству Lp (0, Ь). Значит, ком- 
позиция в левой части (10.6) существует в Lp(0, b). Правая часть этой 
формулы при указанных условиях также существует и принадлежит 
Lp(0, Ь), Проверив равенство (10.6) на плотном в Lp (0, Ь) множестве 
достаточно «хороших» функций, мы можем его распространить на все 
Lp (0, Ь), воспользовавшись теоремой Банаха 1.7.

ТА БЛ И Ц А  10.3

№ 
п. п.

Условие Значение

1 Re а  >  0, Re Р >  0 U =  v — 0
2 Re Р <  0, Re (а +  Р) >  0 U —■ P, v =  0
3 R e a < 0 ,  R e ( a 4 ־ P ) > 0 u — — p , v = -  a  +  P
4 R e p > 0 ,  Re (a > (p ־]-   0 и — — p, v 0
5 Re a  >  0, Re (a  -f- P) < 0 и 0, a — a
6 Re a  <  0, Re p <  0 и — v =  0

В случае правостороннего оператора вместо указанного условия 
p ( 3 + R e p ) > l ,  которое выполнялось автоматически, из неравенства 
(5.45') появляется условие р Re ( Ы ־ Р)<1 .

Все остальные пять случаев сводятся к первому, если воспользовать- 
ся утверждением первого случая, но по отношению к соответствующим 
аналогам равенства (10.6):

х“+р l o f  х~а /Й *  л־ р (./7  (х)) =  /?+ (хр/  (х)), 

х־ а / f t 13 х־־־р / Й  ха+рф (х) =  /g+Ф (х), 

хр ха l l h х ־“־־ рф (х) =  /7+ф (х), (10.44)

х־ а־ р 1а0+ х* 1 0 Г = Ф (х)״* 3}  /ЙФ (X),

х~р / Й  / Й ־*  ״ Ф (х) =  /7 -Г ‘3 Ф (X),
в которых функции ф(х) связаны с /(х) формулами, указанными в условии 
теоремы и табл. 10,3. В самом деле, например, первые две формулы
(10.44) получаются из (10.6) соответственно применением к (10.6) операто- 
ра ха+^10 + х ~ а и заменой ф (х) =  х־~а_р/ 0+ ■Г (x) и отличаются от (10.6) 
заменами р на —р, а  на a -f- р, /  на хр/  и р на а +  р, а  на —а, /  на ф. 
Выписав для этих формул соответствующие им условия первой строки 
табл. 10.3 и совершив обратный переход к виду (10.6), легко придем 
к условиям, указанным в строках 2 и 3. В случае правосторонних опера- 
торов справедливы аналогичные соотношения, получаемые из (10.44) 
заменой индекса 0 +  на —. Полученные шесть групп условий можно 
объединить с помощью обозначения (10.1) в условия, приведенные в 
формулировке теоремы. Последнее утверждение теоремы 10.6 вытекает 
из теоремы 10.1, замечания 10.1 и указанных замен, связывающих фор- 
мулы (10.4), (10.5) и (10.7), (10.6). В случае Re (а +  Р + у ) > 0  компози- 
ции из левых частей (10.42), (10.43) выражаются через интегральные 
операторы, содержащие в ядрах функцию Горна (см. Г. Бейтмен, 
Л. Эрдейи [1, 5.7.1 (8)]):

/7Я (a, a', b, b'\ с\ х, у) =

(10.45)0 <  х, у <  1.(a)h {b)lt{a')1 {Ь')1 ״ ft..1л W «
(с)л+1Ш\

оо

ft, / = 0
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В самом деле, композиция двух дробных интегралов, например, вида
(10.22) приводит к оператору (10.18). Применив к нему еще один дроб- 
ный интеграл с весом, получим следующее представление для компози- 
ции трех дробных интегралов типа (10.42):

Г (а)
+(а,  b)cp(x) =  j

x J ^ —F(c)~־ с; 1 — ; ־ ) ф <* )*  =

dt
X

J  t* (x — t f ~ l (t — t)c_1 2Fx I a, b\ с; 1 ----- ^-J

t*(x — t f ~ l ( ( — t)c+n~ xdt =
X

(a)ft Ф)к (—,г)
{c)hk\

CO

Г ф (t) d x
J Г(а)Г(с)  
0

Г Ф (т) dx J Г (а) Г (с)

(4 Щ־  х  ў <  (a)״ (ft)» ( -T ) ־ * Г (а) Г (с +  Щх -  i f +с+ *-' J  
] г  (а) Г (c) 2 j  (c)k k \ T ( a  + с + k)(a + с + k)tl\

Xז ץ  j  f  ( » - ■ ) * ־,•4 י
x } J Г (a +  с)

x  (—P)l (a)1

X Fs (a, a, b, — p; a-j-  с; 1 — х/т, 1 — x/x) (p(t) dx, Re(a +  c ) > 0 .
(10.46)

Здесь при вычислениях предполагалось, что Rect>0,  Re[3>0,  примени- 
лась теорема Фубини, замена t = x —х\(х—т) и разложение в гипергео- 
метрический ряд внутреннего интеграла с помощью формулы (1.72). 
Эти операции законны и приводят к правой части (10.46) при условиях 
сходимости соответствующих рядов, которые затем могут быть ослабле- 
ны или даже устранены с помощью принципа аналитического продолже- 
ния равенств, если через функцию F3 из правой части (10.46) обозна- 
чать не только двойной ряд (10.45), но и его аналитическое продолже- 
ние за пределы области 0 < х , у <  1. Таким же образом условие R e a > 0  
можно ослабить до Re (а +  с) > 0 .

Совершив в (10.46) замены а  на а', |3 на —Ь', а +  с на с и приняв во 
внимание (10.22), (10.35), Несложно найти следующий аналог равенст- 
ва (10.37):

Ф (т) dx =х
х

b, &׳; с; 1а'
־״)

С— 1
(* — *) 

Г (с)

X

I
v+* °°

­ ­ ­ ­י  Г ״Г(1 + а- с- 5)Г (1 .+ ?- с- 5)Г(1 — ’- Г - « )  чЧБ +  с)х- ж  
2л; J  Г(1 +  а+& — с — s ) T ( l — а '— 5)Г(1 — ft׳— s) ׳

V— г °0

(10.47)
R e s < l + R e ( a  — с), 1 +  Re(&— с), 1 — Re (а ׳+ 6׳ ).

В силу (10.35) каждая пара гамма-функций (по одной функции из 
числителя и знаменателя) из правой части (10.47) соответствует одному
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дробному интегралу со степенными весами. Значит, шести гамма-функ- 
дням из (10.47) соответствует шесть вариантов композиций из трех та- 
ких интегралов, причем интегралы внутри каждой композиции могут 
располагаться в различном порядке шестью способами. Если еще 
учесть, что каждому такому расположению еще соответствуют шесть 
вариантов условий, которые связаны с различными вариантами знаков 
порядков этих интегралов, то становится ясным, что выписывание всех 
вариантов композиционных разложений оператора (10.47) и условий 
типа табл. 10.2 не целесообразно.

Композиция произвольного числа операторов (10.35), (10.36) по ана- 
логии с (10.37) приводит к равенствам

т п

П f] (*6* / ! г Ч ־ ^ ) f(x) =
/= 1 , h=l

ח  r ( 6 t + s) r  (s) x - d s =
l \  ПУЬ +  S)

Г (1 — a  j — s) 
Г ( 1 _ р , _ в )

(10.48)dt
№

(®)7П) (7)71 '
(в)״,(Р Ы

X

1
oo

_____ 1 p n ,  m— I , w-J-л
0

где в правой части содержится G-функция Мейера (1.95). Для справедли-
т

вости второго из равенств (10.48) необходимо условие — fJ/) +
/= 1 П

+  2  (Vft ־~ Sfe)j >  0 (см. теорему 36.3, условие (36.21)). 
ь=1
Достаточные условия, обеспечивающие коммутативность операторов, за- 

ключенных в круглые скобки слева (10.48), доставляет следующая
Т е о р е м а  10.7. Пусть f ( x ) £ L p (0, оо), /7(1 — R ea ,);>  1, j  — 1, 2, . . .  

т, р  Re6׳i > — 1, k — l, 2 , . . . , « ,  и 1, Re (а,- — pj) >  0, Re(yft— 
— 6ft) или р פ> 0 > \ ,  Re(aj — fb )^ 0 , Re(yft—- 8fe) ^ 0 ־ . Тогда операторы

т

в скобках левой части (10.48) коммутативны. Если еще Re (aj — РЛ+
/= 1 

П
то левая и правая части (10.48) (без середины) огра->2 ~~ ־ +

h — \

ниченно действуют из Lp (0, оо) в Lv (0, оо) и совпадают между собой.
Д о к а з а т е л ь с т в о  следует из ограниченности левой части

(10.48) в Lp (0, оо), имеющей место при условиях теоремы. Рассужде- 
ния здесь те же, что и при рассмотрении случая /= 1  в доказательстве 
теоремы 10.2, но с учетом замечаний после формулы (5.46')•

Как и в случае теорем 10.1, 10.2, условия теоремы 10.7 можно осла- 
бить, распространив эту теорему на отрицательные значения Re (aj—fo) 
или Re (ук—6h) и сузив класс Lp (0, оо) до соответствующего простран- 
ства функций, представимых через дробные интегралы других функций 
из Lp (0, оо).

В заключение пункта отметим, что при соответствующих условиях ком 
|4утативность имеет место и для произведений более общих операторов ви-
да *'"‘С й ‘ *1 ־‘“• ״׳׳* С у״'־־*״“, см. § 18 , п. 2”.

4°. Композиции с экспоненциальными и степенно-экспоненциальными 
весами. Вначале рассмотрим случай композиции двух левосторонних 
интегралов с экспоненциальными весами. Справедлива следующая
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Л е м м а  10.3. Пусть \|3(x)£Lp(0, b), 0 < Ь < ; о о ,  1 ^ . р < .  оо, и Rea=£ 
=7 0̂. Тогда для того чтобы ג|ז (х) была представима в виде ф (х) — 
=  е1х 10 + e~Xxf (х), где f (х) £ / 0+ с) (Lp (0, b)), необходимо и достаточно, 
чтобы г]? (х) £ / 0+-а) (Lp (0, b)).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В случае Rea 0 <נ утверждение леммы является 
прямым следствием леммы 31.4, поскольку из этой леммы вытекает огра- 
ниченное действие оператора е х е־~Хх, Re а > 0 ,  из пространства Lp(0, &), 
0 < 6 < о о ,  1 ^ р < о о ,  на пространство Iq+(Lp (Q, b)). Случай R e a 0 >  ־
здесь рассматривается так же, как и при доказательстве леммы 10.1.

Сказанное позволяет сформулировать следующий аналог теоремы 10.1. 
Т е о р е м а  10.8. Пусть а  и (1 — такие комплексные числа, что опре- 

делена функция т(а, р, а +  р). Тогда в классе функций / 0t+l’p’a+p) (Lp(0, b)), 
0 <  6 <  оо, 1 р <  оо, операторы 10+ и е 10+ е~ ' коммутативны, т. е. 
имеет место равенство

/ 0+ 11+ e~Xxf (х) =  ея* 11+ e~lx f t+ f  (х). (10.49)

Если Re (а +  р Re р =7 ,נ> 0( 0̂, то при /  (х) £ / 0+Р) (£Р (0, fe)) справедливо 
равенство

х р 1
П + г ‘ 11+е~и Н х ) =  Г (* Т  Д  -■ 1F1 (Р; «  +  Р; Я .(* -т ))Д т)Л .

J Г (« +  Р)
(10.50)

Вел« Re (а +  р R ,כ> 0( e a ^ O , то при /  (х) £ / 0+°(Вр (0, 6)) справедливо 
равенство

п / у   \ОН1•—0־
■Д  ■ ' i f , (Р; <х +  р; 1(х-т))/(т)Л . (10.51)

J Г ( а + Р )
о

В случае Re (а -ф р  операторы (10.50), (10.51) ограниченно действуют נ> 0(
из указанных пространств на пространство / “+ р(ВР(0, Ь)).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из всех утверждений остается доказать лишь 
справедливость равенств (10.49) — (10.51), причем это достаточно еде- 
лать в пространстве L!(0, 6). В силу теоремы Фубини после вычислений 
и применения интегрального представления 6.5(1) из справочника 
Г. Бейтмена, А. Эрдейи [1] имеем

X t
(х) =  j  (* ~ 2 ‘  ' A f l  J  e~Kf (т) йт ־

(х -тГ + ф 1 т Г ц-1 (1 =
Г («) Г (Р) J

о

( X ла+Р—1!׳ 
;д !ВДр; а-фр- . ״—  Ц х  — х)) /  (х) dx, R e a > 0 ,  R e p > 0 .

0 Г (« +  Р)
(10.52)

Применив далее формулу 6.3(7) указанного справочника и воспользо- 
вавшись равенством (10.52), но в обратном порядке, придем к соотно- 
шению (10.51). Из (10.50), (10.51) следует равенство (10.49) в случае 
R e a > 0  и Re р>0 .  Последние ограничения можно ослабить, заменив их
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на условия, указанные в теореме, которые обеспечивают существование 
всех операторов из этих равенств. Теорема доказана.

Отметим, что соотношение (10.49) дает возможность композицию 
произвольного числа операторов / “̂  е**׳* с чередующимися знаками при
к х  выразить через композицию лишь двух таких операторов. Например, 
справедливы равенства

/ “+ Г 11 /§+ е’■‘ п+ e~uj (*) =  /;+  Г 1'  (<+ /§+ х

X е־ “  П+f (*)) =  / # е~и ״  Ц+f (*), (10.53)

/ +  <Г1<Г 4 +  <+ 4 +  Г 1* 4 +  (х) =  4 + х '■*־־> 

X ( /§ + /V / = ((x)/+״ $ ^ ve-l * / i^ 7 (x ) .  (10.54)
По аналогии с операторами (10,18) — (10.21) введем операторы

(* ~ ТГ ‘ 1 ^ 5 ־1 ־°)■ <  М *-т))/(т )А . (10.55)Г (с)
0

i f - ’Kf)(x Г =־ ( ----״*-־־  1F! (а; с; fc (х — т)) /  (т) d׳r, Re с  >  0, Re k >  0.
J Г (c)
X

Очевидно, что
(10.56)

г С . О Д  тС.а,  0  fC 1C , с , к  к х  , с  — к х
1 0 +  = / 0 4 - = / 0 + 1  / 0+  = е  1 0 + е  ,

j C , 0 Д  ___ j C , a , 0  __  j c  j C , c , k  ^ к х ן0   g — k x
(10.57)

Из соотношений (10.50), (10.51) после замен р =  а, а 
ют первые две из четырех формул:

+  р =  с  вытека-

=  П + ‘ ^ П + е ^ хН х ) , (10.58)

№ +д П(*> =  / '  / 8 + ־  ־ ־ * *  П+7 (х), (10.59)

( f  Д/Хх) -  I е- “ <+ / 1 1 +  (X), (10.60)

( Г _ 1 “  • * ■ / ) ( * )  =  е 1■* I t e - 1* (10.61)
две последние устанавливаются аналогично. Для их исследования нам 
понадобится следующая лемма, которая получается из теорем 18.2,
18.3 и связанных с ними рассуждений.

Л ем м а  10.4. О перат ор е%х I°Le~Xxf ( x )  п ри  R e X 0 . < R ,׳ e a > 0 ,  1 ^  
^ p C ( R e a ) “1 ограни чен н о дейст вует  и з  п рост ран ст ва  L p (a , оо), 0 <  
< а <  оо, н а  п рост ран ст во I°L(Lp (a , оо)).

Условия, при которых выполняются соотношения (10.58) — (10.61), 
отражаются следующей легко проверяемой теоремой.

Т е о р е м а  10.9. П уст ь Re с > 0  и вы п ол н яю т ся  к а к и е -л и б о  и з  у е л о -  
в и й  A j  табл. 10 .4 . Т о г д а  оп ерат ор В! о п р е д е л е н  н а  м нож ест ве C j и з  п р о - 
ст ранст ва L p ( 0, Ь ), 0< 6< оо , 1 ^ р < оо , и о гр а н и ч е н н о  отображ ает  Cj н а  
множ ест во D j,  п р и ч ем  имеет место ра вен ст во  E j.

Композиции разносторонних интегралов с экспоненциальными веса- 
ми, вообще говоря, приводят к интегральным операторам весьма гро- 
моздкого вида. Исключение составляют лишь отдельные частные слу- 
чаи, один из которых мы здесь рассмотрим. Воспользовавшись форму- 
лой 2.3.6.10 из справочника А. П. Прудникова, Ю. А. Брычкова, О. И. 
Маричева [1], вычислим следующую композицию:
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ТАБЛИЦА 10 А

/ Ai BJ CJ DJ Zj

1 R ea 0 «כ 1c,a,%
J0+ Lp (0, b) l Co+ (Lp(0, b)) (10.58)

2 Re а <  0 1c,a , \  
10+ I ^ ( L P (0, b)) / ^ a (Lp (0, b)> (10.58)

3 Re (с — а) > 0 ic,a,K 
10+ LP (0. b) 7c0 + <Lp(0, b)) (10.59)

4 Re (с — а) <  0 rc,a,\  
10+ I l + C(LP (0, b)) f ao+(Lp(0,  b)) (10.59)

5 R ea >  0, Re А, >  0, 
р т а х  (Re a, Rt:c) <1

jc ,aД Lp (a, 00) l L ( L P {a, 00)) (10.60)

6 R ea <  0, Re A, >  0, 
pR e(c  — a) <  1

jc,a,h {eXx l Z a X
X e~%x ל|ו, 

ф е Ь р (а, 00))

I cS a (Lp(.a, 00)) (10.60)

7 Re(c — a ) > 0 ,  ReA> 
> 0 , p max(Rec, Re(c— 
— a)) <  1

jc.a.K Lp[a,  00) 1L  (Lp (a, O0)) (10.61)

8 Re (c — a) <  0, ReA, >  
>  0, p R e a  <  1

jc ,a,k l a~ c {Lp {a, » )) {e%x ja^ e—%x^
% £L p {a, 00)}

(10.61)

X оо

ЪГ^Я+f (х) = ן  Г (t -  x f - '  it -  xf-'e-“dt +
0 x

X
2/  1̂ a—ן

V  яГ (a)

00 o o

X  X

X ן  \x -% \a- xt2e ' Ux+x)/2K a- w |x — t\ ־   ̂f(x )dx t Re a  >  0, (10.62)
0

где K v(z) — функция Макдональда (1.85). Очевидно, что для этого one- 
ратора можно доказать соответствующий аналог теоремы 10.9, но свой- 
ство типа (10.43) для него не имеет места.

Композиция двух односторонних дробных интегралов со степенно- 
экспоненциальными весами приводит к формуле

тОС 0 — ״  Х х  Г р  ^ 6  —  /  . а/  0_j_ X В 10-|- х в ן —

= J  (ХГ(а0°+р~’ Ф .( Р, в; «+Р; 1 - ־ ^ ,  Hx-t))f(t)dt, (10.63)
о

где Ф! — одна из функций Гумберта:
оо

ф! (Р, 6; у ;  X, у )  =  ^ (10.64)м < !
(7 ) ,,Ь/Шj,k~ О

(см. справочник Г. Бейтмена, А. Эрдейи [1, 5.7.1(20)] с исправлением 
опечатки в индексе). Эта формула устанавливается так же, как и фор- 
мула (10.50).
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§ и. связь
ДРОБНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
С СИНГУЛЯРНЫМ ОПЕРАТОРОМ

Изучается связь операторов дробного интегрирования с сингулярным 
интегральным оператором и показывается, как левостороннее дробное 
интегрирование выражается через правостороннее (и наоборот) с по- 
мощью сингулярного оператора. Предварительно излагаются необходи- 
мые сведения о сингулярном операторе.

1°. Сингулярный оператор 5 . Пусть по-прежнему Q== [а, Ь], —оо<: 
^ а < 6 ^ 00. Рассмотрим сингулярный интеграл

ъ
( ■ S q > )  ( jc)  =  —  Г  y ^ -d t  ,  х£(а, b), ( 1 1 . 1 )

п  J t  — х

где сходимость понимается в смысле главного значения. С теорией таких 
интегралов и с доказательством приводимых ниже теорем 11.1— 11.3 
можно ознакомиться по книгам Ф. Д. Гахова [1], Н. И. Мусхелишвили
[1], И. Ц. Гохберга, Н. Я. Крупника [4]. Здесь приведем свойства one- 
ратора S, которые нам неоднократно понадобятся в дальнейшем. Важ- 
ным свойством оператора S является свойство его ограниченности в про- 
странствах # 0 (р) и Lp (p). Пусть р(х)  — вес вида (1.7) или (1.9), при- 
чем Х\ =  а, хп =  Ь в случае, если а, b — конечные точки.

Т е о р е м а  11.1. Если m esQ־< ° o ,  0 < с ^ < 1 ,  то оператор S огра-
J, А Л

ничей в пространстве Но и в пространстве Щ  (р), р (х) =  П \х — xft| >
fc=1

если ^ <  Рь <  ft1 + = k) ׳   1, . . . , n).
Т е о р е м а  11.2. Если mesй  =  с», 0 < ^ < 1 ,  то оператор S ограничен

в пространстве # 0 (р), р(х) = ( ! - [ - л:2) ^/2 П |х — х ^ xh£Q, если ,׳1
Й=1 п

>׳* H * < k +  1 (k =  1 • י • י •  n) и - f t , < ( 1  +  2 !i11< 1 ^ ^
h=l

Т е о р е м а  11.3. Оператор S ограничен в пространстве Ьр ( р), 

1 <  р <  оо, р(х) — (1 +  я2/ — П \х ־172 xkf h> xh£Q, если — 1 <  < / ל —״ 1
ן!=1

(k — l ,  . . . , n) и ест  (6 случае mesП =  1 >סס) —  !* +  ^  p.fe־< p — 1 •
ft=1

В случае Q =  R1 известно, см. работу С. Пихоридеса (S. К- Pichorides 
Ш). точное значение нормы сингулярного оператора S в пространстве
Lp (R1):

||S ־|| ־ tg{n[2m in(p, р )11.1׳ ־[(׳‘.{  )
Известно также, что в случае Q =  R1 выполняется равенство S ־1  =- — S, 
так ч го

5 2ф =  — ф, (11.2)
а преобразование Фурье сингулярного интеграла Sep дается формулой ,

(11.3)
/ \
(S<p) (х) =  i sign х ф (х).

В случае, когда [а, Ь] — конечный отрезок, справедливы следующие 
формулы:

V - < - ■  ф  _  t r » d t _
t — Xi f
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(11.4)

(11.5)

если х С  а или х  > ,Ь ־
1х—1 1

Ь — х
х — а 
х ~ Ь

1
sin fAJt

(% .__ дУ* *
־ ctg F “ 7— -77г> если a < x < b  

(о — X f

(О <  Re !г <  1);

_1_ Г / t — ay  dt  =  
я J  \& — t )  t — x

а

1 Г ^__I х — а|*Н
sin р-я [ I х — Ь\ J י

1 [ \  / х  — а \ р ----------־  1 — cos j w i , ן--------
sin рл [ \b  — x) J

если x < a  или x > b ,  

если a <  x <  b

(— 1 <  Re и- <  О;

(t — a)v~ l {b — t f ~ l dt 
t — x

vV — 1
0

J
(& — a)*i+v_1tj / ч р Л  , b — a\ל--------В(ц, v)2F1 ( 1, *i; (a +  v ; --------- ------- , если x c a  или x > b \
b — x V b — X/

(x — a)v~ 1{b—x f - 1 я ctg |ая ~  (& — a)״+ v 2 ״ B(^ — 1, v) x  (11.6)

2f J 2  — p  —  V, 1; 2 — !a; ~— если a c x < . bV b—a)X

( R e p > 0 ,  Re v >  0)

(см. справочники А. П. Прудникова, Ю. А. Брычкова, О. И. Маричева 
[1, 2.2.6.5—8] и Г. Бейтмена, А. Эрдейи [4, 15.2(33)]). Заметим, что при 
х$(а , Ь) интегралы (11.4) — (11.6) вычисляются простыми заменами

~ ^ (t— a) {Ь— х \переменных. Так, например, при х < а  замена ------—------׳ приводит
{b—a) {t—x)

(11.4) к бета-функции и эта же замена в силу (1.73) дает формулу
(11.6) при х> Ь . Для значений а < х < Ь  требуемые равенства можно по- 
лучить из формул для х$(а , Ь) с помощью формул Сохоцкого, извест- 
ных в теории сингулярных интегралов (см. Ф. Д. Гахов [1, с. 38 ]). 

Справедливы также (Ф. Д . Гахов [1, с. 530—531]) формулы

я c tg -----sign (у  — х)2
{х  — а)в/2 (b — х)а/2 Jjc —у \ l_a

(11.7)
, ая

״ *g—
1+ а  1+ а  ’

2 (Ь—х) 2 \х—у (а — זג) \1~а
( 11.8)

dt
а

{ t - a f { b - t f  \ t - y \ l- * { t - x )

о

J

___________ sign {t — у) dt_________
1 + а  1 + «

( t - a )  2 ( 4 - 0  2 \ t - y\ ‘- “{ t - х)
!

где a < x < 6 ,  a c y c b ,  0 < a < l .  
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Отметим, наконец, формулу перестановки сингулярных интегралов:

(11.9)Ф ІУ> t )dy  
(y — x){t  — y)־+־ )х=  —  Л2ф (X ,

Ф(#, t )dt  
і — У

называемую формулой перестановки Пуанкаре — Бертрана (см. Ф. Д. Гахов 
[I, с. 63J).

2°. Случай оси. В случае оси формулы связи дробных интегралов /+ф , 
/®Ф с сингулярным оператором S имеют самый простой вид.

Т е о р е м а  11.4. Пусть 0 < а < 1 ,  ф (х) £ Lp (R1). Тогда дробные ин- 
тегралы /+ , I— и сингулярный оператор S связаны соотношениями

/!Іф — с08а л /“ ф +  sin ал 5 /“ ф, 1 ^ р * < 1 /а »  (11.10)

/ “ ф =  cos а л /“ ф — 8іпал5/“ ф, 1 <!/?•< 1/а, (11.11)

<5/±ф — /±  5ф, 1 <  р <  1/а. (11.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть вначале ф £С0 . Рассмотрим интеграл
t

dt 1 >* ф (т )г іт

J ( t - r ) ' - * '
— סס —סס

Здесь можно поменять порядок интегрирования (такая возможность в 
случае, когда только один из интегралов является сингулярным, извест- 
на, см. книги Ф. Д. Гахова [1], Н. И. Мусхелишвили [1 ]). Поэтому

dt_______
( / - Т ) '  — ( < - * )

Внутренний интеграл после замены t =  т - f  s/( 1 — s)

s“1) - ־־1   s ) -ads 
x + s ( l- f -x —т)

Г dt________ __ Г s“1־־
J  {t — т ) 1 - “ ( *  — x) J x — x

x < t,a — I(t  — x)л

sm an

л ctg ал (x —; t)“ r, x > r ,

согласно (11.4). Следовательно,

Ф 03 *ft I
(х-т )1־ “ J׳I—  co s  а л

Ф (т ) d t
(t  —  X)1“ I]״

1
sin алГ (a)

S/frp  =

откуда и вытекает (11.10) для фбС” . В силу плотности С“ в Lp( Rl)  
результат, согласно теореме Банаха 1.7, распространяется на Lp ( Rl)  за 
счет ограниченности операторов / “ из L ( R l)  в Lq( Rx),  q = p / ( l —ap)  
(теорема 5.3) и ограниченности оператора 5  в Lq(R 1)  (теорема 11.3). 
В случае р = 1  вместо теоремы 5.3 следует привлечь теорему 5.6 (и за- 
мечание 5.2).

Формула (11.11) следует из (11.10) на основании перехода (5.9) с 
учетом того, что QS =  —SQ, где —х).
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Коммутация (11.12) очевидна на хороших функциях в силу того, что 
на таких функциях можно перейти к образам Фурье (см. формулы (7.1) 
и (11.3)). Для функций же из Lp остается вновь сослаться на ограни- 
ченность операторов /  “ и S.

С л е д с т в и е  1. Справедливо совпадение образов

def
I%{LP) =  / ״ (Lp) =  F ( L p), 1 <  p <  1/a

(cm. (6.1)). Класс Ia (Lp) инвариантен относительно оператора S.
Действительно, / “ cp =  /^(cosa^(p эіпазтЗф), и поэтому совпадение обра- 

зов вытекает из ограниченности оператора S в Lp.
С л е д с т в и е  2. Если а > 0 ,  Р > 0 ,  то

/ “ 1— =  [cos((3 — а) л Е +  sin(р — a) JtS] Я1%,  

где Е — тождественный оператор.
С л е д с т в и е  3. Дробные производные Маршо D“ /, D—f связаны друг 

с другом тождеством

D“ f =  cosanD%f — sin ajiSD״ /, f a a (Lp). (Н .1Г )

В самом][деле, для получения (11.1 Г) достаточно обозначить / “ ср =  /
в (11.11), применить в соответствии с теоремой 6.1 оператор D“ к обеим 
частям в (11.11) и учесть (11.12).

С л е д с т в и е  4. При всех 0 < а < 1 ,  1 < ; р < 1 /а ,  справедливо нера- 
венство

||D״ /||p < 4 ||D £ / | | .p> /€ /“ (״11.11) - .<*£)
где А =  |cos ая| +  sin an tg {п[2 min (р, р')]1־ } •

Действительно, эта оценка вытекает из (11.1Г) и (11.Г).
З а м е ч а н и е  11.1. Формулы (11.10) — (11.12) справедливы для

ф(х)€Ер (р), р(я) ™ (1 +  х2)д/2 П \х — xkf h, xh£ R \  е с л и 1 < р*< р— 1
fe=IП

[k =  1, . . .  , п), ар — 1 <  р +  2  И* <  Р — 1 י Р > 1 Это вытекает из • ־ 
ь=1

теоремы типа Харди — Литтлвуда 5.5 и теоремы 11.3 согласно теореме 
Банаха 1.7.

З а м е ч а н и е  11.2. В теории сингулярных интегралов известна 
(Ф. Д. Гахов [1, с. 43]) простая формула дифференцирования сингу- 
лярного интеграла: (Sf)<n) =  S( fW).  Она имеет место и в случае дробно- 
го дифференцирования:

D± (Sf) =  S (D±/), / £ /a (£p)> K p < l / a ,  (11.13)

являясь перефразировкой свойства коммутации (11.12).
3°. Случай отрезка и полуоси. Выясним, как связаны между собой 

дробные интегралы / “+ ф и / “_ ф в случае конечного отрезка [а, Ь]. Эти 
связи сложнее, чем связи (11.10) — (11.12): сказывается влияние концов 
отрезка. Вопрос заключается в следующем: к какому результату приводит 
композиция (или 2)“__/“+)? Естественно ожидать, что операторы
3)а+у Я -  в каком-то смысле уничтожают действие друг друга и их ком־ 
позиция является оператором, ограниченным, например, в стандартных 
пространствах Lp. Мы увидим, что она содержит весовой сингулярный 
оператор.

Считая пока, что ф £С 7, рассмотрим композицию
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а а sin aa  d r  dt Г . дй_! , . ,
3>а+1ь-ф  =  ---------- —   ------- - г ) Ф (t — זי) \  (׳י ־ я dx J (x — t׳י̂ f  J

a t

b т іп (л м г)

J  ф (x) dx j* {x —  t) “ (t  —  t f  1 dt.
sinajt d 

я  dx

Введем функцию

* M * )= ־ S1ngJt ־7־  Г [ < р (т )Л [(л ״ і) “ t — זי) f  1 dt +я dx L J J

- f  J ф(т) dx J (x — t) “ (זו — t f  ldt j
л+е

и обозначим т— a 
х —тd e f ■י 

Ж 1 (л:, т) =  J (х  — t y a  (т — t f l ־־ dt=■ [ s“1) 1־  +  s )~ ad s, z < x ,

x—a
X — Xd e f

Ж*(х,  т) =  j ( x ~  0  “ t — זי) f  1dt =  j  s~“ (l +  s)a lds, < r> x.
a 0

Тогда
J 6 (x) =  a— \ ж х (זג, x  —  e) ф(8 — זג) — Ж 2 (8 + + :ф(л (זג, %   е) +

я L

sincwt / 7 \ е , с־* / х - ^ а \ а (p(x)dx

a jc+ 8  ' Т —  X

_j_ Sin СИX / л ן• T - ־ U

я V ״ ״  / V זג — a
Отсюда

2)2+ /JL<p = lim/.M = I f +
8 - 0  л  l j \ x  —  a }  t — x

\

- f  Ііш ф (х)[Ж!(х,  х — г) — Ж 2{х, x +  e)]L 
e-1-0 J

Вычисляя предел, имеем

lim [ Ж х { ху х  —  е ) — Ж 2 (х,  х  +  е)]
е-*0

х—а—8

=  Нш{ f Is*1־ ( { + s ) - a — s - a ( l + s f - l]ds —
г-*■ О I ■J

=  я  ctg ая
р 1 ] * т -

(1 +  s)
а—1״

(1 +  s f

х—а 
е

-  j ־  - ״ о  + г־  ־ ‘* }  =  j
х—а—е

в силу формулы 2.2.12.3 из справочника А. П. Прудникова, Ю. А. Брыч- 
кова, О. И. Маричева [1]. Поэтому

Ж2+ Ц л ,  _  cos amp (дг) +  f  (Iz££ '|“ J £ W *  (1u4)
4 Я J \x  — a ) %  — x
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и искомая связь найдена. Теперь, зная явный вид связи, легко дать 
строгое ее обоснование. Оно будет дано на функциях <pELp. Одновремен- 
но получим и другие связи.

Т е о р е м а  11.5. Пусть 0 < а < 1 ,

ra (x) =  x — a, гь (х) =  Ь — х. : (11.15)

Тогда дробные интегралы. / / ФІ+״ _״ ср и сингулярный оператор S связа-
ны между собой соотношениями

/ = ср_״  cosоит/а+ф - f  sinа я /“+ ra “Sr״ cp, (p£Lp, p >  1, (11.16)

/«+ Ф =  cos а я _״/ Ф — sin а л r ״״/ ^ S r t  Ф, ф £ L P, p >  1, (11.17)

/ = Ф״״  cos а я + ф+״/  sin аяг״ Srb ״ / “+Ф, Ф £LP> p  >  1, (11.18)

/ “+Ф =  с08а я ф — sinалгa SrTa_״/ I 4>$LP, p > l ,  (11.19)
которые выполняются почти всюдуj если p a ^ l ,  и для всех х £ (а, Ъ) 
если ра >  1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть вначале ф£С<Г. Тождество (11:16) выте- 
кает из (11.14), поскольку / /+״{^+״  =  /, но может быть проверено и непос- 
редственной перестановкой порядка интегрирования в правой части в (11.16). 
Тождество (11.18) докажем непосредственной проверкой:

-а
dt(& -< (’־( ״ -х( < -J  Ф(Х)Л |

(произведенная здесь перестановка порядка интегрирования сингулярного 
интеграла и абсолютно сходящегося, как уже упоминалось, возможна).

1 Г ' ф(т)с!т 
Г (a) sin ая J  (т — х)1-а

X
в силу (11.4) правая часть равнаОтсюда

X
, что и дает (11.18). Соотношения (11.17), (11.19)

а
вытекают из (11.16), (11.18) соответственно, если воспользоваться форму- 
лами (2.19) и учесть, что QS ~ — SQ.

ctg ая Г ф (т) dx 
Г (a) J (х — т)1״־־

Итак, тождества (11.16)— (11.19) установлены для ф (; Со ■ Оператор 
г7а5г® ограничен в Lp, 1 < р < 1 / а ,  в силу теоремы 11.3. Т о в в и д у  
ограниченности операторов / ״+, ״״/  из Lp в Lq, q — р!( 1 — ар),  можно 
сделать вывод о том, 4:0 справедливость тождества (11.16) на плотном в 
Ьр множестве Со ввиду теоремы 1.7 влечет его. справедливость на всех 
функциях ф£ Lp, 1 <  р <; 1/а. Подобным же образом обосновываются ־
равенства (11.17) —■ (11.19) для ф £ L P, 1 < р < 1 / а .  Ввиду вложения 
L P1(a, b ) c z L Pt(a, b), Р1 >Р%,  тождества справедливы и при р ^  1/а.

Чтобы пояснить выполнимость тождеств в каждой точке х  £ (а, Ь) при 
р > 1 /а ,  запишем легко проверяемое равенство

(11.20)=  1 Г 4>{t)dt 
я J ( / -  а)1־ ’ ״(х — а)״

Sr״ V  =  -^ Г ^ Г а  1 ф +

считая, что фбСр, р > 1 /а . Так как оператор^ -  -ограничен, соглас ־־־Sr“1״
но теореме 11.3, в Lp при р > 1 /а , то правая часть в (11.16) оказывается 
гельдеровской функцией в силу теоремы 3.6. Поэтому (11.16) справедли­
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во в каждой точке. Аналогично обосновывается это утверждение для 
остальных тождеств.

Остался случай р = 1  в (11.18) и (11.19). Подобно (11.20) получает- 
ся, что

f ( t )dt  
(t — а)а

r t s - L f  =  , Г 1 S r ' - « f  +  - - Cl  =  ± \  
Га (х — а)1 я J

в предположении, что существуют интегралы в правой части. Поэтому для 
f — /®_ф простыми вычислениями находим

( & - Х ) ® ״1  ьГ (1 — ос) j* ф (0 dt. (11.91)
я

х— 1 ס а! 1 ״  о  1 г а  _ <х< ф — Тд S а_  j / й—ф—־־£־־/* Га S 
Га Га

Отсюда усматривается ограниченность оператора г® S r Y  из L! в Х.г, 
1 <С г <С 1/(1— а). Действительно, для второго слагаемого в правой части 
это очевидно, а для первого вытекает из теорем 5.6 и 11.3. Аналогично 
рассматривается случай р — 1 в (11.18).

С л е д с т в и е  1. Классы функций, представимых дробными интегралами
1а+ф и Іь- Ф с плотностью ф € Lp, совпадают при 1 <  р <  1/а. 

Действительно, в силу (11.16) и (11.17)

/ “_  ф =  / “+ (cos аяф +  sin anr~aSr% ф),

/ “+ Ф =  / “-  (cos аяф — sin аягГа5л® ф),

и поэтому следствие вытекает из ограниченности операторов гГ®5г®, 
tJaSr* в Lp при p c  1/ct■

С л е д с т в и е  2. Справедливы следующие формулы «коммутации»;

( 11.22)

/а —а о а  т ,а г® ״* а+ Г а >̂Г а ф — Г!, оГ b /ь+ф.

г а  , - « с . ® ״  _ а  с _ — а  г а  _ ^ —א*  Ь  •Ьтא ф — Та оГа  ! ,ן —ф.
Подобно (11.13) можно перефразировать формулы (11.22) как формулы 

дробного дифференцирования сингулярного интеграла:

dt,а \ “ № /) ( * )
tИ Вх \*  f ( t )d t

t״ч ш
)11.22(׳

dt' ( Ъ - x Y  (D1 4 ) (t)
t —■ xя - :x — a V*■ f (t) dt 

J  — a j  t — x
D®_

для /  6 / “ {Lp), 1 <  p  <  1/a.
С л е д с т в и е  3. Наряду со связями (11.16) —-(11.19) справедливы со- 

отношения
ь

Ф (t) dt
( i f - a ) ־1 “

/®_ф *= cos а я /“+ ф - f  sin « я /“+ — L  Sr® 1 ф -i----- -—  Г
Г (a) J ?־׳

(11.23)

q>(t) dt
1— a

a

b

S f JГ(а) J ( b - t )
Sr t  ф -f-a— 1Гь

/ “+ ф — cos ая ф — sin ая״£/ / “_

(11.24)
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b
/ “_ ф =  COS а я /“+ф +  sin anr“_1S —~ r  /« + Ф  +  ----- f  ф (t) dt, (11.25)

гь Г (a) J

a״ r b
/ “+ Ф =  COS а я /“_ф — sin cutr“- I S ־— / “_ Ф -f- — —-----  Г ф (/) dt, (11.26)

ra г (a) J
a

где 0 < a < 2 ,  ф (х )£ б Р(а, b) и /? > m a x ( l , 1/a) в (11.23), (11.24) и 
1 < р < о о  в (11.25), (11.26).

Утверждения следствия 3 вытекают непосредственно из соотноше- 
ний (11.16) — (11.19) на основании переходов типа (11.20), (11.21).
Обоснование их выполнимости для ф£LP при указанных значениях р 
проводится так же, как в теореме 11.5 для тождеств (11.16) — (11.19). 

З а м е ч а н и е  11.2. В силу теоремы 3.12 доказанные соотношения
П

(11.16) — (11.19) справедливы и для ф (х) £ Lp ([а, Ь\, р), р (х )=  П
k= I

хк £{а, Ь], если — 1 < ц к < р  — 1 (А =  1, . . .  , п).
В случае, когда Q =  R l+ =  [0, оо), связи между операторами дробного 

интегрирования / 0+, I— и сингулярным оператором можно получить из 
соотношений (11.16)— (11.19) с помощью предельного перехода при 
b—*־ оо. Эти связи даются следующими формулами:

/ “ Ф =  cos ая/о+Ф +  sin а я /“+ x~aSxaq>, (11.27)

/ “+Ф =  cos а я /“ ф — sin а я /“ 5ф. (11.28)

/ “ Ф =  cos а я /“+ ф +  sin а я 5 /“+ф, (11 •29)

/ “+ф =  cos а я /“ ф — sin аяxaSx “ / “ ф, (11.30)
где < р ( * ) е М /ф , 1 < Р < 1 /а ,  в (11.27), (11.28), (11.30) и 1 < р < 1 / а  в
(11.29). Отметим также, что (11.27), (11.30) следуют из (11.16) и (11.19), 
(11 .28)— из (11.11) с учетом (11.12), а (11 .29)— из (11.10). Кроме 
того, из (11.27) — (11.30) вытекают формулы «коммутации»

(11.31)

формулы

(11.32)

(11.33)

/ 0+ х 5 ־“ ха =  S/£+, xaSx~a I t  =  I tS
типа (11.20).

Аналогичным образом на полуось можно перенести 
(11.23) — (11.26).

Завершим этот пункт следующей леммой.
Л е м м а  11.1. Пусть 0 < а < 1 .  Операторы

со

* > 0 ,Ф (f) dt

t  —  x  ’J
эіпая

я
о00

Аф =־ cos аяф (х) —

х >  0,
sin ая  

я
/?Ф =  cos аяф (х) +

являются взаимно обратными: Абф==Д4ф==ф для ф (x)£Lp (R\.),
1 <  р <  1/а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение^ леммы следует из сопоставления 
тождеств (11.27), (11.28). Действительно, они имеют вид / “ ф =  / “+ б ф , 
/ 0+Ф =  / “ Лф. Отсюда, очевидно, Абф =  бАф==ф на достаточно хороших 

функциях ф (х), а тогда и на < всех функциях ф (х) £ Lp (б+) ввиду’ограничен- 
ности операторов А и В в Ь р (/?+), 1 < С р 1 > .а, согласно теореме 11.3/־

Заметим, что тождества Л б ф = В А ф = ф  могут быть проверены и непо­
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средственным вычислением композиций АВ, ВА по формуле Пуанкаре— 
Бертрана (11.9).

4°. Некоторые другие формулы композиции. Покажем, что если 
f (я) £ / “ (Lp), то «урезание нулем» функции /  (л:) также принадлежит 
/ а {Lp). Именно пусть — סס ^  а <  & <  оо и

' ׳!!(11.34) ! ! ״ ,х$[а ,0 1־  61,
а в случае полуосей [a, b] =  R\.  или [a, b] =  будем писать

(11.35)р + 1ф М,  ^ > 0 .  р  г 0. *
\ 0, * < 0 ,  Iф(л;), х

0, *>■0,
< 0 .

Покажем также, ־что Р аъ1%<р =  4 Nq>, <p£LP, 1 < /? < 1 / а ,  где N — 
ограниченный оператор в Lp.

Т е о р е м а  11.6. Пусть ф (%)£Lp (R1), 1 < р < ; 1 /а ,  тогда

(11.36)

(11.37)

/>+ф р  =  1?tLp{R}),
где

dt, х >  0,

х < .  0.

t <p(— t)
X ־(־ t

sin an Г
я Jф(*) +

0,

Ф(*)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего отмечаем, что ф (я )£ £ р в силу те- 
оремы 1.5. Далее, очевидно, что (/“ ф) (х) =  0 при л: <С 0. Остается дока- 
зать, что (4Ф ) 4 )  == (4 ф ) (*) при * > 0 .  Имеем (/“ = (:л) (ג|ו

I f  cp {t)dt  sin ая  Г а Г (х — ,, и
7 ־  м  J  w  *  J ־  / ,  dL в  си־

о —י» оо
лу (11.4) получаем (4 ф ) (*) -  ( + ф) (х)+״/ —־  Г  =  (4 ф )4 ) .

Г (a) J ( x — f)
—  во

что и требовалось доказать.
Подчеркнем, что теорема 11.6 означает следующее: если функция 

f (x)  представима дробным интегралом от функции из Lp( R l),  1 < р < 1 /а , 
то этим же свойством обладает и функция /+ (х) = f ( x )  при л:>0, f+(x) =  
=  0 при х < 0 .

С л е д с т в и е  1. Пусть Ц){х)  ̂LP{R1), 1 < С р < 1 /а , тогда

(11.38)

х С а ,

a < x < C b ,

Даь4 ф ^ 4 ф ,  V £ L P(R%

0,

а ф {а — t )dt

где

+ x} ׳  t  —  a f  “

Ф(а — t)

'К і:
sin ая

я
ф(*)

1—а(л: - f  t — а)

х <־ Ь .dt
—а

sin ая  Г f* /  t \ а
л L J U - a j

(7  t 4 ץ  ( b - t )  
J  \ x — a)  { x + t —&)1

Ф 4) =

171



С л е д с т в и е  2. П уст ь а  (х) кусочно-пост оянная ф ун к ц и я  с конечны м  
числом т очек р а зр ы ва . Т о гд а  а  (х ) f  (х) £ Ia ( Lp) дл я  /6  /a (Lp) и Цо/Ц а

I Цр)

Т е о р е м а  11.7. П уст ь f { x ) — кусочно-гельдеровская н а  оси ф ун к ц и я  
с  конечным числом т очек р а зр ы ва  и с показат елем  гельдеровост и  
— ,max (а <נ,ג a-f- l / р )  и п уст ь  / ( оо) =  0. Т о гд а  / ( х ) £ / а (£р).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для простоты будем считать, что / (х) имеет одну 
точку разрыва х  =  0. Введем функции

|  со2 (х), х  >  0, 
I /  (х), х  <  0,

\ f ( x ) ,  х > 0 ,
1 (0! (х), x < 0 ,Ш

выбрав функции со!(02) ,(:ג (х) £ Со так, чтобы со! (0 )= / (-f- 0), ш3 (0 )= /(—0). 
Тогда ft (х) £ Н х (R1) и /Доо) =  0, 1,2. Поэтому fi (x ) ^l a (Lp) в силу
теоремы 6.5. Очевидно, /  (л:) =  0 (х) /! (л) +  0 (— х) / 2 (х), где 0 (х) — 
=  (1 +  sign х)/2, так что /  (х) £ / а (Lp) ввиду теоремы 11.6. Теорема доказана.

Ясно, что из (11.36) можно получить аналогичное равенство Р _/“ ф =  
=  I — g с функцией g(x), записываемой подобно (11.37). В следующей 
теореме доказывается представление для Р_/“ ф в виде l + g .  Обозначим

(11.39)Ф (t ) d t

t  — х
t

J ״
Т е о р е м а  11.8. Д л я  ф (х) £ Lp (R1), 1 < .р< С  1/а, справедливо тож -

дест во
P J Z  ф = /“ Мр,

ограниченны й в  L p { R l) оп ер а т о р :
Л̂ ф =  cos аяР_ф +  sin ая5ф — sin аяР +5 аР+ф =

(11.40)

(11.41)

гд е  N

(11.42)

d t, х > 0

х <  0.

! ( т №

sin ая
я

Ф (?) d t  

t — хJsin ая  
я

Ф (?) d t
סס

Jsin аяcos аяф (x) -f-
я J t  — x 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применяя тождество (11.10), имеем

Р_7—Ф =  (Е  — Р+) / “ (cos аяф +  эіпая5ф). (11.43)
Перепишем равенство (11.36) в виде

Р + І +  ф =  /+Р+ (ф — sin а я 5 аР_ф). (11.44)
Используя (11.44) в (11.43), получаем

Р _/“ Ф =  / “ (cos аяР_ф +  sin аяР_5ф־Ь

+  sin ая  cos аяР+5аР_ф -f- 8іпааяР+5аР_5ф). (11.45)
Переставляя порядок интегрирования в последнем слагаемом согласно

ОО ОО
1 Г■ . . .  Г tad t при

(? +  х)(? +  т)
j* <p(x)d% j*

--00 О
яаха

(11.9), находим Р+5 аР_5ф =
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х 0  ,Здесь внутренний интеграл (см. справочник А. П. Прудникова .כ> 
Ю. А. Брычкова, О. И. Маричева [1, 2.2.4. 25,26])

------ — ------ = — - --------- ; * > 0 ) י и 4 6 )
(/ +  х) (t - f  т) sin ая х ■— х

о
где v (т) =  1 при х >  0. v (т) =  cos ая  при х <  0. Поэтому

P +SaP_Sq> = ----------- (P+S — P +S aP + — cos ая P+SaP_) ф, (11.47)
зіпая

после чего (11.45) превращается в требуемое равенство (11.40). Огра- 
ниченность оператора (11.41) в Lp( Rl)  при 1 < р < 1 /а  следует из огра- 
ниченности 5  и S a в LP(R')  согласно теореме 11.3.

§ 12. ДРОБНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
ТИПА ПОТЕНЦИАЛА

Широкое распространение Получили операторы типа дробного интегри- 
рования «с постоянными пределами интегрирования» (они допускают 
естественное обобщение на случай функций многих переменных, см. 
§ 25). Такие операторы ввиду ряда аналогий с операторами математи- 
ческой физики получили название операторов типа потенциала. Мы не 
касаемся в этом параграфе соответствующих форм дробного дифферен- 
цирования, т. е. не рассматриваем явные формы операторов, обратных' 
к потенциалам. Они будут построены в § 30, п. 4°. Рассмотрение потен- 
циалов начнем со случая функций, заданных на прямой RK

1°. Случай оси. Потенциалы Рисса и Феллера. Рассмотрим интеграл

Re а  >  0, а  Ф  1, 3, 5, . . . ,Ф (?) dt 
) t - x \ l~ a

סס

1
2Г (a) cos (ая/2)

/аф =

( 12.1)
в котором выбор нормирующего множителя прояснится ниже, см. соот- 
ношения (12.12), (12.16). Интеграл / аф называется потенциалом Рисса. 
Наряду с ним будем рассматривать следующую его модификацию:

Ф {t)dt,  R e a > 0 , а^£6 ־2, 4,  , . . .sign (х — i)

I х - / Г ־ а

סס

Я“ф =־ ----------- -----------
2Г (a) sin (ая/2)

( 12.2)

(12.3)
(12.4)

Очевидно, что
/“ = .[2cos(an/2)]4)1־ + /“).
На =  [2 s in (a n /2 )]4 )* ־  — It) ,

где /±  — операторы (5.2), (5.3), так что операторы /а и На определены 
при 0 < : R e a < l  на функциях ф (/)£7.р(Я1), l ^ p < l / R e a ,  и ограниче- 
ны при 1 < / ? < 1 / R e a  из LpiR1) в LqiR1), q =  р (1 — /?Rea)1״.

В § 30, п. 4° будет показано, что обратные к 1а и Яа операторы мож- 
по построить в виде

1 ?  f j x - t ) - f ( x )  di
2Г (— a) cos (ая/2) J \t\ l+а70־(

(12.Пn { x - t )  +  f {x  +  t ) - 2 f { x )
J t l+a

________ 1________
2Г (— a) cos (ая/2)
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)12.2(׳

signtfitf

dt

oo

f
1 f j x  —  fj —  f  (x)

2Г (— a) sin (ая/2) J \t\a
— oo

1 Г f ( x  —  t) —  f ( x  +  j)

(Я )1־ /  -

j-cttJ2Г (— a) sin (ая/2)־- 1

(cp. с формулами (5.57), (5.58) для дробной производной Маршо). 
Пусть

(12.5)= _L Г л й .
я J t —

Ф (t)dt_
х

S(p

( 12.6)

(12.7)

Л е м м а  12.1. Операторы 1а, Н0, связаны соотношениями

Л р =  5Я аф,

Яаф =  — S / > ,

где 0 <  Re а < 1 ,  <f>£Lp (Rl), l ^ p d / R e a .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно доказать (12.6), так как (12,7) 

следует из (12.6) в силу (11.2). Равенство же (12.6) получим, сложив 
(11.10) и (11.11) с учетом (12.3), (12.4).

С л е д с т в и е .  Операторы дробного интегрирования 1± выражаются 
через oneраторьГтипа\потенциала 1а и Я “ по формулам

jCt ra /  CGJT — , а я  ^
I± =  I \ cos —  Е s in -----

1 2  2 S),;. (12.8)

Ч (12.9)ая  _ , аяsin----£  4- cos —
2 2“ ( ±  siа  =  я

где 0 <С Re а  <  1 и Е — единичный оператор.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для проверки равенств (12.8), (12.9) доста- 

точно в правой части воспользоваться тождествами (12.6), (12.7) и 
после этого соотношениями (12.3), (12.4).

Равенства (12.3), (12.4) приводят к естественному обобщению операто-
ров / а, Яа в виде произвольной линейной комбинации операторов / “ и
Т<Х

( 12. 10)Mu,v ф =  и1%Ф +  V I-Ф,
где и, v — произвольные постоянные. Оператор (12.10) можно записать 
в виде

(12. 11)Ф (0 dt,
с! +  г2 sign (х — t)

\аI x — t~־1

где с! =  (и 4 = %v)/2, с י  (и —■ v)/2, так что

( 12. 12)Ми >״ф =  (и 4 ־ע ) cos —— Ка Ф 4-(« — v) sin н *  ф.2 2
Оператор (12.10) будем называть потенциалом Феллера. Подобные 

операторы в виде
1 ?  sin {а  [я/2 4 6 {[(:ג — t) sign ־ 

Ф i t )dt  (12.13)1—а\X — t\SГ (a) эіпая/вФ =
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были впервые введены В. Феллером (W. Feller [1]), установившим для 
/ “ полугрупповое свойство /“ /ftp =  /6+р ф. Очевидно, что /6 Ф получается

,, sin (ая/2 — аб) sin (ап/ 2 4 8 » = из (12.10) при выборе и(־  ----- —ג ---------- —, v = ------1— -— -----ל -
sin ал

Отме-

(12.14)

sin ал

/6 Ф ־=  cos аб /аф — sin а б //“ф.
гйм также, что

З а м е ч а н и е  12.1. Оператор имеет очень простую форму об-
ратного оператора (близкую к форме дробного дифференцирования 
Марию). Обратный оператор особенно прост в случае операторов / а, На. 
Обращение операторов типа потенциала дается нами в § 30, п. 4°.

Покажем в теореме 12.1, что композиция двух операторов вида
(12 .10)— снова оператор такого же вида. Предварительно установим 
следующую вспомогательную лемму.

Л е м м а  12.2. Пусть 0 < а <  1, 0 < р <  1, а  +  р <  1 и ф(х)£  L J R 1) 
1 ^  р <  1/(а Р). Тоьда

sin (а 4־ Р) я /“ /!Lф =  sin а!я/++рф 4 sin Ря/“+Рф, (12.15) ־

sin (а +  Р) n it. /+ ф =  sin Рл/“+рф 4־ sin а я / ^ рф. (12.16)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу тождеств (11.10), (11.11) имеем

/ “ /+ф =  cos ая/++рф 5 ־4־ іп а я 5 /“+рф,

/+  /^ф =  cos а я /“+Рф — sin anS/^L+(\p.
Отсюда с учетом (12.3), (12.4)

(/“ I— ф =  2cos an  cos -  я /а+рф 42־
4 2 sin ал sin а־    ̂ л5Я а+Рф,

2
(/“ 1% — / “ / —) ф =  2 cos ал sin яЯ а+рф 4־

2

4 2 sin ал cos л ־  5 /а+рф.2 Т
Применяя лемму 12.1, получаем соотношения

/ ־4 -*/+/) - /? - ) Ф =  2 c o s п!а+%
2

( / 4 ״  — /+ /'L) ф =  2sin л я “+рф,
2

из которых после простых преобразований получаем (12.15), (12.16).
Т е о р е м а  12.1. Пусть и Mut ,Vt—•операторы вида (12.10) и

пусть 0 < а < 1 ,  0 < р < 1 ,  а 4 ־ Р < 1 •  Тогда

ЛЙ..״,ЛЙ,.־. Ф = К І РФ. (12.17)
где срZ L p ( # 1), 1 < р <  1/(а4־ р), и

utv2 sin ал 4־ v!u2 sin Рлll =  ЫлЦл י4— י ■ י י
sin (a 4 л׳ (Р ־

Uj02 sin рл 4־ v!u 2 sin ал  
sin (a 4 p) л ־

v =  v!v! 4-
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как любая из композиций /Ц/±ср определе- 
на для (p^Lp(^1), 1 p< z  1/(а +  Р), то с учетом (5.15) имеем

ф = 4־ + и1Щ 1+1—ф + /+ф• (12.18)
Соотношения (12.15), (12.16) дают возможность выразить композиции
1%1—, 1—1% через / “+р и / “+р, что после простых преобразований пре- 
вращает (12.18) в (12.17).

С л е д с т в и е  1. Если 0 < а < 1 ,  0 < § <  1, a - f - р <  1, то

/ а /й — /аФ Р

Я“Я Р =  — /а+р.

/ а я р  =  я а + р .

С л е д с т в и е  2. Нсл« 0 < а <  1, 0 < Р <  1, а  +  р < 1 ,  як>

/6 /8 -  /?+э. (12.22)
Действительно, (12.22) легко получается с помощью формулы 

(12.14) и равенств (12.19)— (12.21).
Отметим, наконец, что с помощью связей (12.3), (12.4) нетрудно 

перенести на операторы /«, Я а и Л1® в и различные другие свойства 
операторов / £  •В  частности, справедлива

Т е о р е м а  12.2. Пусть 0 < а <  1 и y ( x ) QL 1 (R}).  Тогда

(12.19)

( 12.20) 

( 12.21)

(12.23)

(12.24) 

Ф ( х )

( . f / » ( x )  =  |х| аф(х),

(^ Я аф) (х) =  i sign х И ־ “ Ф (*)’

ая . . ,  . . ая
( f < ,  Ф) (лг) =  + + cos (ס   t (« — v) sin -ך ק - signx j

w a י
(12.25)

Д о к а з а т е л ь с т в о  легко получается из формулы (7.1) и теоре- 
мы 7.1 на основании связей (12.3), (12.4), (12.10).

2°. Об «урезании» риссова потенциала на полуось. Аналогично лемме
11.1 зададимся вопросом: если f ( x ) = I <Hр,то будет ли функция f+(x) —f(x)  
при х > 0  и f+(x)  =  0 при х < 0  также представима риссовым потенциалом

(12.26)
(12.27)

0 +  (х) ( / а ф )  (х) =  ( /аф) (х), — о о  <  X  <  ОО,

6± (*) =  (1 ±  sign х)/2,

и как определить функцию ф (х) по ф(х)?
Т е о р е м а  12.3. Для любой функции ф( x ) £Lv ( R x),  1 < р < 1 /а , суще- 

ствует функция ф (х) такая, что выполняется равенство (12,26) и при 
этом

ф(х) =  0+ ( х ) ф ( х ) + у  tg ИЯ .

״ * 2
(12.28)

— 1
Ф (t) dt. (12.29)

где
Hasign/ 
|x|asign х

t

оо

■ и
Na ф

Из (11.36) вытекает, что 0_ (х)(/“ ф) (х) =Д о к а з а т е л ь с т в о .  
=  (/“ Ф!) (х), где

т



а ф (t) dt 
. t — х

w

Ф1 (x) =  0_ (x )ф (x) +  0+ (x) I I—
л  J I x

— < oo

Тогда в силу (5.9)

(12.30)0+ (x) ( = ф) (х) ״/  (/“ ф2> (х),
где

JP(О # .
J |х|а t — х

Ф2 (х) =  0+ (х) ф (х )-----Sman 0_ (х)
л:

(12.31)

Объединяя (11.36) и (12.30), получим с учетом (12.3) равенство
1

(4Ф 3 +  Ф2)>2 cos (ая/2)
0+ (х ״/( ф =

где через ф3(х) обозначена функция (11.37). Применяя в (12.31) формулу
(12.8), устанавливаем, что

— Фз)^5  (ф;ал
Ф2 +  Ф3 Н־־ tg

И* = !־
0+ (х )/(

Таким образом, искомая функция ф(х) в (12.26) есть

S  (ф2 —  фз).1 , 1 , ״ , ал
Ч>(*) =  у (ф 2  +  Ф3) +  y t g

Ряд несложных преобразований окончательно приводит ф(х) к виду 
(12.28), при этом при вычислении сингулярного интеграла S (ф2—фз) 
следует воспользоваться формулой Пуанкаре—Бертрана (11.9) пере- 
становки сингулярных интегралов.

Принадлежность функции ф(х) пространству LV( RX)  следует из огра- 
ниченности оператора Na в LP( RX) при 1 < р < 1 / а .  Последняя получается 
переходом к полуосям R x± и применением теорем 5.5 и 11.3.

Заметим, что формула (12.26), где ф(х) дается равенством (12.28), 
может быть проверена и непосредственно — прямой перестановкой по- 
рядка интегрирования в композиции IaNa с учетом того, что возника- 
ющий при этом внутренний интеграл вычисляется в явном виде (см., 
например, справочник А. П. Прудникова, Ю. А. Брычкова, О. И. Мари- 
чева [1, 2.2.6.26, 2.2.6.27]) :

(12.32)sign t dt = ал . מ   sign х sign (x ■ у)
Ю - * І  ’2 ( ( < - ! ־“׳  ы 1 ״ * - г ׳11־ “!

С л е д с т в и е .  Пусть Р аЬц> =  I ^ х ^ а> Тогда10, х $ [ а , Ы

Раъ1а Ф =  / а ( ^ ь Ф +  | t g ^ - A ^ ) ,  (12.33)

я J \ х — а)  \ x ~ b j  J t — х

где

dt, £а =  |!|asign£.

3°. Случай полуоси. Потенциалы (12.1), (12.2) можно рассматривать 
и на полуоси:
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(12.34)* > 0 ,f  Ф (0 dt
1—oc *2Г(а) cos (ая/2) J \x — /[ 

0

1
/0Ф =

У (t)dt,  x > 0 ,  (12.35)
0

1

1
2Г (a) sin (ая/2)

Я0Ф =

так что

(/0+ -  / - ) •( / £ + + / - ) >  На0 -
1ja _i о =

(12.36)

(12.37)

(12.38)

2 с0Б(ал/2 ) ' יי י ״ י 2   sin (ая/2) 

Здесь также справедливы соотношения типа (12.6), (12.7):

/ 0 ф  =  # 0 5 ( 1 + о с ) / 2 ф  =  • 5 - ( И - а ) / 2 Я 0 ф ,

/ / “ ф  —  —  / 0 2 / , » 5 ф־  =  — ■ S — а / 2  / о ф .
где обозначено

, х > 0 .t \ f  ф ( / )dt
t — XX

SvФ =  -  Г
я J

Формулы (12.36), (12.37) получаются из (12.46), (12.47), доказываемых 
ниже, предельным переходом (при б-voo). Их можно доказать и само- 
стоятельно аналогично выводу формул (12,46), (12.47).

Докажем здесь следующее важное свойство потенциала Рисса / а ф  и 
интеграла Наф — представление их в виде композиции дробных инте- 
гралов.

Т е о р е м а  12.4. Пусть 0 < а < 1  и <р(х)€ Lv (# 4.), 1 < р < 1 / а .  Тогда

/0Ф = / - 2 /0+Ф, (12.39)
а —1 « + і

Я ? ф = / _ 2 / 0+ Ф  (12.40)
и более общо — при а  -}- р <; 1 справедлива формула

(12.41)

І - І І + ф =  cos “— 5 я /£+рф +  Sin 2— -  яЯ?+рф =  
2 2

SHlftn
sin (а  +  р) я

/«+Э _ן_sin ал
sin (а +  (5) я

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Установим (12.41), так как формулы (12.39),
(12.40) получаются из (12.41) очевидным образом. После перестановки 
порядка интегрирования имеем

/ 5 ־/ +Ф =  г(а)Г(р) І ') 'Х’ У)Ф(у)dy}׳־ י42'2
где обозначено

J (х, у) ־= ‘ j  (t — y f ~ \ t  — x)a~'dt.
ш а х ( х , Ю

В силу формулы (І.71) получаем J (х, у) =  В (а, 1 — сь —־ Р) |jc— «/(“+ р-1 
при х > у  и J (х> р) =  В(р, 1 — а — Р )|х— 1/|a+p_f при х < . у .  Поэтому 
из (12.42) простыми преобразованиями устанавливается (12.41).

Отметим, наконец, что из формул (7.11), (7 .12).вытекают следующие 
соотношения для косинус- и синус-преобразований Фурье:
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Л־*(12,43) ф =  ЛГ“«^сф, ^ вЯ = р)״  x~af s ф 

(ср. с (12.23), (12.24)).
4°. Случай отрезка. В случае конечного отрезка а ^ . х ^ . Ь  операторы, 

аналогичные (12.1), (12.2), будем обозначать символами
6

(12.44)ф (0 1 ^ , ״  < * < ־ ׳ .I
1

2Г (a) cos (ал /2) J |лг — 1\
а

Ь

Аа ф =

< х < Ь .  (12.45)1
2Г (a) sin (ая/2)

Ва «р =

Для них справедливы соотношения, подобные (12.36), (12.37). Именно 
имеет место

Т е о р е м а  12.5. Пусть 0 < а < 1 .  Тогда

Ласр — Ва5(а+1)/2 ф =  5_(а+1)/2 Даф. (12.46)

В״Ф =  - А 5 = а/2Ф״  —S_a/2^ > , (12.47)
где в отличие от (12.38)

(12.48)Г [ ( f - f l ) ( b - f ) ] Tg>(*) л
J  *  —  *

*
________ 1________
я [{х — a) (b — x)]v$v<P =

причем тождества (12.46), (12.47) справедливы, например, на функциях 
Ф (t) £ Lp (р), 1 <  р  <  оо, р (л:) =  (х — а)ц (Ь — *)¥, где ja, v  <  р — 1 в

־4־ 1  я(12.47) и в первом из равенств (12.46), а р, v < — —— р — 1 во втором
2

из равенств (12.46).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Тождества (12.46), (12.47) выводятся из основ-

ных тождеств (11.16) — (11.19). Проиллюстрируем это на примере первого
из тождеств (12.47). Подставляя в (11.17) вместо ф (л:) функцию фх =

ая  . . ая  п =  cos ——  ф +  sin -------Sa /2ф, имеем

/ “_  (cos ая Е — sin ая гь а Sr“ ) хS e t / 2 ф
ая

־2־

ф +  sinая
־2

cosаа+/

)■5а/2ф
ая , . аяcos------- ф 4- s in ------
2 2

X

где Е — тождественный оператор, а гъф =  (Ь — х) ф (х). Применяя здесь 
формулу перестановки Пуанкаре — Бертрана (11.9), после простых преоб- 
разований с учетом (11.5) выводим симметричное соотношение: 

ая  . . ая ״ \  [ ая  ая
-5«/2фФ — sincosSa/гф = h -Ф +  sincosтаla+

Отсюда cos — — (/“+ — / “_) ф =  — sin------- (/5 ( _ “/  + ־а/2ф, что совпа״+ 
2 2

дает с первым из тождеств (12.47). Аналогичным приемом доказываются 
и остальные соотношения.

Приведенные рассуждения применимы на достаточно хороших функциях. 
Обоснование формул (12.46), (12.47) на функциях ф £ Lp (р) легко осу- 
ществляется с помощью теоремы 1.7, если учесть: 1) плотность «хороших»
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функций в Lv (р); 2) ограниченность в Lp (р) операторов, входящих в 
(12.46), (12.47), в соответствии с теоремами 3.7 и 11.3, дающими огра- 
ниченность операторов Аа, Ва, S (a+1)/2 при р (а  +  1)/2 — 1 <  р, v < p — 1,

операторов Аа, 5 _ {а+ 1 )/2Ва при ар — 1 <  p, v <  —р — 1 и операторов
2

&а, Аа, Sa / 2  и S -a / 2Aa при а р — 1 <  (1 , \ < . р — 1; 3) вложения в
Lp(р), р(х) =  (я — d f  (Ь— х ) \  по параметрам р и v.

§ 13. ФУНКЦИИ, ПРЕДСТАВИМЫЕ 
ДРОБНЫМИ ИНТЕГРАЛАМИ 
НА ОТРЕЗКЕ

Этот параграф примыкает к § 6, где было дано описание функций, явля- 
ющихся дробными интегралами от функций из Lp( Rl). Здесь будет дано 
аналогичное описание для отрезка (и полуоси), а также описание дроб- 
ных интегралов от гельдеровских функций с весом. Последнее получено 
в виде теоремы об отображении оператором дробного интегрирования 
пространства Щ ( р )  на Н \+а ( р) (теорема 13.13).

Предварительно рассматривается аналог дробной производной Мар- 
шо на отрезке. Обратим внимание на получаемые в п. 3° теоремы о про- 
должении и «склеивании» дробных интегралов. Всюду в этом параграфе 
0 < а < 1  (можно считать, что 0 < R e a < l ) .

1°. Дробная производная Маршо на отрезке. Преобразуем дробную 
производную Римана—Лиувилля f к виду, подобному (5.57). Счи-
таем для этого функцию f (x)  достаточно хорошей — дифференцируемой. 
Интегрируя в (2.24) по частям, имеем

= л !н о  -  f  w i “־f  (* ■- о +

ДО-/(*) ן - Г /(*)-/(0  
( x - t f  J  ( * - O ' 4 ״

+  lim
t-*x

1
Г (1 — a)

1 f fix)  
Г(1 — a) \ {x— a)a

Здесь среднее слагаемое исчезает для f ( t )£ С1, и мы обозначим

dtf (13.2)/ ( * ) - / ( 0
(x — t)' ־1־ “S

а
Г О - « )

/(*)
Г (1 — a) (x — d f

так что iZ5a+ f =  /  для достаточно хороших (дифференцируемых) функ-
ций в силу (13.1). Конструкция (13.2) и есть аналог дробной производной 
Маршо в случае отрезка [а, Ь], — со <  а <  5 <С: оо.

К конструкции (13.2) можно прийти и по-другому, продолжив функ- 
цию f (x)  нулем за пределы отрезка [а, b] и применив после этого к ней 
дробную производную Маршо по всей прямой. Точнее, пусть

(13.3)
' 1 0 , х$[а,  Ь].

Тогда непосредственное вычисление показывает, что D+ /* при а < . х < _ Ь  
в точности совпадает с правой частью в (13.2)

(14jF*)(*) =  (D?+ /)(x ), а < х < Ь :  (13.4)
В связи с равенством (13.4) заметим, что многие результаты этого 

параграфа, в частности теоремы 13.1— 13.4, могут быть выведены как
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следствия из соответствующих теорем § 6. Мы, однако, предпочли дать 
их независимое доказательство без продолжения на всю ось, поскольку 
вопросы дробного интегродифференцирования на конечном отрезке пред- 
ставляют больший практический интерес в сравнении со случаем всей 
оси.

Аналогично вводится правосторонняя дробная производная Маршо:

(13.5)<* Г /(*)—f(0 м
Г (1 —■ос) J ( х ~ / ) 1+а

/(*)
(b -  x f

1
Г (1 — а)D t - f  =

Ясно, что правая часть в (13.2) определена не только на дифференди-1 
руемых функциях f(x),  но и, например, на функциях f(x) ,  удовлетворя-J, 
ющих условию Гельдера порядка Х>а.  /

Верно ли, что производная Римана—Лиувилля и производная Мар- 
шо совпадают на всех функциях, на которых они определены? Ниже 
(см. следствие из теоремы 13.1) мы увидим, что они совпадают на функ- 
циях, представимых дробными интегралами от суммируемых функций.

Подчеркнем, что интеграл в (13.2) будет пониматься, вообще говоря, 
как условно сходящийся. В соответствии с этим введем подобно (5.59) 
усеченную дробную производную

(13.6)

(13.7)

Фе(*)>
___ 1________ /(*) , «
Г (1 — а) (х — a f  Г (1 — а)D Zb ef

8 >  0.dtyг / м - т
J (* - о ' ־1״־

Фе(*) =

где обозначено

Эта запись предполагает, что х ^ а  +  е. При a^Zx^Za +  e для введения 
фв(Х) нужно доопределить функцию f ( t )  при /< а .  Здесь возможны два 
варианта:

1) ввести ф8(Х) при +  в равенством (13.7), считая, что f (x)
продолжена нулем за пределы отрезка [а, Ь] , тогда

(13.8)
(х — a fга

fix)
Х — Е

%(x)  =  f{x) \ (* — 9 1 05 dt аJ
+  е;

2) положить г|>е(*) =  0 при as£Zx^Za+s.
Ниже на «не очень хороших» функциях f(x)  дробная производная 

Маршо (13.2) будет пониматься как

Пт ф8(х), (13.9) 
о

а
+

fix)
Г(,1— a )(*  — a f  Г (1 — а) в

Da+ f =  Пт Da+.ef =
e-+0

где характер предельного перехода будет определяться допускаемыми 
функциями. В частности, он будет по норме Lp при рассмотрении дроб- 
ных интегралов от функций из Lp (см. теорему 13.1). Будут использо- 
ваны оба варианта задания фе(Х) ПРИ a^Zx^Za +  е. Обозначим

י .(*).־וי )13.10( ־ו (* ״־( ״ ״
Отметим, что способ 1) задания функции фе(г ) при a^Zxs£Za +  e 

имеет то преимущество, что он связан со свойством (13.4), т. е. усечен- 
ная дробная производная (13.6) совпадает с усеченной производной 
Маршо е f*:
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(D+,e/*) {x) — (D“+ ,ef) (זג), a < x < b ,  (13.11)
где f * ( x )  — то же, что в (13.3) (при условии, что фе(זג) для a ^ x ^ a - j - e .  
задана способом 1)).

Прежде всего убедимся в том, что D̂ + является действительно ле- 
вым обратным оператором к оператору дробного интегрирования в рам- 
ках пространства L p .

Т еорем а 13.1. П уст ь f  =  /<£+ ф, ф£ L p (a,  b), — оо с а < , Ь ^ .  оо , 1^  
оо, О <С gc <С 1. Т о гд а

D a + f =  lim D“+ ,e / =  9.
е -* 0

( L p )

х—а
Д о к а за т ел ь ст в о . Так как

х —а

/W  — fix — t) = i״־  -  f  У**1 <p{x — y)dy — —f -  Г iy—tf~\{x—y)dy,
Г(а) J Г (a) J0 t

то с учетом обозначения (6.10)

/W  — / ( = (t — זג  ta 1 j‘ к ( -У— j ф(х — у) dy
х—а

Поэтому при а +  Е ^ х  b

к (s) ds.
х—а у /е

*.(*) =  |  <P(jC~ y) d y

0 у /(х —а)

Используя функцию Ж  (£)> см. (6.12), получаем отсюда
х—а

Ф е ( * )  =  I ф(х — у)  Г—  Ж  (-У -  ] ------ Ж ־—  f — —̂ )1  d y .
J [ е  \ с  / х ~ а  \ a —זג )  J

а
Г (1 — а)

.а—נ
, тоsin ал / у

кх  — а }

f i x )

я
У

х  — а
Так как в соответствии с (6.7) Ж

(х—а ) /е

-  фе (זג) =  \ Ж  (у)  Ф (זג — ер) d y ---------
Г (1 — a) Y W  J ' V У Г (1 — а) (х — а)а

о

а

Будем считать для удобства функцию ф (זג) продолженной нулем за пределы 
отрезка [а, Ь]. Тогда с учетом (6.8)

(13.12)
D״+ ,е / — Ф W  =  f Ж  (У) [Ф (זג — ер) — ф (זג)] dy, 

6
a~\ - E^. x^ , b .

Для значений же +  согласно (13.8), имеем

sin ал Г* ф (זג — t  +  a) d tіал Г
Еа J

f i x ) , .(13.13)
еа Г(1 — а) яеа J i t  — а)1D“+ ,s /  — Ф( )̂

Применяя обобщенное неравенство Минковского (1.33), получаем
со

IIDa+.e /  — q>HLp (в 1М <  J Ж  (у)  ||ф (זג — ер) — ф (*)||Lp(e t b ) d y  +

(13.14)и л ь « еа Г״ (1 — a) V ° 4־‘ (a+e־
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Здесь первое слагаемое в правой части стремится к нулю на основании 
теоремы 1.2 и леммы 1.2, а для второго имеем

д~ —£

ІФ (л: -— t -\-a)\p dx\ ^dt
1—а(t — a)

sm ал  
яеа

111 1|£р(а, а+в)
еа Г (1 — а)

< СМ  Lp(a,a+s)-^0 (13.15)
при 8 —>■ 0. Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  На функциях /  — / “+ <р, ср£ L !(а, Ь), производная Рима- 
на—Лиувилля Юа+ f  и производная Maputo D совпадают почти всюду: 
№ + П ״)  ) ־ ■(Da+f) (*) =  Ч>(*)•

Действительно, Da+ f =  q  в силу теоремы 13.1 и 3)£+ f =  ф в силу тео- 
ремы 2 1 .

Так как абсолютная непрерывность функции f (x)  достаточна для 
того, чтобы f (x)QIa(L 1)  (см. следствие из леммы 2.1), мы получаем, 
в частности, что дробная производная Римана—Лиувилля и произвол- 
ная Марию совпадают (почти всюду) на абсолютно непрерывных функ- 
циях. В неявном виде это утверждалось еще в равенстве (2.14).

З а м е ч а н и е  13.1. В теореме 13.1 усеченная производная D“+ ,8/  при 
а ^ т < а  +  е определялась заданием функции ф8(х) способом (13.8). Если 
же положить фе (х) =  0 при 4 ־ 6י  то теорема 13.1 останется спра-
ведливой за исключением случая р  =  1 (доказательство сохраняется с той 
лишь разницей, что в (13.14) второе слагаемое заменяется на

, что стремится к нулю только при 1 <Lp<L
ip(«.“+E)

f ix )
{x — a f

1
Г (1 — а)

<; оо, см. (5.46)).
2°. Описание дробных интегралов от функций из Lp. Достаточные 

признаки. В терминах функции ■фе(*)> определенной равенствами (13.7),
(13.8), получаются подобно п. 3° из § 6 необходимые и достаточнее 
условия для представимости функции f (x)  дробным интегралом от функ- 
ции из Lp(a, Ъ). Установим соответствующую теорему в двух вариантах.

Т е о р е м а  13.2. Для того чтобы функция f(x) была представима в 
виде f =  / р, <p£Lp).+״ (a, b), — о о < а < & < о о ,  где 0 < а < 1 ,  1 < р < о о ,  
необходимо, а при 1 ^  р  <; оо и достаточно, чтобы f £ L p (а , Ь) и чтобы 
в Lp существовал Нт тфе (лг), где фе (х) — функция (13.7), (13.8).

в־־־► о 
( i p )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть f — / “+ q>, ф £ Lp. Необхо- 
димость условия f(:Lp тривиальна. В силу теоремы 13.1 Da+,ef  сходится 
в Lp {a, Ь) к ф(х). Так как f {x){x  — a)~a £ L p (a, b) в силу неравенства 
Харди (5.46), то тогда фе(х) сходится в Lp (a, b), что и требовалось.

Достаточность. Пусть f^ L p и Н т ф8(х) =  ф(х). Рассмотрим функцию
е-»-0

(13.16)Фе (*)•
аfix)

Г ( 1 — а) (х — а)а Г ( 1 — а)
Фе(*)

Учитывая (13.8), непосредственно убеждаемся в том, что фе(=7,р (а, Ь). Из
£р

фундаментальности последовательности {фе} вытекает, что фе(х)-»־ф (х)£ Lp,

причем ф(х) =  ---------- ------------- — -\----- ——  . Покажем, что f =  / “+ ф.
р ' Г (1 — а) (х — а) Г(1 — а)

В силу непрерывное га ̂ оператора / “+ в Lp (a, b) достаточно установить, что 
/  — Нт /а+Фе- С учетом равенств (13.7), (13.8) при а +  8 b получаеме-»0
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a-f-8_  , _L Г Ш ) 4у 1ןй е״ J (•̂ a—ע)1 — 
f ( y ) d y

( х - у ў ^ і у - а )
, ?+<Pe =  Jil!L p1 j f

я+е 
x

J (זג — p)1-a J (01— ע+a Гa+e aI
Отсюда простыми преобразованиями находим

X
dt х

(13.17)

a a

} '“+'9( ע - ( * - ־ ׳ ) ' ־ X I ״

(13.18)B(p,  v)M,+v—I(fe— a)V —  1

Справедлива формула 
ь

dy =С У - a t №ע ־ - י )'

— ן־) c)״+v ״ № — c f  (a -  cf
c c a < b ,  R e p > 0 ,  R e v > 0 ,

доказываемая с помощью замены у  — с — (b — с) (а — c)[{b — a) t -\-а—с]1־ . 
В силу этой формулы из (13.17) получаем

X — t

х — г

»ז ____ЭІпая (Г Н у)^У С״ ־ ־ ־ ! ^ ׳“*9־ IJ ( , - r ־ J

(13.19)

Отсюда нетрудно установить, что
( х — а ) / е/а+ ф6 = J Ж (t) f {х — et) dt, a +  e<x<&,

где Ж  if) — функция (6.7). Если же а ־̂ х < а  +  е, то, согласно (13.8),

(13.20)а < ^ х С  а +  е.Г /(*)<**
J  (*-О1־ *

sin ал  
яеа

I а+ фе —

С помощью представлений (13.19), (13.20) уже легко получается подобно

действиям в (13.12)—(13.14), что / “+ Фе־«־־/• Теорема доказана.
З а м е ч а н и е  13.2. Если р = 1 ,  то для функции f (x)=I%+ ф, фб 

67-1 (а, Ь), утверждение f ( x ) ( x —a ) - a£Lx(a, b),  вообще говоря, неверно 
(см. контрпример (5.41)).  В этом случае, вообще говоря, Нтфе^Т.! и не-

е->-0
обходимость в теореме 13.2 не имеет места при р=1 .  Однако можно 
подключить случай р = 1  и в необходимой части, если вместо сходимости 
в L!(а, Ь) последовательности фе требовать сходимость в L x(a, b)  после- 
довательности (13.16). Введем еще некоторую модификацию функции 
ф8(Х). Именно положим

(13.21)а < .х < .Ь ,dt,/ ( * ) - / ( 0  
(x — t)l+a
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в предположении, что функция f(x) продолжена нулем за пределы интер- 
вала [а, Ь]. Легко убедиться в том, что фе (лс) =  [а/Г(1 — а)]1־  <ре(х), где 
Фе (*) — функция (13.16). Поэтому при замене ф6(лг) на фе(х) теорема 13.2 
будет верна при 1 оо, 0 < а < 1  и в  необходимой и в достаточной
части.

Напомним, что при р — 1 описание дробных интегралов / “+ Ф, <р€ 
&L1 (a, b),  в других терминах было дано еще в теореме 2.1.

Очевидным образом можно сформулировать аналог теоремы 13.2 
для правосторонних дробных интегралов / ״“ ср, вытекающий из теоремы
13.2 в силу (2.19).

Справедлива теорема, аналогичная теореме 6.2:
Т е о р е м а  13.3. Для того чтобы f(x) =  / “+ <р, — оо b<L оо,

где q>£Lp (a, b), I < С р < о о ,  необходимой достаточно, чтобы f(x)£  
£ L p (a, b) и чтобы

sup ||Daa+ ,e/||p < o o ;

тому, что sup ЦгреІІр ° ° г^е Фе (*) — функция י
е > 0

последнее равносильно 

(13.21), при этом

Нт фе(*)•
e-t-0
(Lp)

а
Г(1 — а)

Ф(х) =

Необходимость, очевидно, содержится в теореме 13.2 с учетом заме- 
чания 13.2 при р — 1, а достаточность получается из представлений
(13.19), (13.20) теми же рассуждениями, которыми была получена до- 
статочность в теореме 6.2, см. рассуждения после равенства (6.24).

Укажем вариант теоремы 13.3, удобный тем, что в нем используется 
информация о функции фе(Х) только при а +  е ^ х ^ . Ь  (и охватывающий 
случай полуоси).

Т е о р е м а  13.4. Для того чтобы f — / “+ ф, — о о < ; а < с & ^ о о ,  гд0 ср£ 
£ Lv (a, b), 1 <  р <; оо при Ь<С ос и 1 С  р С  1 /« при Ь =  оо, необходимо 
и достаточно, чтобы /  (х) (х — а)~а £ Lp (а, Ъ) и

(13.22)|фе(х)|р d x c o o .

Эта теорема получается непосредственным анализом доказательства тео- 
ремы 13.3.

Введем обозначения /“+ (LP), / “_  (Lp) для пространств дробных интегра- 
лов от функций из Lp. Ранее (см. следствие 1 из теоремы 11.4, следст- 
вие 1 из теоремы 11.5 и формулы (11.27)—(11.30)) было установлено, что

= (Lp)+״7  /£_(Lp), 1 <  1 > ק  / а ,

где Lp =  Lp (а, b), — оо ^  а <  b ^  оо. Следовательно, описания прост- 
ранств la+(Lp) и Ib—{Lp) эквивалентны при 1 С  р -< 1/ос. Будем обозначать

Ia [Lp (a, Ь)] =  1%± (Lp) =  1ь~ (Lp), 1 < р ] <  1/а. (13.23)

Класс (13.23) превращается аналогично (6 .17)^в банахово пространство
введением эквивалентных норм для / = / ® + ф ,  <p£Lp (a, b), — оо<а<;&<С  
<  оо:

НЛІР+ЦІІШ Dgf.sfllp ~  ИЛИ־
e-t-О 1 < р <00

=  11ф11р  ~l/̂ + [Lp(a,b)]

+  sup ||D״+,e/||p•
е>0
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Пространство Ia [Lp(a, b)]  охарактеризовано в теоремах 13.2, 13.3• 
Его можно рассматривать, согласно теореме 13.2, как соболевское про- 
странство функций из Lp(a, b),  имеющих дробную производную 
GLp(a, b).  В связи с этим отметим, что в литературе часто рассматри- 
вается в связи с дробным интегродифференцированием пространство 
Яа- р(а, Ь) (сужение бесселевых потенциалов на отрезок [а, Ь] ), о кото- 
ром у нас пойдет речь в § 18, и. 4°. Сейчас отметим лишь, что

l a [Lp (а, г?)] ־־־ Яа,р (a, b), 1 <  р <  1/а,

в случае — о о < а < 6 < о о , см. доказательство этого в § 18, п. 4°.
Дадим простое достаточное условие для представимости функции 

f (x)  дробным интегралом функции из Lp. Пусть
ь

<ор (/> h ) =  sup /Г \f(x) — f{x — t)\p dx\ Р (13.24)| t \ < h  U >а

в предположении, что /(х ) продолжается нулем за пределы отрезка [а, Ь\.
Ь—а

Т е о р е м а  13.5. Если / ( x ) £ L p (a, b) и J Г1־ -а  шр (/, t ) d t <  оо, то
о

f { x ) £ I a [Lp(a,  &)], 1 <  /5 <  1/а.
Эта теорема вытекает из теоремы 13.4, если заметить, что

{ [  |фе(х)|р J t ~ a־~1 <3)p(f, t)dt .
а + Е  е

В § 14, п. 5° будет дано достаточное условие для представимости 
функции f (x)  дробным интегралом от функции (pGL!(a, Ь) в терминах 
абсолютной непрерывности функции f (x)  с весом.

Простейшее достаточное условие для представимости функции f (x)  
дробным интегралом состоит в том, чтобы f ( x ) £Hk при Я״> а .  Тогда схо- 
димость tyz(x)  очевидна. Ясно, что это условие избыточно: оно дает 
/ = / “+ ф, где ф не только из Lp, но и гельдерова, см. ниже лемму 13.1. 
Более интересно следующее утверждение.

Т е о р е м а  13.6. Пусть /(х ) =  (х — a)- 1 g(x), где g ״ (х)£ Ях ([а, Ь]), 
— оо <c.a<Cb<Z оо, %> а ,  — а  <  р <  1. Тогда

где с не зависит от х и е, и f (x)£12+(Lp) при p ,-f-a*< l/p , 1 ^ р < о о •  
Теорема 13.6 доказывается точно так же, как теорема 6.6 (с соответ- 

ствующими упрощениями: отсутствует бесконечно удаленная точка).
С л е д с т в и е .  Если g ( x ) £ H k ([а, &]), Х > а ,  — а <  р ,<  — а  +  1/р, то 

(Ь — х)_|х g (х) £ l a \LP (a, b)h 1 < р < 1 / а .
Действительно, достаточно сослаться на совпадение образов (13.23).
В следующем пункте будет дано обобщение теоремы 13.6 на случай

N
весов вида П \ х  — a k f h , см. теорему 13.12.

Заметим еще, что утверждение f ( x ) £ / “+ (Lp) теоремы 13.6 вытекает 
также из того, что (х — а)- / £ ״ “+ (Lp) при р  (р, - f  а) <  1 и из следующей 
теоремы, аналогичной теореме 6,7.

Т е о р е м а  13.7. Пространство I%+[Lp {a, &)], 1 ^ р < о о ,  0 < а < 1 ,
инвариантно относительно умножения на функции а(х) £ (fa, b]), Х>־а, 
при этом

На Л 1 /а  ( І  ) ^  С 1 И 1 Я А l l f l l /a (L ן •а-|- г а-|- г
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Эта теорема доказывается точно так же, как теорема 6.7 с соответ- 
ствующими упрощениями. Справедлива также следующая

Т е о р е м а  13.8. Пространство / a [Lp(a, b)] ,  1 < р <  1/а, инвариантно 
относительно сингулярных операторов с весом

(13.25)

т. е. если f =  / “+ tp, cp £ Lp, то и Saf =  / ф, ф £ Lp, и аналогично для +״
Sbf.

Утверждение теоремы вытекает из тождеств (11.18), (11.19) и ра- 
венства (13.23).

3°. Продолжение, сужение и «склеивание» дробных интегралов.
Пусть f(X )6 /“+ [£р(я, Ь)] на каком-нибудь отрезке [а, Ь]. Зададимся 
следующими вопросами: 1 ) будет ли функция f (x) ,  продолженная ну- 
лем за пределы [а, Ь],  принадлежать классу I°̂ + [LP(A, В)]  на большем 
отрезке [А, В\ =כ [а, 6]? 2 ) будет ли ее сужение на меньший отрезок 
[с, d]cz [a,  Ъ] принадлежать /Д. [Lp(c, d_)]? Так как дробные интегралы 
от функций из L p являются при /7>  1/а непрерывными функциями (обра- 
щающимися в нуль в концевой точке), то, очевидно, ответ на эти вопро- 
сы, вообще говоря, отрицателен при р > 1 /а . Если р <  1/а, то ответ поло- 
жителей, см. ниже следствия из теорем 13.9, 13.10. Из теорем 13.9, 13.10 
будет выведена также очень полезная теорема о «склеивании» дробных 
интегралов.

Т е о р е м а  13.9. Пусть f ( x ) £ I a (Lp) =  ICL[Lp (R1)\, 1 < р <  1/а, и пусть 
—- 00^ а < 6 ^ 00. Тогда сужение функции f(x) на [а, Ь\ принадлежит 
классу l a [Lp (а, Ь)]:

/ (х) =  ( / +״ ф) (а־), х  > а ,  ф (х)£  (а, Ь), (13.26)
где

Ф =  D+ /. (13.27)ф(х)  =  ф (х) +

Теорема 13.9 является удобной перефразировкой теоремы 11.6, в ко- 
торой было установлено, что «обрезание нулем» функции f(x)G 
G/a [Lp('./?1.)] вне отрезка [а, b] не выводит из класса /« [L p (# 1) ] .  Дей- 
ствительно, при х > 0  равенство (11.36) совпадает с (13.26) (без ограни- 
чения общности считаем, что а = 0).

З а м е ч а н и е  13.3. Полученное в теореме 13.9 тождество

( / + Ф)( (זג - ״/) + ф) (х), х > а ,  (13.28)
с выбором функции ф(х)  по правилу (13.27) справедливо не только для 
Ф£ L p ( R l ) ,  но, очевидно, и для функций ф ( x ) £Lp(— сю, Ь) при а < х < Ь .

С л е д с т в и е .  Пусть ф(лг)£1р (с, b), c < a < b ,  1 < / 7<  І/ot. Справед- 
ливо представление

(Іс+  Ф)( (זג = ״/) + ф)(זג), а < > זג   b,

dg£Lp (a, b).
sin ал 

л
где ф (х) =  ф (х) +

Действительно, достаточно в (13.28) взять функцию <р(х)в 
6Lp(— оо, Ь), тождественно равную нулю при х < с .

Отметим, что утверждение следствия является ответом на известный 
в теории дробного интегрирования вопрос о существовании связи между
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дробными интегралами 7®+ ф и 1ас+ ф с разными нижними пределами
интегрирования (см. об этом в § 17 в исторических сведениях к § 13).

В следующей теореме речь пойдет о продолжении нулем функции 
f (x) ,  заданной на [а, 6]. Пусть

Р ־ (*)  (13.29)
Г/(*), х$[а,  Ь], 
1 0, х$[а,  Ь].

edse ф { x ) t L p (a, 6), 

(13.30)

Т е о р е м а  13.10. Пусть /(х) =  /а+Ф, a ^ x ^ i b ,  
\ р < .  1/а. Тогда

/*(*) = (/+сР1)(лг), x £ R \
где Ф1 (^) £ Lp (R1) и

х < а ,0

(13.31)
а <  х <  Ь,

х >  6.

ф(^),

Г(1 — се) J ( х 0 ״1 +а ^

Ф1(х) =

отмечаем, что g  (х) £ Lp (6, оо).

(13.32)dt
(х _ * )!+ «  ( / _ т)*־ а

Прежде всего 

ь ь

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Действительно,

. . a  sin ая Г . . .  Г g{x) = --------- -—  4>(x)dx \

( х - хЩ,

(13.33)

Внутренний интеграл здесь вычисляется с помощью замены t = х  
после чего (13.32) принимает вид

віпая Г* / 6 — т \ а ф(т)гіт
х — т,х — b ;л;$(*) =

так что g ( x ) £ L p (b, оо) в силу теоремы Харди—Литтлвуда 1.5 об опера- 
торах с однородным ядром (в данном случае после сдвига точки в начало 
координат и отражения на положительную полуось ядро к(лг, t) в теореме 
1.5 равно (tfx)a (t -j- х)1־ ). Остается проверить равенство (13.30). При 
х ^ Ь  оно очевидно, а при х >  b нужно убедиться в том, что

Ь х

равенство устанавливается непо-. ЭтоГ g( t ) d t
J (x - t ״־1(

Ф(2) dt 
[x — t)x̂J0 =

a b
средственно: нужно подставить в него g(t)  из (13.33), переставить после 
этого порядок интегрирования и применить (11.4). Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Пусть — o o ^ . a ^ . c < d ^ b < : o o .  Если / (л:) £ 
£ / a [Lp(c, d)],  1 <  р <  1/а, то

£ / a [Lp (a, 6)].f(x),  х£[с,  d]
. 0, х£[а,  b] \ [c,  d]

f *  (*) =

Если f ( x) £Ia [Lp (a, 6)], 1 < р < 1 / а ,  то о

f {x)\xe[c,d] € I [Ер (c, d)].
Д о к а з а т е л ь с т в о  получается непосредственным применением 

теорем 13.9, 13.10 при продолжении функции f (x)  с [а, 6] или [с, d\ ну- 
лем на всю ось.

Т е о р е м а  13.11 (о «склеивании»). Пусть функции f!(x) и f2 (x) за- 
даны на [а, с] и [с, b ] соответственно, — о о ^ а < с < 6 ^ с х > , и пусть
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f , x ) =  {fl(x)> a < x < c ,
1/2 {X), C < X < 6 .

Если /!(x )£  / “ [Lp (a, c)], f2(x) ^Ia [Lp {cf 6)], l < p < l / a ,  mo / ( x ) £
£ I a [Lp (a, b)].

Эта теорема выводится из полученного выше следствия, так как /  (я) =  
=  /*  (*) +  /2 (^), где /*  (х) — продолжение нулем функций fh (х) за пределы 
их области задания, & = 1, 2.

Проиллюстрируем применение теоремы 13.10. Справедлива 
Т е о р е м а  13.12. Пусть — оо <; а =  х! <  х2 <  . . .  <  хге_г <  хп =  b <  

<  оо. Тогда

е(х)= — — — -------- 6Г [1р (а , *)], \<р<Ца, (13.34)
п  1 * -* » г *

Й=1

если f ( x ) £ H k ([xft, хл+1]), k =  1, 2, . . . ,  п — 1, Я > а ,  и p(pfe +  a ) < l  
k = \ ,  2, . . . ,  гг.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для x £ [ x h, xfe+!] функция g(x) имеет вид g (х) =  
=  (X — хк)~*ь g! (х) +  (хк+1 — х ) - » ы  g2 (х), где g t (х) £ Нк ([xft, xk+1]), i =  
=  1, 2. Тогда g (x )\x e[ X h , Xk +1 1 £ / а [Lp (xh, xft+1)J в силу теоремы 13.6 и 
следствия из нее. На основании теоремы 13.11 о «склеивании» и g( x) £  
£ I a [Lp (a, b)].

4°. Описание дробных интегралов гельдеровских функций. Продол- 
жим рассмотрения, начатые в § 3, пп. 1, 2°, где было установлено, что 
дробное интегрирование улучшает на порядок а гельдеровские свойства 
функций (см. теоремы 3.1—3.3). Здесь мы докажем утверждения обрат- 
ного характера, показав, что дробные производные определены на всех 
гельдеровских функциях порядка Я > а  (с весом) и сами являются гель- 
деровскими порядка Я—а. После этого будет доказано основное утверж- 
дение этого пункта о том, что дробное интегрирование осуществляет 
изоморфизм (непрерывное взаимно однозначное отображение) класса 
Н # р )  на (р). Именно пусть

р(лс) =  П |х — xkf ht — о о < а < х ! < х 2<  . . .  < х п< 6 <  оо. (13.35)
k=1

Справедлива следующая
Т е о р е м а  13.13. Пусть р(х) — вес (13.35), где х: =а .  При выпол- 

нении условий

Я -j— с1 1, 0 ц״! <d X -{- 1, Я -j- ос <1 Рд <С  ̂-Т1 ־, k — 2, . .  . ,  п,
(13.36)

оператор дробного интегрирования / “+ изоморфно отображает простран-
ство По (р) на пространство Я/сГ| а (р).

Аналогичное утверждение справедливо и для оператора / “_, если
хп — Ь и выполнены условия

Ь а״̂  <  1, 0 ^ р п<С?''-|1־ ,  ̂+  a < p ft< X  +  1, k =  \, 2, . . . ,  п 1.
(13.37)

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы сравнительно простое в случае ве- 
са р(х)  =  ( х—a)v  и довольно громоздкое для произвольного веса вида
(13.35). Для удобства изложения разобьем его на несколько этапов в 
виде ряда вспомогательных лемм. Прежде всего докажем теорему для 
веса р(х) =  (х—а)'х.
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Напомним, что класс Н £ (р) состоит из функций f t H x(р) таких, что 
р(x) f (x)  обращается в нуль в точках хи, k — l, 2, п.

Л е м м а  13.1. Если f ( x ) £ H x ([a, b]), а < А 1 ^ ׳ , то

+  Ф(*)-
f(a)

(DU f )  (*) = Г ( 1 — a) {x — a f  

где г|Дх)£/У*׳- “ ([а, &]) и ф(а) =  0, при этом НФИ̂ л-а ^  с ||/||״ х •

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно (13.2) и (1.16), достаточно показать,
что

X—а

Г ־“ ']Л  +а — 4 -נ  - а —  1

Ы * ) =  J
о

Имеем

Ф1 (x +  h) — ф! (х) -  f” [/(*) — f (* — 01 К* +  h)

(13.38)

f{x  +  h) — f(x)
V +  h)'+  f  n x + v h+ kf i x° - — d t +  j

— f t

- a- l — r a- l \dt  =  cJhK~a,

(t 4  l+a(!/ ־

Легко видеть, что
ев

f tx \{t +  h)

где с! =  с ן tk |(f 4- l)- ־“ ' — d t <  oo,

1/J <  c J (f 4 ~“ (Л ־ 1 Л , саЛ ־= 
—ft

I/3| <  ей*׳ j־ {t 4 I)1/ ־ ־“־  dt ־= c3/1*-a. 
0

jc—a
Остается заметить, что ф!(я) =  0, поскольку |ф! (х)| ^  с j* Л_а_1 dt. Лем-

о
ма доказана.

Теперь с помощью леммы 13.1 докажем остававшийся пока без доказа- 
тельства случай ^ -f- а / в теореме 3.1. Пусть כ> 1   =  /®+ <р, <р £ Нк {[а, 6]), 
0 < ^ ^ 1 ,  0 < а < ; 1 ,   ̂+  а  Достаточно рассмотреть случай, когда .כ> 1
<р(а) — 0. В соответствии с определением 1.6 нужно показать, что 
д е * ) / +״ (р е /Л 1 1 ־“־- , т. е. что ^ п Я м 1 ־ а). Так как Л >  1 — а, то 
ф(х) представима дробным интегралом порядка 1 —- а  в силу теоремы 13.5 
и потому дробная производная Римана—Лиувилля 3)a+a tp совпадает с про- 
изводи ой Маршо (см. следствие из теоремы 13.1). Тогда с учетом того, что 
Ф (а) =  0, из леммы 13.1 и вытекает требуемое.

Следующий наш шаг—распространение леммы 13.1 на случай гельде- 
ровских функций с весом.

Л е м м а  13.2. Всякая функция /  (х) £ Я 0+а (р), 0 <  X <  1, 0 < Х  +  а <  
<  1, р (х) — (х — д / \  0 р, <: Я 4 ־ 1 י  представима дробным интегралом
/ =  /“+ <р, где ф€#о(р)  и

(13.39)н£+“(р)
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Д о к а з а т е л ь с ч  во.  Пользуясь теоремой 13.4, покажем вначале, что 
f =  Л?1-ф> г д е ф ё ^  при каком-нибудь / ? > 1 .  Тогда в силу теоремы 13.1 
Ф =  Da+f  и можно будет непосредственно проверить (13.39). Обозначим 
g  ( (זג — זג)  — a f  f (זג) £ Я 0+ а. Проверяя условия теоремы 13.4, видим, что
f (х)1{х — a f  =  g  (x)f{x — a f +it £ (a, b) при p > (X — גן)   1. Далее, при a +
Д- в ^  х b имеем

1
Х — и

a f — (זג
dt +g(x) — g( x  — t)

х—а

1+аtд i
1

)a — (זג
Те ( х )

g(^ + a °  ■ dt ־  A.(*) +  В,(*).
1

^ — a — זג)

Так как Jg(זג) —- g / — זג) ) |< c ! ^ +a и |g(x — 1 ) |< 1- ש2זג)  — a f* * ,  то 

ІЛ (*)I <  C,  (* -  a f ~ * , |B, (*)I <  c,  (* -  a f - * ,

dtЯ—ц 1 —aC3 =  cx f Г = dt, C4 ־־1  c2 j  [(1 — 0 “ Д— 1] (1״״ t f ~ 4где постоянные
о о

не зависят от е. Следовательно, (13.22) выполнено при р(р, — Я ) < 1 ,  так 
ч т о /  =  / “+Ф , Фб Тр .  Остается проверить (13.39). Функция ф (л:) имеет 
вид (13.2). Первое слагаемое в (13.2) принадлежит Яо(р) и для него спра- 
ведлива оценка вида (13.39) в силу свойства (1.16) гельдеровских функ-

ций. Остается показать, что ф(х) =  Г —/ _(* — О _ и чт0

1Ж1״ Я(Р) < с ||Я 1 = я+а(Р). Для простоты считаем, что а״  0. Обозначим 

То (זג) =  х»■ Т (זג). Для оценки разности То (זג +  h) — ф0 (זג) представим ее в

8
T0(x f־  h ) ~  То (זג) =  ^  А*{х),

виде

h= 1
где

dy,g ( x  +  h) — g(y)  
( זג 4־  h -—■ y) x̂ a

/ v |Х ך

л м

x + h

Л2 (х ) =  [{х  +  h f  — х ц] I ------ 7Ш Г  g ІУ) dy,

dy,

{x +  h - y ) w

g( x  +  h) — g(y)  
{x +  h - y ) l+ a

x + h

nx
K x —j־־ h

A3 (זג)

g(y )  dy,

x + h

- ׳ I
A 4 (זג) =

(х +  Л ~ р ) 1+а
X ׳

Л,  (*) =  f  i g (*) - г ( і + *К [(׳  й -  !>)-'-*  -  ( * - г ׳1״־־ ) ־ ] dy,
О
х

Ал (זג) -  x״ Jg {у) (x-v■ — y -v ) [{x +  h — p)1־־_a — (זג — p)“ ״1 ״ ] dp,
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Ач ( * ) = — ( —7~ f  [g (* +  h) — g (זג)] [h a — (זג +  h) ״],
a  \ x - f ־ ״ /

Л8 ( (זג ־ =  a ־1 ״זג  g  ( (זג זג)]  - f  /г)- ״ — ״־זג ] [ft_a — (זג +  ft)־ “]. 
Произведя оценку каждого из этих слагаемых, получим

ІФ0 (х +  ft) — г[) ״ זג) )| <  с 0/||яя+«(р) ft*

(опускаем выкладки, которые занимают много места, но не сложны; 
они во многом аналогичны действиям при доказательстве теоремы 3.3). 
Условие 1|)0( 'а )= 0  проверяется легко. Лемма доказана.

Из леммы 13.2 с учетом следствия из теоремы 13.1 вытекает 
С л е д с т в и е .  На функциях f (x)^H^+a( р) при условиях леммы

13.2 дробные производные Римана — Лиувилля и Марию совпадают.
Сопоставляя лемму 13.2 с теоремой 3.3, видим, что теорема 13.13 

доказана для веса р(х)  =  (х—а)».
Из леммы 13.2, если применить преобразование а +  Ь—х-^х, вытекает 
Л е м м а Всякая функция f .׳13.2  (x; £ Яо+ а (р), р (זג) =  (b — х)**, 0<А ,+  

+  а  <; 1, 0 ^  ц с  Л1 + / представима в виде ,׳   =  / “_  ф, где ф (זג) £ Я* (р) и 
11ф||//̂ (р) ^  с 11/НяЧ־а(р) •

Прежде чем распространить лемму 13.2 на случай произвольного веса 
вида (13.35), докажем два вспомогательных утверждения.

У т в е р ж д е н и е  1. Если f =  1*— ф, где ф £ Я 0(р), А,ф-а<;1,  А,+ а<С
<  Р1 <  Я +  1, А, <  р* <  A, - f  1, k =  2, 3, . .  . ,  п, р (זג) — вес (13.35) с х! =  
=  а, то f =  Ia+ yp, где ф € Я 0(р) и 1№11яь(р) <е||ф11я*,(р) •

Это утверждение немедленно вытекает из связи (11.16) с учетом огра-
л

ниченности сингулярного оператора S в пространстве Я 0 (р) (см. теорему
11.1), при этом гр =  cos ал ф - f  sin ал r^ S r^ tp .

' У т в е р ж д е н и е  2 (о продолжении дробных интегралов нулем). Пусть 
/ = (זי•)   Ixj+  Ф на отрезке [xj, Xj+1], где ф £ Но (rj) на [xjt х;+1], /у(х) =
~  \х — Xj]*4  |1+^ |1+^ זג — זג , j  =  1, 2, . . . ,  n. Тогда функция

ן * ^  _  If(*), X j^ X s^ . Xj+j,
1 0, a sC־ x<X j, х}+1< х ^ Ь ,

представима в виде f * { x ) ~ I a + 4>1 , где ф !(х)(|Я 0(р) на [а, &], р (х)— вес 
(13.35), если 0 ^  \1k <  A, -f- 1, k — 1, . . . ,  j а -|- ׳A ,י 1—   <7 Р׳я -1 А» - |-1, A!<C
<  <  A, - f  1, k =  /, / +  2, . . . ,  n, причем

1ІФ1!Ія*־(Р) ІІФІ1/у̂ (Г;•) • (13.40)

Подобное утверждение было уже доказано для случая дробных ин- 
тегралов от функций из L p, см. теорему 13.10. Утверждение 2 доказыва- 
ется точно так же, как и.теорема 13.10, при этом подобно (13.31)

X <  Xj ,0,
Xj <7 х <С Xj.1-1 ,

X Xy-j-1,

Ф(х),

fit) (х — t )~x~a dt, 

xi

Ф1(*)

и при проверке условия (13.40) следует воспользоваться теоремой 11.1. 
Л е м м а  13.3. Всякая функция f{x) £ Я 0+а (р), A,־f a < l ,  где
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а =  х г <  . . .  <  хл <  &,\Х — х Х ь,пА=1р(*) =

О ^ р !  <С ^ 4 4 ־ 1 < ׳^ - a < ^H׳A<^^־׳f״ l> k = 2, . . . ,  п,

представима в виде /  =  / р, где ф(х)£#о(р)>+״  и ||ф|1яЯ(р) <  с |[/[|HM-a(p) • 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть с — произвольная точка из интервала 

(а, х2). Подобно доказательству теоремы 3.3׳ полагаем f  (х) — f! (х) - f / 2 (х), 
где

(13.41)f(x), * < c ,  , , = j 0 , х < с ,
Н с ) ,  2 I/ (JC) — /  (сг), х > с ,ш

так что /! (х) е Я 0+а (ра), /2 (х) (: # 0+а (ро). Причем

11/:111яя׳+а(ра) ^  с НЛ1//А+а(р)י II/2li//M־a(po) ^ с 11/11я̂ а(р) t (13.42)+׳
ж гг

где обозначено ра (х) =  (х — а)^1, р0(х) =  ( х — а)А+е П |0 >זג— ,  е <
а=2

< 1.
Заметим, что введение функций (13.41) — в некотором смысле ос- 

нов'ной момент в доказательстве как теоремы 3.3', так и настоящей лем- 
мы; оно дает возможность отделить точку х! =  а, являющуюся нижним 
пределом интегрирования, от остальных точек xh, к =  2, 3, ..., п, в кото- 
рых допускаются особенности.

Всюду в дальнейшем х п+1 ~  b в случае х п <  Ь.
В силу леммы 13.2 справедливо представление f!(x) =  / “+<р!, где ф!(х)£ 

€ (ра) с  Но (р), причем

І І Ф 1 І І ^ Я ( р )  ^  с  11ф1НяЯ ( р 0 ) ^  С II/ 11!״ М-а(Ра) ^  с  11/Ия|М־а(р) • 
Рассмотрим функцию / 2 (х). Введем обозначения

rk (х) = \х — x!fb  |х — xh+tf ĥ , к =  1 ..........п — 1 ; Ра (я) =  |х — xftjPft,

k -- 1 J • • • , fly
где Р! =  X - f = &a* р <כ 8 ,8  . ,k = 2 ,*ן1  . . ,  /г. Покажем, что

/2 И  =  {Ixk+ ־Фл) И -  ^а <  х <  xft+1, (13.43)

где % (x)£ H 0 (rh) на [xfc, x ft+1], Л; =  1, 2 ...........л — 1, фп (х)£ Но (рп) на
[хп, Ь] (если хп <  Ь) и

ІІ̂ ІІЦ̂  (rft) ^  С И/2!1яЯ+«(г?1) ’ ИФ1׳Ия*׳ (рп) ^  с  П/2Ня̂ +0С(рп) • (13.44)
Для /2 (х) на [хп, 6] этот факт вытекает из леммы 13.2. Для отрезка же
[xk, xfe+1], k ~ l ..........п — 1 , выберем произвольную точку ch £ {xh, xk+1)
и положим f2 (х) =  f i \ \  (х) +  (х), где

/ 2* а (х )_ | / 2 (זג) х^ х с^, (̂2 a <(זג) _/ X h ^ .x ^ .c ^ ,
2’ \ f i ( C k ) ,  cft< x < x /i+1, 2’ \f2 (x) — f 2 (ch), cft< x < x fe+1.

Так как / 2?a (ג:) £ Я 0+а (Pa ) на [xk, xft+1], то в силу леммы 13.2 / 21а (זג) =  
=  Ф* יי  гДе Фа1} (זג) € Яо (рь) с : Но (rh), причем

ІІФГМІям^) 11/211 ־ 11״ Л(РЛ) < c IIAlUI״+׳*״(rft> • (13.45)

Далее, так как (х) £ # 0+а (рл+1) на [xft, xfe+1], то по лемме 13.2' 
/2?а (זג) =  Ixk+l-  Фа2), где ф*2) (х) £ Яо (рл+1) с  Яо (rfe), причем

НФа2) ІІ//Я (Гд) И/(־ ) ||я л+а (pfe+1) 11/ 211яЛ׳+а(Гд) • (13.46)
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Применяя к функции / 22)fc (я) сформулированное выше утверждение 1, полу־ 
чаем (л־) =  I*k+ фі2), где ф!2) (х) £ Я о (rh) на [xh, xh+l] и

|!фі2> Ня*׳ (rh) ^с||ф&2) 11яя(гь) * (13.47)
Тем самым мы приходим к соотношению (13.43), в котором фь(х) — 
=  Фа1* (х  -ф*2) (л:). Неравенство (13.44) для норм непосредственно выте ־4 (
кает из оценок (13.45)—(13.47).

Далее, на основании утверждения 2 функция /*д(*), являющаяся 
продолжением функции f3(x) нулем за пределы отрезка [xh, xh+1], предста- 
вима дробным интегралом f*,k =  Ja-\- ф/;, где (х) £ Яо (р0) на [а, Ь] и

Нф&НетХ (Р0) ^  const ЦфяІІ̂ А, (Гд) > k — \ ,  . . . ,  п  1 , ІІФпІІя̂  (рв> ^
<  const і|фп||״Л{Рп) . (13.48)

П
Отсюда следует, что f t  =  / “+ ф2> где <р2 (х) =  ^  Фь(*) € # 0  (р0), и в силу

fc=1
(13.48), (13.44) и оценки (13.42) имеет место неравенство

ІІФ2!І״Я(Рй) <  const ||/]|яХ+а(р) •
Покажем, что

Ф2(х)£Я 0 (р) на [а, Ь] и ІІФгІІ̂  (р) <  const ||<Ра11«л<Р0) • (13.49)

Учитывая, что /2(х) =  0 при х<̂ .с, на основании равенства ф2 (х) =  D“+ / 2 
получаем cp2 (х) 5= 0 при х^с (см. выражение (13.2) для дробной произ- 
водной Маршо). Отсюда вытекает (13.49), а из него в силу (13.48) полу- 
чаем ||Ф2||״л (р) <  const ||/||я*+а (р) ■ Лемма доказана.1

Из теоремы 3.4 и леммы 13.3 следует утверждение теоремы 13.13.
5°. Дробное интегрирование функций из объединения весовых гель- 

деровских классов. Теорема 13.13 описывает действие дробного интегри- 
рования в классах Гельдера со степенным весом в случае, когда показа- 
тель гельдеровости X и показатели веса фиксированы. В приложениях 
наряду с подобным фактом бывает полезно утверждение о действии 
дробного интегрирования в классах гельдеровских функций с нефикси- 
рованными показателями, т. е. в объединении пространств Яя(р) (име- 
ется в виду объединение как по X, так и по весу). Введем соответствую- 
щие обозначения для таких объединений.

Через Н*=Н*(а, Ь) обозначим класс функций, гельдеровских (с 
каким-нибудь порядком) в интервале (а ,  Ь)  и имеющих интегрируемые 
особенности на׳ концах этого интервала. Более точно дадим следующее 

О п р е д'е л е н и е 13.1. К классу Н*=Н* (а, Ь) отнесем функции f(x), для которых существуют числа X, 0<Я,^1, и в!>0, 8 2 > 0  такие, что
(13.50)_______ f* (*)________

(х — а)1 -81 (& — х)1 8 ’ ’־־
f{x) =

где f* (х) £ Я* ([а, &]).
Класс Я* широко известен как класс функций, использовавшийся в 

теории сингулярных интегральных уравнений (Н. Й. Мусхелишвили 
[1]). и называется иногда классом Мусхелишвили.Введем еще для удобства обозначение

Я о (в!, е3) =  {/ : f (х) ־= (х — а)81 1 ф  —  х)е1 ־ g (х), g (х) £ Яя ([а, &]),]

(13.51)g(a) =  gib) 0 = {־
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для знакомого нам весового класса Гельдера с фиксированными показа- 
телями. Простыми рассуждениями устанавливается равенство

(13.52)Я о (еь е2) =  U Но (е!, ■е2),
0<я,^ло
0<81<dW

н*=  и
0<ЯяС1

ег > °

где 0 <сЯ0^  1 и d ( k )  — любое положительное число. Введем еще анало- 
гичное объединение функций, гельдеровских порядка больше а:

(13.53)н;= и ні (Чу, в») = и Но К ,(,־ 
а<Я<1 а<Л^Я0
вг>0 0<et<d(X)

где а < Я 0< 1 , с/(Я);>0,
Классы Я*, Я* будут использоваться нами в § 30 в приложениях к 

интегральным уравнениям первого рода. Дадим классу Я* эквивалентное 
описание. Для этого нам понадобится ввести еще вспомогательный класс 
следующим определением.

О п р е д е л е н и е  13.2. Б удем  говорит ь, что f ( x ) £ H a , '  если f  (х) £ 
£ С  ([а, Ь]) и f ( x )  гельдерова какого-н и будь п орядк а  Я נ> а вне концов х = а ,  
х  =  Ь:

I/ (̂ ) —  f { x  +  fl)\ <  с (х) \h\x, Я >  а, х, х +  h £ (а, Ь), ■ (13.54)
гд е  с { х )  мож ет раст и  п ри  х^ -й, х - + Ь ,  но т а к , что с (х) ד> 
^  const (х — а )~ а  (b — х)־־а

О п р е д е л е н и е  13.3. Б у д ем  говорит ь, что f ( x ) £ H a , если f ( x )  гель- 
дерова порядка  Я כ> а внут ри  (а, b) и п ри  х - + а  имеет вид

/ (х) =  f  g  (х) (х — а )~ а , (13.55)
у

где  g ( x ) £ H  ([а, b]), Я > а ,  и g ( a )  =  0, и аналогично при х - > Ъ .

Лемма 13.4. К л а с с ы  Яа и Яа совпадаю т .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / (х) (=Яа. Считая, что а =  0, f (а) =  0, для 
f ( x )  =  g  (х) (х — а)”“, где g  £ Я \  имеем \f (х) — /  (х +  А)| <  (х 4  Л)־־а X 
X 1,g { x - \ - h )  —  g  (х)! +  |g  (х)| x4  ^ h ־־0 )~ a [(х 4  h)a —  ха]. Отсюда оценка
/ (х -f h) — f  (х)1 сх ~ а  |/г|х получается простыми рассуждениями с учетом 
того, что |g(x)l<lcx4 Аналогично получается требуемая оценка при х->&,
так что Й а ^ Н а . Обратно, пусть [  (х) £ Н гл. Тогда при х - > 0 имеем ־

|/ (х) — / (х 4  /1)| <  сх"а |Я|̂  . (13.56)

Устремляя здесь h -* — х, имеем

1/ (х) — / (0)1 ^  схх~ а . (13.57)
В таком случае

g (*) =  *“ [ /(* ) - /(0 ) !  s Я1  ([0, 6]). (13.58)

Действительно, g  (х 4  h) —  g  (х) =  [(х 4  h f  — ха] [f (х 4 h) — f  (0)] 4  [/ (х4  
4  h) — f  (х)] х« . Отсюда в силу (13.56) и (13.57) \g  (х 4  h) — g  (х)[ ^  
^  с (х 4  h)x~ a |(х 4  — ха| 4  ch%, /г 0 -что и дает после простых оце ,ד> 
нок утверждение (13.58). Из него и из аналогичного рассмотрения случая
х-> !ל следует, что д  Яа. Лемма 13.4 доказана.

В терминах класса Яа =  Яа мы и дадим эквивалентное описание класса
(13.53). Справедлива

Лемма 13.5. К л а сс  Н *  сост оит  и з ф ункций вида

1 9 513*



___________י(13.59) f * ( x )  _________
(x  — a) 1 - “-8 1  (6 — л;)1-а~е*

f(x) =

гд е  0  <! в! <; 1 — а, О <С е2 < 1  1 — а  и f* Й £ (זג)  а .
Д о к а з а т е л ь с т в о  леммы получается непосредственной проверкой на

основе определения класса Н а .
Наконец, действие операторов 1а+, 1ь— дробного интегрирования в клас- 

се Н *  полностью описывается следующей теоремой.
Теорема  13.14. О перат ор дробн ого  инт егрирования п орядк а  а, 0 <с 

< а <  1, от ображ ает  класс Н * взаим но однозначно н а  класс  Н *:

/ - (*Я) +״  I t - (Я*) =  Я*. (13.60)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 13.13

/?+ |Я 0 = [(־8 ,:8)  tfS+ )״8״  е2), 
если X־׳f a < l ,  0 < 8г<С 1 — а — t =  1, 2. Тогда

/ ? + [  U  Но (81, 82)1 =  С  Я ? ״8)  Е2),
0<Л.< 1— а  а < р , <  1

0 < е г< 1 —а —Я, 0 < e j < l — ц

что ввиду (13.52), (13.53) означает равенство [(13.60) для оператора /“+ . 
Аналогично с помощью той же теоремы 13.13 устанавливается равенство 
(13.60) для оператора / “_ .

6°. Дробные интегралы и производные функций с заданным модулем 
непрерывности. Проведенное в п. 4° исследование можно существенно 
развить, допуская к рассмотрению вместо гельдеровских функций клас- 
сы функций, для которых

def
со (ф, h) =  sup sup |ф (х־ф- *) — ф (х)| < ; «0  U1),0<C<A x,x~\-tQ[a,b־\

где со (h) — заданная непрерывная монотонная функция, со (0) =  0. Прост- 
ранство таких функций обозначим через Я® =  Я® ([а, &]). Введем в нем 
норму ||ф||״ш =  ||ф[|г +  sup [м(ф, Я)/со (Я)]. Через Я® будем обозначать под-А>0
пространство функций из Я®, обращающихся в нуль при х  =  а . Класс Н х 
гельдеровских функций отвечает степенному случаю со (*) =  t x . Функцию 
со(*) называют иногда характеристикой или характеристической функцией 
обобщенного гельдеровского пространства Я®.

Зададимся следующим вопросом: каково действие дробного интегриро- 
вания и дифференцирования в пространствах Я®? Теорема 13.13 утверж- 
дает, что / “+ (Яо) =  Н ^ а־ , X ־ן־ а  <  1. Можно ли получить аналогичное 
у тверждение

/£ . (Я?) =  Я?« (13.61)

с априорным предположением, что соа (*) =  *“ со (*), и для каких характерис- 
тических функций со(*) справедливо это утверждение? Ответим и на этот 
вопрос, а также осветим более общую весовую ситуацию.

Используемое ниже понятие почти убывания функции f ( t )  означает, 
что /С*1)^ с /(* 2) для всех *1^ * 2, где с не зависит от *!, *2. Аналогично 
определяется почти возрастающая функция.

Следующие две теоремы дают оценку, которую можно назвать оцен- 
кой типа Зигмунда по аналогии с оценкой Зигмунда, известной в тео- 
рии сингулярных интегралов, оценивающей модуль непрерывности 
со(Яф, h)  сопряженной функции Яф, см. (19.22), через модуль непрерыв­
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ности со(ф, h)  самой функции ф( х ) ,  см., например, работу Н. К. Бари, 
С. Б. Стечкина [1].

Теорема 13.15. П уст ь  ф(а־) непреры вна на [а, Ь] и ф(а) =  0. Д л я  
дробн ого  инт еграла  /“+ ф, 0 < а < 1 , справедлива оценка

(13.62)
Ъ— а

<0 ( / ״ + Ф ,  / г ) < с / 1 ן  * d t -

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся представлением (3.4) для разности
f ( x - \ - h )  — f ( x )  функции f = (:ג)   /* ф. Оценим слагаемые /!, J 2, J s- Имеем

ft а
|У!| <  j  (h — 0a_I ІФ (X +  t) — ф(*)I d t  <  J (A — t f ~ x со (ф, t) d t  =

0 0
1

= A* f = ׳־>'»(Ф, A). (13.63)
0

1
где c =  J ( 1 — ?)“- 1 di. При оценке различаем случаи 1 ) x — a ^ h

и 2) x  —  a ^ L h .  В первом случае

|/2j <  йа f К“ 1 + ־1 — (*  )а־ '| со ( ф , th) d t  +  cha  f f  2 со ( ф , A*) d t  <  
b i

b — a

с/га со (ф, /г) +  cA j со (ф, t) d t ;

(13.64)\J2\ <  cAa נס (ф, /1).
во втором

Оценим : IJ 3\ ссо (ф, х  — a) |( х h  —  а)а —  { х — а)а |. При х — a ^ h
|У3| ^  cha со(ф, h). Пусть я — а ^ / 1. Тогда

( 1  +  J L _ ^ a
\  x  — a

а > ( Ф , « - а )  h
— ;ג) a )1 a

(13.65)
\J3\ ^  cco (ф, x  — a) {x — a)a

>j 2 — a

&— a

J
6—a

со (ф, x ־<ננ  —  a)
'* со (ф, £) d t ^  p со (ф, t) d t

Так как
b — a

Г внФ. О 
J *2־ a*2—aJ

со (ф, זג -— й)
^  С « ■у

{ х — а ў

Из оценок для «/!, J 2, J ;
со (ф, £) dt

2—аt

b — a

Iиз (13.65) следует, что \J3] ^ c h

следует (13.62) с учетом того, что ha נס (ф, h) мажорируется правой частью 
в (13.62). Последнее легко получить в силу монотонности функции со (ф, t).

Теорема 13.16. П уст ь f ( x )  непреры вна н а  [а, Ь] и f  (a) =  0. Т огда  
для  дробной  производной  D“+ f , О <С а ■< 1, справедлива оценка
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(13.66)dt* ®(Л о
1+аt

f
(Da-!-f, /г )< с  j0)

6 предполож ении, что сходит ся и нт еграл  в правой части.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с замечания о том, что для функции

р (л0 (־ = י  < а <  1 , справедлива оценка
(jc

ft
К־׳ .f)<״(13.67) ־  j  ■5 ק # л .

Докажем (13.67). Считая, что h  >  0, имеем F  (х +  h) — F = (:ג)   [/ (x) — f  (а)] х
X [( זג ־ f־ h — а) а ■ (х — а) а] { х - \ -  h — а) а  [/ (х -(- Н) — f  (х)] =  Л! +  Л2.

п
Отсюда |Л2| ^ (x - j -  h —  a)~a 0)(f, h ) ^ h ~ a <n(f, h ) ^ c  j* f- 1_ a (0 (/, t) dt,

6
здесь в последнем неравенстве воспользовались почти убыванием функции 
/  .а)(/, /), см., например, книгу А. И. Гусейнова, X. Ш. Мухтарова [1, с. 50]־1
Далее для Л! при х — a ^ h  также с учетом почти убывания функции 
имеем

х — а  к

IЛ !К (х— а)~а а>(Д х — а ) < с  J Г 1- а со(Д * ) d f < c f  Г ״־1  w(/, *j dt.
О 0

Если же х — а ^ /г , то по теореме о среднем |Л!| ^ c h ( x  —  а)_ 1 - а (0 (/, х—А
— a ) ^ c h ~ a G)(f, /1) ־̂ c J  Г 1_асо(/, / )Л. Собирая оценки для Л! и Л3,

о
получаем неравенство (13.67).

Для доказательства теоремы достаточно в силу (13.67) рассмотреть 
только второе слагаемое в выражении (13.2) для дробной производной 
Маршо, т. е. функцию (13.10). Имеем для нее

л

------—  Ж *  +  h)  — ו  נ| (х)] =  7 i f ( x  +  h) —  f ( x  +  h  —  t) —  f ( x )  +
а ׳0 

ג :-{-ft— а

+  f ( x -  01 г ־1 “ df +  j  [f (х +  Я) -  / (х + h -  01 Г ־1־ “ dt  = В! Л- в 2.

со (/, 0  dt .

х—а
х — a ft

Пусть х — Тогда |Д !К  2  J w(/, t ) f ~ ' ~ a d t ^ .  2  j* f ־1 _a
0 6

В случае x  —  a ^ h  получаем

< 2 J  Ю([ і + » - ■ +  2 j 1 p־  r  л < 2 |  Г ׳ ־ ״ ш(/, t )dt  +\B11

+  2 a ~ 1h־־a  to (ft /г)<  (2 +  4/a) j  Г 1_а 00 (/, 0  d t.

x + h — a

0

Оценим Вг\ \Bz\^ l  j  t 1 “ ©(ft / ) Л .  Если x — a ^ .h ,  to |B3| ^

2A ft
^  J Г Л (ft f) ש־״־1  < 2 ‘~ а j* Г ־1״־־  ®(ft ft d/. Если же x  —  a ^ h ,  то

п п

- t '
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после замены t  — i  +  х — а  получаем с учетом почти убывания функци
־/ М А  /):

а — :ג)  +  |)а10>(А Щ 
h

d l  < ссо(/, л: — fl +  i) 
(х~-а +  £)1+а

м(/.  h)
ha

Собирая оценки для 5!, В 2, приходим к неравенству (13.66). Теорема 
13.16 доказана.

Для того чтобы сформулировать утверждение типа (13.61), введем 
класс функций, в терминах которого будут даны условия на допускав- 
мые характеристические функции <0 (7 ).

О п р е д е л е н и е  13.4. Б удем  говорит ь , что

со(/)£Фр, Р > 0 ,  б > 0 ,  (13.68)
если

1 ) со(/) н еп реры вн а  на  [О, b — а], со(0) =  0 и со (/) почт и возраст ает ;

t
tt

Класс Фр можно назвать двупараметрическим классом типа Бари—Стеч- 
кина (ср. с классом Фэ Бари—Стечкина, см., например, книгу А. И. Гусей- 
нова, X. Ш. Мухтарова [1], с. 78). Можно показать, что класс Фр пуст 
при поэтому считаем, что 0 < 6 < р .

Теорема 13.17. П уст ь  0 < а < С 1  и со(/)£Ф?_а. Т о гд а  оп ерат ор  / “+ 
изом орф но ■отображает прост ран ст во Но на  Н о а с  характ ерист икой  
СО« (0  =  /“ co(0 -

Теорема 13.17 выводится из оценок типа Зигмунда, полученных в тео- 
ремах 13.15, 13.16, с учетом того, что функции / £ # “а представимы др об- 
ными интегралами / =  /“+ ср (от функций Ф £ Н%) при условиях, наложен- 
ных на со( I ) .  Последнее доказывается с помощью теоремы 13.2 или 13.3. 
Доказательства несложны и предоставляются читателю (см. также по- 
добную теорему 19.8, относящуюся к периодическому случаю).

Укажем, наконец, что имеется распространение этих результатов на
весовой случай. Обозначим для этого через /70 (р) пространство функций 
f ( x )  таких, что р (х) f  (х) £ Я“ , НЛ1яш (р) =  ІІР/іЦо •

В случае р (х) =  (х — а)^ 0 ^  р <  2 — а, для функций ф (х) таких, что 
р(х)ф(х) удовлетворяет предположениям теоремы 13.14, оценка типа Зиг- 
мунда (13.62) заменяется оценкой

со(р/?+Ф, ן  с0 (Рф’̂ ) ^  +сД  J  ^ (| 2^ Г־~  dt ,  (13.69)
О h

где у — тах(1, р). Справедлива также следующая
Теорема 13.18. П уст ь  0 < а < 1 ,  р ( х ) = ( х  — а ў ,  0 < р < 2  — а. 

Е с т _Ф1=)(/)ש  а при  б =  тах(р — 1, 0), т о операт ор  /®+ изом орф но
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отображает пространство Я " (р) на Я ״05  (р) с тем же весом и характе- 
ристикой <£>a (t) — taa>(t):

1а+ [Но (р)] =  Яоа (р). (13.70)
Доказательство оценки (13.69) и теоремы 13.18 можно найти в ра- 

ботах X. М. Мурдаева, С. Г. Самко [1—3], где содержится такж е слу- 
чай веса р ( х ) ~ ( х —а)»(Ь—x)v.

§ 14. РАЗЛИЧНЫЕ 
ВОПРОСЫ ДРОБНОГО
ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ФУНКЦИЙ 
ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО ПЕРЕМЕННОГО

В этом параграфе будут рассмотрены различные аспекты дробного ин- 
тегродифференцирования в теории функций действительного переменно- 
го, не отраженные в предыдущих параграфах. Главные из них: 1) дейст- 
вие дробного интегродифференцирования на функциях, удовлетворяющих 
условию Гельдера по норме пространства L p, 2) дробное диффе- 
ренцирование абсолютно непрерывных функций с весом, 3 ) теорема 
Рисса о среднем и неравенства типа Колмогорова для дробных интегра- 
лов и производных, 4) связь с суммированием рядов и интегралов.

л *•» *

1°. Липшицевы классы Н р, Н р . Пусть 0)p (f, 6)—интегральный|модуль 
непрерывности (13.24) \ функции f  (х), заданной на [а, Ь] и продолженной 
нулем за пределы отрезка [а,  Ь].

О п р е д е л е н и е  14.1. Б у д е м  говорит ь, что f ( x ) ^ H p ~ H p ([a, 6]), где  
0<А,<!1,  если f ( x ) £ L p (a,  b) и (0p (f ,  8) s^cS\ Е־ сли при эт ом  сop (f ,  8)=  
- - о (8я׳) при  6 ~ > 0  , т о  б уд ем  говорит ь, что f  ( x ) £ h p =  /г״ ([а, Ь]).

,ן ̂ ג
Классы Я р, hp обычно называют липш ицевыми классам и  (класс Н р час- 

то обозначают Нр(Х, р)).
Рассмотрим некоторые свойства функций из Н р . Основное место здесь 

будет занимать теорема Харди—Литтлвуда о вложениях классов Я*. Пред- 
варительно расшифруем определение 14.1, подчеркнув, что имеется в виду

ь- 6
J |/(х +  6) - / ( x ) l d x < c 6^,  (14.1)
а

a+fi Ь
\ f (x) \pd x ^ c d lp и Г |f (x ) \pd x ^ c d kp, 8 > 0 . (14.2)

а Ь—6

Можно определить Липшицев класс одним лишь условием (14.1), т. е. 
не заботясь о продолжении нулем функции / (х) за пределы [а, Ь]. Так 
вводимый класс обозначим через Н р:

ь—6
Hkp = { f ( x ) : f {x ) tL p (a, Ь), j  | / (x +  8) - f ( x ) | pd x < < # p, б > 0 }  , (14.3)

а

так что Н р Н р . Аналогично вводится класс hp с заменой 0 ( 6Яр) в (14.3) 
на 0 (8Яр).

В пространствах Я я, Яр вводятся нормы равенствами

(14.4)1 /рг>—6
+  sup 8 я{ Г | f (* +  6) — f(x)\pdx\

0 < 6 < b — a  I •J ‘
UfiX =  
HP
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1)14.4(׳ / р
а + б  Ь

{ ( I  +  Л ״̂!(*)/1 *}
—X

X =  ІІЛІ-Х 4 sup 6 ־
ь—60 < 6  <Ь—аНHr

относительно которых f t p ,  Я x являются банаховыми пространствами.
Заметим, что Я я'-»-Я£ при 1 < о < о о  и Нх Нх при 1/А.

Справедливо также вложение Я 0 Нр при всех 1 ^  р <  оо. Здесь Я  о =  
=  Я 0([а, 6]) — класс гельдеровских функций, обращающихся в нуль при 
х =  а, х — Ь. Через Х->- К обозначено непрерывное вложение пространства 
X  в Y. Непосредственно проверяется, что (х — a f ^ H x и (х — а)11 £ ftp 
тогда и только тогда, когда А— 1/р при 0 < А < ;  1 и р נ> А — 1/р при 
А =  1.

Естествен следующий вопрос. Если f ( x ) £ H x, то не приводит ли глад- 
кость функции f(x) («порядка А,») к тому, что f ( x ) £ L r при /־ > ־ р? И если 
это так, то не обладает ли /  (х) гладкостью в метрике LT, т. е. возможно 
ли вложение Нх —►־ Я  Ответом на этот вопрос служит следующая теорема ? ״
Харди—Литтлвуда, доказательство которой мы опускаем (см. литературные 
ссылки в § 17, п. 1°).

Я Й , ״ р ^  Я? при1х
1р всех р

А,— l / p + 1 / r .  Ясли А р > 1 ,  шо Я ^
Т е о р е м а  14.1. Ясли Ар<[1,  т о  Я 

< / 7̂ , ? > = ־  р/( 1 —* Ар), где р
_^ —!/0  я х  н х—!/0

Здесь вложение в класс непрерывных функций при Ар>1 понимает- 
ся, как обычно, с точностью до эквивалентности функций.

Отметим, что из теоремы 14.1 вытекает
С л е д с т в и е .  Функции f (x ) £Hx или Я х интегрируемы в степени 

р с весом

Г ! /(* )№ (14.5)

где v < A  для f ( x ) £ H x и v <  А, ^  1/р [для f {x )£Hx.
Действительно, если А .р^ 1, то в силу вложения Нх -> LT, р ^  г <  

<  р/(1 — Ар), имеем при выборе p/(v — vp) < > ־/  : р/(1 — Ар):

Ц - р ) / г
!0 г г _________ ____________
MJ [ ( х - а ) ( & - х ) Г /(^

<1/  (x)fdx
(.x - a ) vp( b - x ) vpJ

Если же Ар>1, то в силу теоремы 14.1 \ f ( -x) \^ .c(x—а )л_1/ р при х-^а  и 
аналогично при х—>Ь, так что выполнимость неравенства (14.5) стано- 
вится очевидной.

2°. Действие дробного интегрирования в Нх. Покажем, что дробное 
интегрирование / “+ действует при А +  а < 1  из Яр в Нх+а, если отойти 
от левого конца х=а. Если же рассмотрение вести вплоть до точки х —а, 
то / “+ : Я р-»־ Яр+а~е, е 0 <נ (см. теорему 14.3). Предварительно рассмот- 
рим более простой случай А = 0  когда удается получить действие 1а± из ,־ 
Н°р =  Яр в Я “ на всем отрезке [а, Ь] (ср. с теоремой 3.6).

Т е о р е м а  14.2. Операторы / “+ , 0 < а Г  1, ограниченно действу-
ют из  Lp (a, Ъ) в Я“([а, &]) при  любом р ^ 1  и в Н р ( \ а ,  b]) пр и  1 
<  1/а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /(х) =  Г(а)/а+ф , ф £Я р (а,Ь).  Применяя 
обобщенное неравенство Минковского (1.33), получаем
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І
b-b

( j  |/(* +  б) — /(л :)Г ^ 1 /Р<Цф||р j* (б — t f  xdt

b—a
(14.6)+  ІІФІІР j  Г ״1  -  (t + ־1■“(6   ] d t  <  c6a ||ф||р,

и тогда [|/||״л<с||ф||р. Для оценки нормы ||/[| * при 1 < / 7 < 1/а прове- 
и р  н р

рим условия (14.2). Имеем
а+6 6 X

( j  If ( x ) f d x )j *“"1 ф(* 4־ a ־ ~ t ) d t \р\ 1 Ip

< \ е ~' ( | ІФ(*  +  а - 0 І1( * Р/״ . 
0

0 0 

б

t

а+б
откуда

( j  l / w r ^ 1//’< 6a a ~ 1 ІІФІІр. 1 < р < о о ,  а > 0  (14.7)

ь
(в связи с этой оценкой см. теорему 17.2). Далее, для / ( 6)=-- f \ f ( x ) f  dx

6 - 6
имеем при р > 1  в силу неравенства Харди (3.18):

<с||ф||р,\ f (x) \pd x

( b - x ) ap
С■г (в)

б«Р
б—б

что и требуется. Если же р  =  1, то
ъ—6 ь ь ь

^(6) <  J \4{t)\dt j  (* — t f ~ ld x +  J |Ф(0 1 Л |  (■* — 0 <* ~ 1 d x ^  сба ||ф[|р,
a 6—6 6—6 *

что и завершает доказательство теоремы.
fl-f6

З а м е ч а н и е  14.1. Если /(*) =  / “+ ф, а > 0 ,  ф£/ ,р, то j  \ f (x)\pdx!^L
а

^ с Ь ар при всех 1 р <  оо. Если же / = / “_ ф, а > 0 ,  ф£/ ,р, то
ь
f ^  сбар при всех 1 ^  р  <  оо. Эти оценки для в окрест-

6-  6
ности точки b и для / “_  в окрестности точки а  выполняются только при 
1 ?;:С р  <  1/а (взять ф(х)== 1).

З а м е ч а н и е  14.2. Ввиду вложения Я ® Я 06-1̂  при а >  1//7, предо- 
ставляемого теоремой 14.1, теорема 14.2 является усилением теоремы 3.6 
о том, что /а-j- : L p Я“- 1  !р при а 1 <נ Ip .

Теорема  14.3. П уст ь  1 ^ р < о о ,  X-j-a<;l. О п ерат ор  / “+ осущ ест - 
вляет  следую щ ие непреры вны е от ображ ения:

(14.8)

(14.9)

' 2+  -
Н \  ([а, Ь ])----* ЯІ+״ ([в!, 61), а! >  а ,

'а+ ״
# [а, 6]) ־2 ) ---- >-Яр+а—Е([а, 6]), 1 < / ? <  1 /Х.
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К ром е т ого , если ср £ Н Р и дополнит ельно вы полняет ся условие

(14.10)< с б а + а 1 ־ )р,|ф(*)1״<**
( x - a f ~ a)p

ט

m o  /“+tp£ Яр+а([а, b]) и удовлет воряет  п ервом у и з  условий  (1 4 .2 ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для оценки разности / (я +  б) — / (х), где f  ( х)— 

— Г (а) /а_1_ф, воспользуемся представлением (3.4): f (я 46 ־)—/  (я^У х+У г+У з, 
где слагаемые У!, У2, Уз даны своими выражениями в (3.4) (с заменой g { t )  
на ф (̂ ) и h на б). Очевидно,

{ f  !л!6) |  > 1 ״'  - ״   о“"‘ л  {Y  1ф (* +  0 — <р Ml״

: с ііф іі Я. f Л (8 - t f - ' d t  <  ІІФІІЙ1 .п״ J Н״
Далее,

Ь—а—б
с :{j \ h \ Dd x ^ IP=  | Уя| j ן   [ф(я+а—0 — ф(я—a))[ta 1~־ (*-j-6)a 1] d t  Pj 1/P

л  л  л

j  Г ' ~ ( «  +  6 f ־ V {  j  |ф(x — 0 — <p(x)]״ Же}1׳"«;
6—a—6

0 a+f

Д a— 1׳ , 
6—a

с \ М я *. J ^1 -(̂ ־״1־״(» ]Л
(b—a)/6

=  сЛфіід»6 ׳x+a f f* [ Г 1 - ( t +  l f ~ l ] d t <  C16x+a|MUx .
" J׳׳ 0

Осложнения, связанные с левым концом, обусловлены слагаемым У!. Име- 
ем

Г/ б \ а р 1 /р
1 +  —  - 1 <

LI х  —  а )  J

6-66 - 6

(14.11)

| f |У/Ля| p< c j  j  |ф(я)|р(я — a)'
а! ' а!

6 1 ״/
<  с!б { j  |ф (*)!״ d x j  <  с! ||фЦрб

где Су не зависит от б (но зависит от а! и <00 ל1־<-־  при а!-> а). Тем самым 
утверждение (14.8) доказано.

Д ля получения (14.9) проведем оценки в (14.11), захватывая левый 
конец отрезка х = а .  Пользуясь неравенством (1 + у ) а— 1 =^сг/(1 + у ) а~',  
получаем

{‘7V11 {**־״1״׳  <  сь ( г — |ф(*)|1’4 , Г .
Ч  1 U < * - а  +  6) " I ״<~־

Так как ( я - - а +  6)(1~а)р>  ( я - - а)а_е)р6(1~ л“ “'Н5)р, где 0< 8< ш іп (Я , 1— 
—Я — а), то тогда

< с 16м ־“־ е ||ф||я 1
1ІРІФ ( x ) f d x

(А—е)р(я — а)и< с б11ръ—б
{ J  1А Г Л }

а

в силу (14.5).
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.ף

Пусть теперь q>£Hp и выполнено (14.10). Оценку слагаемого J! произ- 
водим следующим образом:

в + бЬ- б

{ j  ІЛІ * } ' ' " < ״־  { J |<pW|״ [ ( * - a + S )a- ( x - a n ״ * } ״''  +

+ ־  { J  |ф М ״1 [ (А :-а  +  6)“ - ( - ' - а ) ״1/״ ) ״ ^ } < .с 6>-+ а ||ф||я 1  +
а + б

+  с6 |ф(х)\р (я — а)(а X)pd x ^ IP
в + 6

Применение неравенства (14.10) завершает оценку, так что / “+ ф£
£Нр+а {\а, Ь]). Выполнение первого из условий (14.2) для /= /® +ф проверяется 
непосредственно.

З а м е ч а н и е  14.3. Подобно следствию из теоремы 3.6, можно пока- 
зать, что теорема 14.3 имеет место и для классов hp. В частности
л# ■* О־}“
К  {[a, b] ) -----^/гр+ а ([ах, Ь)), а !> а .  Можно показать также, что и теорема/ а  ' a-f-
14.2 справедлива в виде Lp (a, b)----^h^([alf &]), а !> а .

Из теоремы 13.5 вытекает, что функции класса Яр, כ> а , представи- 
мы дробными интегралами порядка а  от функций из Lv\

я £ с = /а [1р (а, 5)1, ג <כ׳ а, 1 < 1 > ק /а.  (14.12)

Если провести более аккуратную, чем в теореме 13.5, проверку условия
(13.22):

{ J 1Фе(*)Г̂ }1/Р< J —T;tt { J |/(̂  + 0 —/(̂ )Г̂ |1/Л ,
а+е е в

то замечаем, что в силу теоремы 13.4 и

# J c / a [Lp (a, &)], Х > а ,  1 < / 7 < 1/а . (14.13)

Уточним вложение (14.13), отметив следующую теорему:
X נ> а , 1 <  р <С 1/а. Тогда 
при % < ; 1/р и Ф (лс) —

Т е о р е м а  14.4. Пусть f ( x ) £ H p ([a, 5]),
« )DS+f £ H i ^ { [ a ,

>Л—а ,

/(л;) =  /а+Ф, гс׳е ф

---------------------ל־----- Ц г ־ £ я Г а ([а> Ы) при Х >  11р.
Г (1 — а) (х — а)
Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы копирует оценки при доказа- 

тельстве леммы 13.1 с той лишь разницей, что слагаемые /!, / 2, /3  в 
представлении (13.38) нужно оценивать не равномерно, а по норме Ьр, 
применяя обобщенное неравенство Минковского (1.33). Соответствую- 
щие выкладки не сложны и мы их опустим. Следует учесть, что 
(х—а)~авЯ^~а только при %^1/р.

С л е д с т в и е .  Формула (2.64) дробного интегрирования по частям
«rf Л А

справедлива на функциях f { x )£ H p, g(x)£Hq, %>а ,  \/р -j- \!q ^  1 4 .а ־
3°. Дробные интегралы и производные функций, заданных на всей прямой

л

и принадлежащих Нр на любом конечном отрезке. Рассмотрим теперь функ- 
ции ф (х), заданные на всей прямой, и изучим на них действие дробного ин- 
тегрирования 1% в рамках пространств Нр. При этом информация о Нр - 
поведении функций ф и /  будет локальной, а дробный интеграл будет
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рассматриваться с бесконечным пределом интегрирования. Это позволит 
избежать влияния концов отрезка (ср. теоремы 14.6, 14.7 с теоремами 
14.3, 14.4). Дробный интеграл / “ ср будет пониматься как условно сходя- 
щийся:

(14.14)
ср (t) d t

I
x — N

lim
со

1

Г (a)4<P =

Такое понимание интеграла вызвано тем, что мы будем допускать сейчас 
к рассмотрению не обязательно убывающие на бесконечности функции 
ср (/) (в частности, они могут быть периодическими) и существование пре- 
дела (14.14) ниже в теоремах 14.5— 14.7 будет постулироваться ^позже,
в § 19 мы убедимся в том, что интеграл (14.14) существует как условно 
сходящийся на 2я-периодйческих функциях при выборе N =  2лл, п = О,2IX
1 , 2 , . . . ,  если J ср (£) dt .

о
Т е о р е м а  14.5. Пусть Й—произвольный отрезок длины I, пусть ср (х) 

удовлетворяет условию

[ |ф (* )| pd x ^ c ,  1 < / ? < « > ,  (14.15)
о

/ “  Ф, 0 < а < 1 ,  

(14.16)

где с — с{1) не зависит от расположения й, и пусть / (х) 
существует в смысле (14.14) почти для всех х. Тогда

ь
J I/ (х) — /  (х +  h)\pdx =  о (hap) при h - О -י
а

х
для любого отрезка [а, Ь\ длины \Ь —■ а\ I.

X
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем Г (а ) / ( х )  =  |  <р( )̂(л: — f f ~ xdi —

х—dh x—Nh

Т־ J  +  J  =  /1  +  /2 +  f3> где d >  0 , N >  0—постоянные, выбором ко-
х — Nh  — »

торых распорядимся позже. Пусть Д/ =  /  {х) — /  {х + h). Достаточно пока- 
зать, что

ь
^\AU\pdx = o(hap) (14.17)
а

(14.18)а р

при всех фиксированных d и N и что
ъ ь

j  \А!г\рйх ^ ,eh ap, j* |Д/3!Р dx гН

при всех 0 <  h ^  1 и достаточно малых d и достаточно больших N. Имеем

d t.
х — d h  x — d h

Д/а =  J  (X - t)a ~ l [ф (0 — ф (/ — h)] d t =  0  (ha ~ l j  ІФ (f) -  Ф (/ -  h)I
-  y,u x—Nh

x—dh

x—Nh

Отсюда

j  |Д / /  dx <  chap~ l J dx j  ІФ (/) — ф(£— h f d t  <
a  a x—Nh

b—dh {-{-Nh b— dh

chap~ x J ІФ (0 — Ф(f — h)\pd t j  d x  =  c X P j  ІФ (0~ Ф  (t-\-h)\pd t . (14.19)
a—Nh ..... a—Nht+ d h
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Из условия (14.15) следует, что <р(/), ф(^— h)£Lp (a— Nh, b — dh) при 
фиксированных d, N и достаточно малых h. Тогда из (14.19) вытекает
(14.17) ввиду свойства (1.34).

Далее, для получения первого из неравенств (14.18) достаточно пока-
ь

зать, что J  If!{х)\рd x e h ap и аналогично для f ! ( x —/1). С учетом (14.15)

)ן ן
׳ ״ < ( * ) dhי ״

имеем J J |f! (x)|p d x  j 1 /P <  f f  1 d t [  j | f  (x — t}\pd x j
a0 a  ci—dh

b■
sC&l/p h.a при d достаточно малом. Интеграл J  |f! (x — h)fdx оценивается

a
аналогично. Наконец,

Nh+h

Af8 =  J Ф (я — 0  [ta־~l — {t — h)a~ x]dt +  j* 4>{x — f)ta- ldt = I1+  / 2
iVh+ft Wft

С учетом (14.15) имеем Q  |/!|pd x j1/P <  j  [ ( t-h )*  1 — ta 1]dt x
-W»+ft

a 1 — f" l] d t ^ . e l /pha при N до-X (J  |ф (х — t ) f d x ^ !P < cha j  [(/ — 1)
a j JV+ 1

статочно большом. Далее,
״  , ,  ь Nh+h

( J  |/2|pdx) ״ <  ( N h f ~ l h l~ 1/p Q dx J  |ф {x— t)\pdt^
a Nh

1 Ipb—Nht+ N h + h

a~Nh—ht+ N h

b - N h  . - ן - ״ ״ - , . .  .

< Л /— І А— ׳/, ׳ (. f |ф(0ГЛ j' </*) = л г - 'л “( I' |<р(0Гл)
a—Nh—h ' ־ '* '

Учитывая (14.15), получаем отсюда ( j* !P < ; ciVa 1 ha ^ г 1/рha при
a

N достаточно большом, что и завершает доказательство теоремы.
Т е о р е м а  14.6. Пусть f  (х) ־= / “+ф существует в смысле (14.14) поч- 

ти для всех х и пусть ф(х), ф (х — h)£Lp(a, b) при некоторых а и Ь. 
Если

ь
J |ф (лс) — ф (лг — h)fdx ^ ch^p, 1 5 ^ р сСоо, 0־ < ^ <  1, (14.20)
а

то при тех же а и Ь 
ъ

J l f ( * ) “ f(* — h)\Pdx < с / 1(Л+а)р, X -f- а <  1. (14.21)
a

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для A f = f ( x ) — f(x  — h) •имеем
סס

Г (a) Af =  J [<р (х) — ф (х — /)][(* — /г)“1־  — Л ~ 1] dt — 
л

4’ [ф(я) — ф (х — 01 *а 1Л  =  А  +  / 2- */

Простые оценки дают: 
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( J \Jx\pd x ^ !P <  c J [{t —  h)a 1 — f  Іф(х) — ф (аг— /)|pdxj1/p<
a ft a

<  C  J tk [{t +  l i f ־1  — f ־ x) d t  =  c j t * *  . 
h

Аналогично

(j |/г№ у/р<  I' f~xdt (J ІФ (x) — ф(х — t)\pdx /̂p <c^+a ,
a 0 a

что и доказывает теорему.
В следующей теореме дробная производная Маршо понимается как пре- 

дел по норме Lp {a, Ь):

D+/= Нт(0+<е̂ )(л:), а < х < 6 , (14.22)
е-,0

где D % J  — усеченная дробная производная Маршо (5.59).
Т е о р е м а  14.7. Пусть f(x), — оо <; оо, удовлетворяет условию

(14.15). Если
ъ

J I/(*) — / (x —  h ) f d x  < с / 1Лр, 0 < а < Х <  1 , (14.23)

(14.24)Хр

то предел (14.22) существует. Если, кроме того,
b—d

j  \ f { x ) — f { x  —  h f d x ^ c h
a— d

при всех достаточно малых d> 0 с постоянной с, не зависящей от d, то

(14.25)J ІФ (*) — Ф (а: — h)\pd x  <  ch{k а)р. ф =  D+/.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего отмечаем, что D“ ,е/ £ Lv (а, Ь), 
что можно легко получить с учетом условия (14.15) для функции f  и ус- 
ловия (14.23). Установим фундаментальность ф6-= 0“ 16/  в Lp (a, b). Имеем 
При 8  ̂ &2

С |фе, (*) — Фе, (x)\pd x  <  j  dx  ( / — if (x) ן  (x— 1)\ Г ® - 1 d t}p =
a a 8!

=  f dx ( f I/ (x) -  /  (x -  01 r ~a~b־ x lpt6~ l!p 'dt)p <
a e!

< ( ] !Г |+в״ 'Л -״( '  ( j  d x ]  l / ( * ) - / ( * - 0 r r - ׳,״ ״ - *d«) , (14.26)
8! a s!

где 6 >  0; (14.26) мажорируется с учетом (14.23) величиной

0 (1) J r ־״״1׳־ * Л (7 -х)־ |/(*)- 9 №==0 (1) j ^ ־a>1־a־ ^ = o(l)
е, и е!

при выборе 0 < 6 < ; Х —а. Тем самым существование предела (14.22) уста- 
новлено. Далее, для ф = D + / имеем
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[ф (*) — ф (х — h)] = J  [/ {x—t)—/ ( x — h)] [ (t— h)  a  1— i  a  1 ] dt +Г (1 — a)
a

+  j  If W  -  f  (* - r ־׳)1  * ־ :' dt +  j ff (*) -  f ix  -  t)\ Г * ־1  Л  =  / ! + / .  + ׳3  •

־,־ “- r ' - V xПростые оценки с учетом (14.24) дают 1/,P̂ j  [{t—h)

Г ) dt =X (г — 11) [“־־1 j  | / ( л - / 1) - / ( ^ 0 № ) 1/Р (־ [(/ — Л>—1—a  <— I— a

=  a . Оценка для / 2 очевидна, а для / 3 с учетом (14.23) получаем

Л—а( j  |/ /< & )1/р<  f Г ־ ‘Л  ( f  | / Ч * ) - Д х - / ) | р<іл;)1/ р < с /1

что и доказывает теорему.
З а м е ч а н и е  14.4. В теоремах 14.6, 14.7 мы ограничились О-фор- 

мой. Нетрудно показать, что теоремы 14,6, 14.7 верны и в о-форме.

4°. Дробные производные абсолютно непрерывных функций. Ранее, 
в § 2 было установлено, см. лемму 2 .2 , что абсолютно непрерывные 
функции f(x)  имеют почти всюду дробные производные порядков аб  
6(0, 1) и для них были доказаны формулы (2.24), (2.25). Здесь распро- 
странам эти утверждения на более широкий класс функций:

״<0׳ v < 1 ~ a 14-2 7 ) (־ 
где f*{x)£AC ([а, &]).

Т е о р е м а  14.8. Функции вида (14.27) представимы дробным интегра- 
лом /  =  /̂ -рСр или f  =  7“_ф от суммируемой функции ф ^ L 1(a, b).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для простоты ограничимся случаем v = 0  (общий 
случай сводится к этому). Так как /* (х) 6 АС ([а, &]), то /* (х) =  /* (а) -|-

X
+  j  ф (0 £#, где ф (£)£/,!. Так как функция f*(a)(x—а)-11 представима в

а
виде дробного интеграла от функции const (л:—■а)~J~a£ L lr то остается 

показать, что функция (х—а)_ ״־ |ф ( ^ /  представима таким образом. Положим
аX

Ф (х) =  (* ф (s) А (х, s) d s , где
J
а

G -  а)־ ״  (х -  E)־ ״ d
X

дх
А(х, s)

(14.28)

1-И г й а י 
dl

(х  —  а  —  £)

X — S

dt.1—а
ф (0

{x — t)S

J
s in  а я

—а=*(s — а) ^ (х — s)

и проверим, что

я
(х — а) ^ |* ф (t) dt =
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Прежде всего убеждаемся в том, что ф (л:) £ L! (а, Ь). Действительно,
ь ь ь

ІІФІІІ. ^  I" |tf(s)|ds (י \А (х, s)\dx. Покажем, что J  |Л(х, s)|dx ^  const. Так
a s  а ג

как А{х, а) =  (1 — р — а)Д(1 — р, 1 — а)(х  — и ----- Л(лг, s) =
ds

=  a (s  — a)-JA(л: — s)a _ l > 0 ,  то Л(х, & ) 0 < при всех a כ < .s< .x .  Поэтому
b b b х

| л ( х ,  , ) Л  = ( « - < . ) ־ ״  J  ( |^ s № + f _ a_ |) l+ , ־ 

I Г (fe +  s - a - l ) ־ * - ( * - ^
1 — a  J (E — S)a

dt.

const.

4>W<״ ־׳ >(/, s)

d |I ( S - S)a ( f r - a  +  s - l f

Переходя к проверке (14.28), имеем Г — - Глр (s) ds Г 71 ^ у־■’ з־
а (* 0  a s (* О

Остается вычислить внутренний интеграл: ׳

л
־н!(*-Е)а(Е־1 а)1—а

(^ — О
I1

я1

(s — а)ц sin ага
Г A (t, s) dt
J ( * - о ״־1

—д(х — а)ляdl
sin а лSinaraд+ 1( 1 - а ) 1

М׳
га1

(s — а)^ sin ага

что и дает (14.28) и тем самым доказывает представимость функции f(x) 
дробным интегралом.

Т е о р е м а  14.9. Для дробных производных функций вида (14.27) спра- 
вед ливы при 0 < ; а  <  1 формулы

dt, (14.29)( 1 — « )f(t) +  (t — a)f'  (t) 
{ x - t f

1

Г (1 — а) (х — а)® a+f

dt. (14.30)( 1 - а  ) / ( * ) - ( Ь - О П О
I)

I________1_______
Г (1 — а) (Ь — х)2>Ы ־ 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим ф =  Согласно теореме 14.5,
Ф £ Lx и /  =  /а+ф. Введем еще функцию ф! (х) =  (х — а) ф (х) и рассмотрим

дробный интеграл: «■ +  ^  j ״»  =
а  а

= — а/д+1ф -f־ (х — а)(/^-ф)(х). Воспользовавшись полугрупповым свойст- 
вом дробного־ интегрирования, получаем

п def
= (х)(Фх+״/)  — a  p ( t ) d t +  (х — а)/(х ) =  /!(х). (14.31)
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Здесь правая часть—абсолютно Непрерывная функция на [а, Ь—б], б>0. 
Для первого слагаемого это очевидно, а для второго следует из равенства 
(х — a) f (х) =  (х — a )1 _v (b— x)־~vf*(x), где все множители абсолютно не- 
прерывны на [а, b — б], б > 0 . Но тогда, согласно лемме 2.2, равенство
(14.31) разрешимо относительно ф! и мы получаем по формуле (2.24)

Это и дает формулу (14.29). Аналогично
{ x - t ffirbrJФ1 (х) =

доказывается и (14.30).
З а м е ч а н и е  14.5. Формулы (14.29), (14.30) распространяются на зна- 

чения а  >  1 :

dt, (14.32)(t — a)״ [(f — a)״ ־ ״ f (*)]'(מ)1
a — n-\-\(x — t)Г (n — a) (x — a)n3)a+f

где n =  [a] +  1, а Ф  1, 2, 3, . . . ,  что обосновывается подобно теореме 
14.9.

5°. Теорема Рисса о среднем и неравенства для дробных интегралов 
и производных. Пусть функция ц>(х) задана на полуоси х ^ а .  Справед- 
лива следующая теорема, известная как теорема Рисса о среднем для 
дробных интегралов.

Т е о р е м а  14.10. Пусть 0 < а < 1 ,  ф (х )£ 1 !(а , Ь) и такова, что

f ( x ) = ( % i . < P ) ( x ) £ C ( { a ,  Ь]), f (а) — 0. (14.33)

Тогда для любого х > Ь  существует % £ [а, Ь) такое, что

^ { x  — t f ~ \ { t ) d t =  J (т — t f ~ \ ( t ) d t  (14.34)
а  а

или, что то же,
(С+Ф) (X) -  (/?+Ф) (х) =  (£ +ф) (т) (14.35)

(последнее в предположении, что ф(t) интегрируема вне [а, b] ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Справедливо тождество

(14.36)х >  Ь.(х — Ь)а Г f  (и) du 
Г (1 — a) J (х — и)(Ь — и)а

а

Оно проверяется непосредственно после подстановки / “+ ф в правую 
часть, перестановки порядка интегрирования и вычисления образующе- 
гося внутреннего интеграла по формуле (11.4). Так как функция 
(х—и)^1 (Ь—и ־( а не меняет знака для wG [а, 6], то в силу первой теоре- 
мы о среднем интегрального исчисления (С. М. Никольский [5, с. 363]) 
из (14.36) имеем

* , [ ф (t)(x — t f ~ ' d t  = f(x,)M(x),  а < ' т, <  Ь, (14.37)
Г ( “ ) І

где обозначено

ds
(6—о) / (Л?*— о)

sa( l —s)1_a 

(14.38)

sm ait
л

du
(х — u){b — и)а

ь

I

(x — b)a sin ал
л

M(x) =
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(замена b — и = (х  — 6) s (1 — s)1־ ). Так как 0 <  М  (я) <с 1, а функция f  (х) 
непрерывна, то найдется точка т £ [а, г!) такая, что /(т !)Л 1 (х) =  /(т). Тем 
самым доказано (14.34) или, что то же, (14.35). Теорема доказана.

С л е д с т в и е  1. Пусть ср(/) удовлетворяет условиям теоремы 14.10. 
Тогда

х > Ь .  (14.39)

С л е д с т в и е  2. Пусть cp(£)£L!(a, b). Тогда 
ь I

j Г(лг — f f  1ф (^ )^ ־̂  e s s  sup f(£ — t)a 1ф (t)dt , x > b .  (14.40) 
t J £e[a. 4  J

Действительно, (14.39) следует немедленно из (14.34), а (14.40) выте-
ъ

кает из (14.36) без дополнительных условий (14.33), поскольку J \ M ' ( t ) \ d t =
аb

=  — ^М'  (t)dt = M ( a ) <  1.
а

Докажем с помощью теоремы 14.10 некоторые неравенства для дроб- 
ных интегралов.

Т е о р е м а  14.11. Пусть ф(х)££! (а ,  N) при любом N > a .  Если

| ф (х) К  V (х), | (/в+ф) (х) К  W (х), х > а ,  (14.41)
где V (х), W (х)— неубывающие функции, то для любого (3, 0 <С Р ־<  а, 
справедливо неравенство

|(/5+ф)(j)]<e|V («)]114.42) , «]•״ ״״[(*) ־1' )

(14.43)

(14.44)

(14.45)

где с не зависит от х и
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть вначале 0 < а < 1 •  Имеем 

I х
Г№)(/1н-ф) М =  ( > - 9 в־־’<Р(0‘Я +  J(* — =  Л +

« 6
где точку £ выберем следующим образом:

g _  (х — [№ (x)/V (x)]1/a, если x  >  a +  [W (x)/V (x)]1 /a ,

j  a , если x <  a - f  [W (x)/V (x)]1 /a ,

так что /!  == 0 при х < .а  +  [W (x)/V(x)]1/a. Заметим, что всегда

0 < х - £ < [ Г ( х ) / У ( х ) ] 1/а.
«V

Ввиду монотонности V (х) | / а | < ; J V (t) (х — tf~ldt < ־1!}  У (х) (х — £)р и тб-
I

гда в силу (14.45)
' W(x) ו ״/א

=  4 ־  [V{x)\'"*,a [W (x )f /a . (14.46)
РV{x) J

V(x)
P

Далее, /! ==  ̂ф (̂ ) (x — t)a 1 (x — t f ^ d t  и так как (x — t f  возрастает на ,־־0
b

[0, £] при фиксированном х, то, согласно второй теореме о среднем инте- 
трального исчисления (С. М. Никольский [5, с. 368]), имеем

5
(14.47)/! =  (* — l)P_aj  q>{t){x —  t f~ 'd t ,  0 < « < !
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I / 1 1 <  (* -  £)е״־ Г (a) ess sup | (/״+ <р) (у) ! <  Г (а) (х -  0 ״ ־ “Г  (0 .
yelu,£]

Отсюда с учетом (14.44) и монотонности функции ХР (|)

Применяя к интегралу в (14.47) неравенство (14.40), получаем

W(x) = T (а) [V (л:)]1_“р/06 [W (х)]р/а. (14.48)
(0—а)/аW(x) 

У{х)
'Л К Г (а )

Таким образом, из (14.43) и следует в силу оценок (14.46), (14.48) нера-

которая ввиду свойствГ(а)
+

1венство (14.42) с постоянной с =
РГ(Р) ' Г(Р)

Г-функции мажорируется постоянной, не зависящей от р.
Пусть теперь а  >  1. Выберем целое число п так, чтобы а / л <  1/2, и 

пусть a ft =  a kjn, k =  1, 2, . . . ,  л — 1. Обозначим / е (х) =  max | ( / р ,<р)(Л1

и применим уже доказанную теорему для случая 0 <  а  <  1 , заменяя V, 

W На f&k—1 ’ /«ь’ ^aft+1*

fah (X) <  с V 7aft_ , (x)fah+1 (.X), k =  1,2, . . . , Л 1

(f =  F, / a =  IF). Возведем эти неравенства, отвечающие номерам k =  
=  1 , 2 , . . . , / — 1 , /, / +  1 , . . .  , (л — 2 ), (1— מ ), в степень порядка 
(л — /), 2  (л — /), . . .  , (/ — 1 ) (л — I), Нп — 0 Ц ׳ я — / — 1 ), . . .  , 21, I со- 
ответственно. После перемножения получим

f4  М  <  «1 [V(*)]'1־ ״ ' “ IW ( * ) ] 1 4 . 4 9 )  ,“ ״ ׳ ׳ )

и тем самым неравенство (14.42) доказано для значений (J =  а!, . . .  , а ״ ״ !. 
Так как для любого р£(0 ,  а) найдется такое 1 = \ ,  2, . . . ,  л — 1, что 
0 <  р — а г <  1 , то /£+ф =  /а+“ г Ф, и, применяя еще раз теорему, до- 
казанную для малых а , из (14.49) легко получим утверждение теоремы 
для произвольного Р£(0,  а). Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Пусть фа (х) означает монотонную мажоранту дробно- 
го интеграла:

Фа(*)= SUP 1(̂ о+Ф)(01> ф(*)€М0, I), 0.
Тогда

Фе ( * ) <  с [<р0(я)]' ־ ״ * [ф״  ( х ) ] 0  ,“' >״ р < а ,  (14.50)

где с не зависит от ф(х).
З а м е ч а н и е  14.6. Теорема 14.11 справедлива и в о-форме: если при 

х — оо имеют место соотношения ф (x)!V (х) ->  0 , | (/®+ф) (х) | ^  W (х) или
І Ф ( х ) | < К ( х ) ,  (/®+ф){x)/W( х ) 0, то для 0 < Р <  а

(/1+Ф) (*)/[»׳  (х)]1־ ״ ' “ \W (ж)1в/а^ 0 .  (14.51)
Доказательство этого утверждения содержится в работе М. Рисса 

(М. Riesz [1])
Приведем важную перефразировку теоремы 14.11.
Т е о р е м а ׳14.11  . Пусть f  (х)£7®+ [L! (а, /V)], а > 0 ,  при любом Л />а. 

Если
1 Н * ) | < 1т  ! ( ® J ^ W K T W ,  х > а ,  

где W (х), V (х) — невозрастающие функции, то для любого 0 <С ׳у <с а

I (®2+f) (х) | <  с [V (x)]Y/« [W (*)]1־ v/14.52) ״.  )
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Утверждение этой теоремы получается из теоремы 14.11 после пере- 
обозначения 7“+ <р — /, р — а  =  у.

С л е д с т в и е .  П уст ь f(x)£  / “+ [L!(0, N )] при лю бом  iV >  0. f(x) 
и ограничены  н а  полуоси  =  (0, оо), т о п ри  O ^ Y ^ a

II ■־ II /  І Ц ?  I I® ? Д 11! 53•14)  . , ^ ׳ )

Неравенства, оценивающие «промежуточные» производные через 
«старшую» производную и саму функцию, называют иногда неравенст - 
в а м и  К о л м о г о р о в а . Неравенство (14.53) является, таким образом, нера- 
венством типа Колмогорова для дробных порядков.

Мы не останавливаемся здесь на вопросе о точных постоянных в не- 
равенстве (14.53); см. об этом, а также о других неравенствах для дроб- . 
ных интегралов и производных в § 17, п. 2°, а также в § 19, п. 8°.

6°. Дробное интегродифференцировайие и суммирование рядов и интег- 
ралов. Имеется тесная связь обобщенного суммирования рядов (в терминах
«дробных» средних или так называемых средних Рисса) с дробным интегри-

00

рованием. Рассмотрим ряд ^  ст не обязательно сходящийся. Известны
л= 1

различные методы суммирования расходящихся рядов (см. книгу Г. Харди 
[1]). Они основаны на том, что вместо частичных сумм

[*]
с(х)  =  2 <14•54)

л= 1

рассматривают те или иные их усреднения и су м м о й  р а с х о д я щ е го с я  р я - 
д а  называют предел усреднения, если он существует. Один из таких 
способов использует усреднения вида

(14.55)rifcn, а >  О,
Е*1

2  (*■
а

№=1X
Са (х) =

(14.56)s  = 'lim  С®(*)
Х -+  00

ЧИСЛО

называется «суммой» ряда ^  сп . Средние (14.55) называются «норм альны־
П— 1

м и  с р е д н и м и »  Р и с с а . Известно (Г. Харди [1, с. 115]), что этот способ 
суммирования рядов регулярен, т. е. он суммирует сходящийся ряд к его 
обыкновенной сумме. Справедливо следующее равенство

X
с м״ = ^ К с < г ) < * - 0 ־“ Ч  (14.57)

о

где C ( t )  — частичная сумма (14.54). Равенство (14.57) проверяется ин- 
тегрированием по частям:

х х [זג]
a  j  C{t)  (х  —  t f ~ ld t  = ן   (x  —  t f d C  (t) =  2  (* — « ) V

0  0  n = l

Таким образом, средние Рисса (14.55) представляют собой с точ- 
ностью до множителя г  -Т(1+<х) дробный интеграл от частичной сум°־
мы ряда.
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Средние (14.55) можно аналогично использовать для суммирования 
интегралов

j" /  (/) d i  (14.58)
b

расходящихся на бесконечности, назвав значением этого интеграла предел
X

Н т ~  а > 0 ,  (14.59)
х  J

о
І

где F ( t )  = j* /  (s) ds.  
о

Аналогично суммируются интегралы
а

/ ( 0 £ М е ,  а), 0 < е < а, (14.60)
о

Если

(14.61)

расходящиеся из-за неинтегрируемой особенности в точке t  —  0 . 
существует предел х а

J (х — J /  (s) ds— аlim а х  
о■־-*

при некотором а > 0 ,  то он называется зн а ч е н и е м  и н т еграл а  (1 4 .6 0 ) .
Указанный в (14.59), (14.61) метод суммирования расходящихся ин- 

тегралов называется (С , а )-м е т о д о м  (интегрирование в смысле Чезаро— 
Л ебега).

Имеется ряд исследований, в которых дробное интегрирование ис- 
пользуется указанным способом при суммировании рядов и интегралов. 
Отметим основополагающую в этом вопросе работу Г. Харди, М. Рисса 
(G. Н. H ardy, М. Riesz ![1], 1915 г.) и работу L. S. Bosanquet [5], посвя- 
щенную свойствам интегралов Чезаро — Лебега (14.60), (14.61). См. 
такж е книги Г. Г. Харди [1], К. Чандрасекхарана, С. Минакшисундара- 
ма (К. C handrasekharan, S. M inakshisundaram  [1]) и литературные 
указания в § 17, пп. 1, 2°.

§ 15. ОБОБЩЕННОЕ 
ПРАВИЛО ЛЕЙБНИЦА

В этом параграфе классическое правило Лейбница

<fe)te) = 2  (“ . (V"’. 15.1״־“'/ ( . . . . 1, 2= ״ )

обобщается на дифференцирование (и интегрирование) дробного поряд- 
ка, при этом наряду с обобщением в виде бесконечного ряда (см.
(15.12)) рассматривается и некоторый его интегральный аналог (см.
(15.17)).

1°. Дробное интегродифференцирование аналитических функций на 
вещественной оси. Установим предварительно некоторые вспомогатель- 
ные факты о возможности почленного дробного интегрирования и диф- 
ференцирования функциональных рядов.оо

Л е м м а  15.1. Если ряд f  (х) =  ^  (*)» fn (*) £ С ([а, Ь]), сходится
№=0

равном ерно н а  [а, Ь], т о допуст им о его почленное дробное инт егрирование  
по ф орм уле
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(/«+ 2  /п) w  =  2  w а ׳ > ° а ׳ < х < ь> ( 1 5•2)
п— 0 ra=Q

причем ряд справа сходится также равномерно на [а, ■Ь].
Д о к а з а т е л ь с т в о  проводится простыми оценками величины |7“+/ —

N

—2 )+ ׳7“  /п) | с учетом равномерной сходимости ряда.
я = 0

Л е м м а  15.2. Пасть при каждом п =  0, 1, 2, . . .  существуют дроб-
00  00  *

#6w? производные « ряды 2 ״   ^ “+/п сходятся равномерно
п—0 я = 0

на любом подынтервале [а +  8, 6], е > 0 Тогда первый ряд допускает .־
почленное дробное дифференцирование по формуле

(Ж«+ 2  /») (*) =  2  (■*)> « > 0 ,  a c x c b .  (15 .3 )
я=0 п=0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как (£?)“+ /) (я) =  (d/dx)ta]־t~1 ( І І + ^ f)(x), лем- 
ма 15.2 сводится к лемме 15.1 за счет возможности почленного примене- 
ния оператора (d/dx)lal+i на основании известной теоремы математическо- 
го анализа.

Напомним, см. (2.34), что 3)“+ при а < 0  означает дробный интеграл
1а+.

Д окаж ем две леммы о представимости в виде ряда дробной произ- 
водной аналитической в интервале (а, Ь) функции (т. е. функции, раз- 
ложимой в степенной ряд в этом интервале).

Л е м м а  15.3. Если функция f(x) аналитична в интервале (а, Ь), то

(2%+П (х) =  ^  ’ 1 “   ̂ (х ~  а)” “ '<״>----- r / ״ w׳ .  *e(e. »). (15.4)
Jrni \  п / Г ( / г +  1 — a)

a

I(J־
1

Г ( - a )

где  ̂ j  — биномиальный коэффициент (1.48).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а  <  0, (Юа+f) (*) =

— О а 1fit)dt.  Функцию f{t) можно представить в силу ее аналитичности

в виде сходящегося степенного ряда: fit) ~  у  —-----— ------— (^ — t)n.
JmJ п\
п =  О

Здесь, согласно лемме 15.1, возможно почленное дробное интегрирование, 
что приводит к (15.4). В силу (1.48) случай ос =  0 в (15.4) отвечает ра-
венству f i x ) = f i x ) .  Пусть а > 0 .  Так как i3)a+f)ix) = id!dxfa +̂l3){a+'~lfix),

\ [ с с ] 4 1 ־  °°

то, согласно формуле (15.4), i3)a+f)ix)=  ̂ j  ~~~ 1 j  х

(X — а)н °~И П) <״)/!+< “
X —р (2 _ -Осуществляя почленное дробное дифференциро ־ (п _ן_ 
вание (возможность этого следует из леммы 15.2 ввиду равномерной 
сходимости соответствующих рядов), имеем

{а} -  1 \  / d Л [а]+1 jx ~  а)я 1 + ־:°^  / (я) jx)
Г (2 — {а} +  л)dx(SBi+f) « = י  £ ( п

п =  О v
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В силу правила Лейбница (15.1) и равенства (1.49)

(х  -  а)п̂ +к f in+k) (х) 
Г (л — а  +  k +  1 )

[a] +  i
k

[а]-И

s
fc= 0

{a} — 
n

(S f i+ j)  (x) =  V
n=0

V  v  / »]/ + ף {»}׳ - ף [  (x — су*-а+ь^<п+ц w
i J i J \ / מ  V  й / Г (л— а + й + 1 )п=0 fe= О 4 ' 4 4 1 1 /

Вводя новую переменную суммирования j  = п - \- k  и изменяя его порядок, 
получаем

(15.5)
1 \І  —  п ) )  Г(/  — а +  1)

{а} —
п(2 £+fl w  =  2  (S

/=0 /1=0

Отсюда, согласно тождеству (1.53), вытекает соотношение (15.4).
Л е м м а  15.4. Е сли ф ун к ц и я  f ( x )  в  окрест ност и тонки а  имеет  р а з - 

лож ение вида

f  (х) =  {х  — a f  2  °п (х  —  а )п, (15.6)
/1=0

(15.7)

(15.8)

т о ее др о б н а я  прои зводная  3 )a + f предст авим а по ф орм ул е

( * - < ־ ״ £ ( * ) , = ($ +״ /)(* )

сиГ ( д + ц - Н )  _  , 
Г (מ — а  +  р +  1)8(*) =  ^

я= 0

где

П р и  этом р а д и у с ы  сходим ост и р я д о в  (1 5 .6 )  и ( 1 5 .8 )  совп адаю т .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно леммам 15.1 и 15.2, к ряду (15.6) 

можно применить почленное дробное интегродифференцирование. По- 
этому утверждения (15.7), (15.8) леммы вытекают из (2.44). Совпаде- 
ние радиусов сходимости проверяется вычислением этих радиусов по 
обычной формуле Коши — Адамара с учетом того, что в силу (1.66)

(15.9)оо.п
СдГ(п+  р +  1 )

Г ( ״  — а +  р +  1 )
Лемма доказана.

С л е д с т в и е .  Е сли  f ( x )  аналит ична в (а, Ь), то и {3 )a + f) (х), гд е  а £ 
£ R 1. аналит ична в (а, Ь).

Заметим, что полугрупповое свойство (2.65), обсуждавшееся в § 2 
на произвольных функциях, в случае аналитических функций выполни- 
ется при более широких предположениях относительно параметров а  и 
{3. Именно из леммы 15.4 вытекает, что если функция /  аналитична в 
правой окрестности точки а, то

=  ® Spy. р < 1 .  (15.10)
2°. Обобщенное правило Лейбница. Распространение формулы Лейб- 

ница (15.1) на дробные значения а  осуществим в двух формах.
Т е о р е м а  15.1. П уст ь ф у н к ц и и  f ( x ) ,  g ( x )  аполит ичны  н а  [а , Ь ]. 

Т о г д а

׳ )15.11(

)15.12(

2  (  “  )  (®2 г ‘/>вт , <*€«*;»5+  т

2 £ + t f g ) =  2  (*
+ «
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агде I I определяется равенством (1.50); а, Р £ Я Х и а Ф — 1, —2, ...
U  +  fV

при нецелом р.

X

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу (15.4) имеем S 2+ (/g) =  2 ( * ) >־
ft—а

j* а>— -  (fgfk\  Пользуясь обычным правилом Лейбница (15.1),

после перемены порядка суммирования получаем

« ״)’•
k +  Л  ( л - а ) * ־1־ '- *

: } Г {k +  j + 1 — °0
(15.13;

3S+(fe)= 2 г ״ ( * ) Ў (  “ •)(
ft=0 1 ̂  ל0= ‘ "  '

a  ')  (^  T  0  ~  (  й ) ( ^ ‘ *י ) ’ T° принимает видТак как

gw (x) fu) (х).Jfо(x -  a)k+h
Г (Л +  / +  1 — а)0 4 ' =/0 4 ׳—k

Отсюда, вновь применяя (15.4), приходим к (15.11).
Далее, случай целых р в (15.12) простой перенумерацией Р +  & =  / 

сводится, согласно (1.49), к (15.11). При нецелых же р благодаря такой 
перенумерации достаточно рассмотреть случай p e l .  Перепишем (15.11) в

оо

виде ЗЎа+ (gf) = 2  ( Р ] f k)3^a+hg■ Применяя к обеим частям этого ра-
fe=0 '  '

венства оператор имеем с учетом полугруппового свойства (15.10)

Р
л=о '  ^

Осуществляя почленное дробное дифференцирование (его возможность обо- 
сновывается в конце доказательства теоремы), используя (15.11) и снова

(15.10), получаем S>b( fg )=  2  V  ( ^  ) ( Ct' 7 P] ® “+ e ־׳ +‘ № Pf ׳+‘ g■ Из-

меним порядок суммирования, положив / — k =  п:

3& + Ш + ״®)  * )“( ( * )2 ־2 ־ е 0 ״ (® К + (г״

2£t- Us) =  (®£+ № )  =  ( 2 ( 4 )  / “ ’® fcV )• (15.14)

+ l, (* 2 2 )“ ל̂  1®“יי־ל(15.15)
\ h = z —n 2 =—סס/

2F!(—P, P — а  +  л; л + 1 ;  1) =

о о
'  / W ׳1

п +  &

Из формул (1.48), (1.72), (1.77) следует соотношение

£ ( І ) С ; Й -  Г|“ ־ н >
А=0 4 7 '

Г (а — Р — п +  1 )п!

Г(«+1)

Под-

Г (д +  1 +  Р) Г (а — р — п ■f 1 )

Р \ / « - ? = ן ________ Г(«+1)________
+  fej Г ( л +  1 +р ) Г ( се  — р — п +  1)

а из (1.53)

ставляя эти значения в (15.15) и учитывая (1.48), приходим к (15.12).
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Д ля завершения доказательства теоремы обоснуем почленное дроб- 
ное дифференцирование ряда в (15.14). Согласно лемме 15.4 и равенству
 исходный и продифференцированный ряды можно представить ״(15.12)
в виде

Г(«+1)
Г(«+1 +Р)Г(«—Р—п -\-1)

оо

״ S—о.
)И ־־(־־->)“־£ / - а ) - ״ в1

соответственно, где функции gi(t)  и g2(t) аналитичны в окрестности 
точки а. Последние ряды сходятся равномерно по £б [а, х ] , при этом 
сходимость второго из них легко получается с помощью интегрального 
признака, если заметить, что

(15.16)
________ Г (06 -j- 1) dx_________
Г (т +  1 +  Р) Г (а — р — т +  1)

см. справочник А. П. Прудникова, Ю. А. Брычкова, О. И. Маричева 
[2, 2.2.2.4]. Поэтому в силу леммы 15.2 допустимо почленное дифферен- 
цирование ряда в (15.14).

Интегральный аналог обобщенного правила Лейбница (15.12) от- 
ражает

Т е о р е м а  15.2. Если функции f u g  аналитичны в окрестности точ- 
ки а, то справедлива формула

®“+ ( / g ) = J  ^ * ^ ! D S Z ’-'fSDtpgdx, (15.17)

се, (5 С Я1» а  Ф  — 1, —2, . . .  при нецелом (5, где ( ] определяется ра-
\*  +  fv

венством (1.48).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу аналитичности функций /  и g в окрест- 

ности точки а имеем

е т  (а)Цх) =  V f (/ - ( ^ - g ) ”. g(*) =  V  ■в ..Г-a —a)"• (15.18)mln\/1=0 m= 0

На основании лемм 15.1 и 15.2, а также формулы (2.44) получаем
f(n) ( v —a-ft f 3Г ( а ) ( х ~ а У

Г(т — а +  р +  п + 1 )  

g^ \ a ) { x - a ) m- x-  р

М  =
п =  0

{ 3 & g )  (х) =  V ,к а + ё м  / Г (т  — т — р +  1)
т= 0 v г 1 /

Подставим эти выражения в правую часть (15.17):

/ = ן   (

Г (а +  1) f  (a) g 1" - х) (а) ׳  а)״+” - “Л
00 00

V *.-Л т-п— я ־0  Г(т +  р Г(־ 41 (а—т—р+1)Г(т—06-)־Р-1-«41 ־)Г(п—р— זר־־ И )
(15.19)

Непосредственными оценками показывается, что последний двойной 
ряд равномерно сходится по т на всей вещественной оси. Поэтому воз­
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можно его почленное интегрирование и, следовательно, равенство
(15.19) принимает вид

/ = 2  2  г («+ 1) (а) г' ״1 ״) ) <* -  я)־״*׳“ X
л=0 т=О

dx
Г (т ־־)־ Р -f1 ־) Г (ос -—׳ т — (5 -f- 1) Г (т — ос р -(- ti -f- 1) Г (п—т—Р־Ь 1) .

Значение последнего интеграла известно:
во

dxf
, (15.20)

Г (а  +  т) Г ф — т) Г (у +  х) Г (6 — х)
י-—00

_______________ Г (« +  £ +  7  +  6 - 3 ) _______________
Г (а +  Р — 1) Г (а +  б — 1) Г ( т Н - Р - 1) Г (7 +  в - 1 )  

Re (а +  £ +  у +  6) >  3,

см. справочник А. П. Прудникова, Ю. А. Брычкова, О. И. Маричева [2, 
2.2.2.9]. Поэтому

V 1( , _ *־-»+»*  V  (в) g(m) (а) Г (п + ffl-f _ ,
)1 + а ־״־ г! т\ Г (п +  т/

п = 0  т =  О

)2.44( или в силу

оо во

1 - у  у  (( + :ג __ (ט״ר
^  Jmr* п\ т\

оо 00»(״)#

я=0 /я=0 

Л п )

fg(’( +“® = " ־ а׳(( ־ a)”S (х ־ י )* ־ £ ־ ך ^ 22+ ) ־
0=л=0 nv

что и4завершает доказательство теоремы.
Заметим, что формулы (15.12) и (15.17) после простых замен пере- 

менных распространяются и на левостороннее дробное дифференциро- 
вание £Е) * _ ,

В заключение укажем, что имеется большое число обобщений и 
видоизменений правила Лейбница (15.1). Они касаются формул (15.12) 
и (15.17) как для лиувиллевской формы дробного интегродифференци- 
рования, так и для других форм (см. об этом § 17, п. 2°).

§ 16. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ 
РАЗЛОЖЕНИЯ 
ДРОБНЫХ ИНТЕГРАЛОВ

В настоящем параграфе приводятся асимптотические представления 
дробных интегралов

X
М+П (*) =  — + -  а > 0 , (16.1)

г (a) Jо
при и х—*־+  оо, если известна асимптотика функции f  вблизи этих 
точек. При этом наряду с асимптотикой, учитывающей степенные члены
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разложений, рассматривается и асимптотика, учитывающая, кроме того, 
логарифмические и показательные члены.

1°. Определения и свойства асимптотических разложений. Приведем 
некоторые необходимые определения (более подробно см., например, в 
монографиях Ю. В. Сидорова, . М. В. Федорюка, М. И. Ш абунина [1, 
§ 42], М. В. Федорюка [2, глава I] и Ф. Олвера [1, глава I ]) .

О п р е д е л е н и е  16.1. Пусть М — некоторое множество точек на 
действительной оси и а — его предельная точка. Последовательность 
(фп(х)}, п — 0, 1, 2, ..., определенная при хвМ, называется асимптотиче- 
ской последовательностью (при х-+а, х£М), если для любого п

Ф*+1 (х) 0 ) (фп (х))־=  х ^ а, х־ £  М). (16.2)

Примерами асимптотических последовательностей являются последова- 
тельности 1 ) у п(х) = xvn, х -»-0 ; 2 ) фп (х) =  х_Дп, х ->  оо; 3) фп (х) =
=  ( 1п х )-ц ״ , х -> -0  или Х -+ 00, где {цп} — некоторая возрастающая после- 
довательность, причем Н т ^  оо.

Л -+ ־ оо

О п р е д е л е н и е  16.2. Пусть {ф״ (х) } — асимптотическая последова־
оо

тельность (при х —̂ а, х £ М). Формальный ряд ^  апФ71(*)> где ап ■— нет-
п = о

торые постоянные, называется асимптотическим разложением или асимп- 
тотическим рядом функции f(x), если для любого N ^ 0

N

f ( x) — ^ i anfpn (x) = o(0f>N (x)) (х-+а, х£ М ) .  (16.3)
п = О

Д ля обозначения связи между асимптотическим рядом и функцией 
/ будем использовать символ

оо

/ (Л) ~  2  (х) (х-+а, х£М) .  (16.4)
я = 0

Асимптотическое разложение по степенной асимптотической последова- 
тельности (см. примеры 1 ), 2 )) будем называть степенным асимптотиче- 
ским рядом.

В дальнейшем указание на множество М будем опускать. Отметим 
также, что хотя сходящиеся ряды являются асимптотическими, термин 
«асимптотический ряд» обычно употребляется по отношению к рядам, 
которые не обязательно сходятся.

Приведем некоторые свойства асимптотических разложений. Важнейшее 
из них — единственность: асимптотическое разложение данной функции по 
данной асимптотической последовательности единственно. Однако разные 
функции могут иметь одно и то же асимптотическое разложение, например:

оо оо

е~х V  0 -х־־" и 0 - V  0-х~п при х ->  +  оо.
п — 0 л = О

Со степенными асимптотическими рядами можно обращаться так 
же, как и со сходящимися степенными рядами: складывать, перемно- 
жать, почленно интегрировать и дифференцировать. Непосредственно, 
исходя из определения 16.2, доказываются следующие утверждения.

Л е м м а  16.1. Пусть {\1п} и {vn} — возрастающие последовательности, 
lim рп =  l imvn = - ( - 0 0  и при х-> <х> имеют место асимптотические раз-

Л ־ * о о  П *־ е о

ложения
00 00

/  (*) ~  2  0-nX~^n-> g (х) ~  2  bnX~Vn- ’
л = 0  п — 0

2 2 0



Тогда при х  - + ־י  оо
е е  00

f{x) +  g (л) ~  2  СпХ~Хп, f{x)g (х) ~  2  СпХ־ °П,
п= 0 п = О

где возрастающая последовательность {X״ }, Н т ^ = ״  + о о ,  получается
П -+ 0 0

перегруппировкой членов последовательностей {р,״ } и {vn}, а возрастающая 
последовательность {а״ }, Нтсгп =  + о о , — перегруппировкой произведений

tl~+  оо

по возрастающим значениям. В частности, =  min (щ,, v0), сг0 =
- Цо̂ О•

Л е м м а  16.2. Пусть {р״׳.} — возрастающая последовательность, |лп <כ 
= а limp,n כ> 1  + о о . Если функция f  (х) непрерывна на (с, 00 ־4־ ) и

л ־ » • »

/  (х) ~  ^  апх Ц7г при х->--]-оо, (16.5)
п = 0

то этот ряд можно почленно интегрировать:

f ( t ) d t ~  \ י י — —— х~^п+1 при 
& ״1*1 ־

З а м е ч а н и е  16.1. Утверждения, аналогичные леммам 16.1, 16.2, 
справедливы и для асимптотических рядов по последовательностям 
х»п при х->0, т. е. для

со

/ ( * ) ~ 2  апХ^п пр и (16.6)
п — О

Нам понадобится такж е следующая лемма Ватсона.
Л е м м а  16.3. Пусть а > 0 ,  р > 0, а функция f(t) непрерывна при 

и бесконечно дифференцируема в окрестности t = 0. Тогда при 
х-*־+оо справедливо асимптотическое равенство

f  f T * * Y 7 ) ־־ f )d t ~  —  У ^ Т ן   j  ^ « . (16.7)

о л=0

j

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой леммы см., например, в монографии 
Ю. В. Сидорова, М. В. Федорюка, М. И. Ш абунина [1, с. 408].

2°. Случай степенной асимптотики. Пусть {р,п} — возрастающая по- 
следовательность и l i m p n =  +  oo. Будем искать асимптотические раз-

ОО

ложения дробных интегралов / “_!_/ при условии, что функция f имеет 
асимптотику вида (16.5) или (16.6).

Наиболее прсргой результат дает асимптотика (16.6). Именно верна 
Т е о р е м а  16.1. Пусть (|Ап) — возрастающая последовательность, 

цп >  — 1 и lim р,п =  + о о .  Если f  (х) удовлетворяет условию (16.6), то
Я 00►־

дробный интеграл (/o+f) {%) при х-»0־  имеет асимптотическое представ- 
ление вида

^ (־ ів 41|) ап Г ו^י(16.8) п+а
Z i  І Ч а + т  +  І)('»+/) W

N
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно (16.6), f ( t ) =  ^  атЎп 4־ RN (0• Поэто- 

му в силу формулы (2.44)
л=0

221



V  ДпГ(|Лп +  1 ) ^ п+а ,г (« + (*4-1 ״)Г (1 — t f ~ xf(xt)dt
Г (a) J '( = (х) (/+״/

+  *  -  j  R.v (*0 (1 -  (16.9)

Согласно (16.4), R N (t) = 0(1?п) при / -> 0 .  Следовательно, для достаточно

больших N  R N {t) — t cc(t), где а  (О— бесконечно малая функция при
1

£-н<-0. Отсюда получаем j R ^ x O ( ! — f f ^ ' d t  = 0 (x*N) при x -> 0 , и тогда
о

из (16.9) вытекает утверждение теоремы.
Более сложным является случай, когда f(t)  имеет асимптотику

(16.5). Здесь известны три основных способа нахождения асимптотиче- 
ского разложения дробного интеграла (16.1): метод последовательных 
разложений (Э. Я. Риекстынып [1] и [2, т. 1, § 11]),  метод, основан- 
ный на представлении / f с помощью равенства П+״ арсеваля для преоб- 
разования М еллина (Э. Я. Риекстынып [2, т. 3, § 31.1—31.3], R. А. Нап- 
delsman, J. S. Lew [1, 2], R. Wong [2]) и метод, основанный на теории 
обобщенных функций (J. Р. M cClure, R. Wong [1]) .  Дадим асимптота- 
ческое представление (16.1) методом последовательных разложений, 
который является наиболее элементарным. Д ля простоты изложения 
предположим, что f(t)  имеет асимптотику

со

f ( t ) ~  2  апГ п~*, 0 < р < 1 , при t  —>■ -J-оо. (16.10)
п= о

Асимптотическое разложение для /“+ / будет различным в зависимости от 
того, что 0 С  Р С  1 или же f! =  1.

Т е о р е м а  16.2. Пусть функция f  локально интегрируема на (0, + оо) 
и имеет асимптотику (16.10) с 0<сР<С 1. Тогда дробный интеграл 
(/“+/) (л) при х j-oo имеет асимптотическое разложение вида- -י—

ха~ п,
п)

(16.11)

°° ,
у ч _____К_

г  (1 +  а
п —  1

.а—р— папхר г  (1 — п — р)
Г (1 +  а  — /г — Р)

(П+П (х) ~
/2=0

где постоянные Ьп выражаются формулами

Ьп =  \  Г fn (0 п =  1 , 2 , . . .  , (16.12)
1)• J  ^

%
/ 1 ( 0  =  ^ / ( 0  — /п+1(0  =  tfn (f) — an, п = 1 , 2 , . . .  (16.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как / ( 0  =  Г־р [а0 +  /!(01, где /! (0  — функ- 
ция из (16.13), то в силу (2.44) имеем

{ П + т  -  7 W +  Г ( 1 + а ~ р )  * Р’ (16.14)

1
где / (x )= x ־ Pj (1 — 0 а - 1 /1  (•*0 Обозначив g !(0  =  (1—О“- 1  — 1 и при- 

о
няв во внимание (16.13), придем к
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/

(16.15)

хр/ = (זג)   J /! (xt) g t (t) t *dt +  J /! (זג/) / pdt =
0 0

=  —  f f /2  (xt) ^ - t - * d t  +  a! f t~ * d t )  +  f f L (xt) t~ * d t. 
x  Vo t■ 0 t ' 0

Продолжим этот процесс. Введем обозначения

- ^ -  =  8Ut),  g 0 ״(  — g״ (°) =  g1.+ ,W.

a — 11 , 2 ״ ־ ־ .........  go (t) =  (l -  t f

Тогда x*I (x) можно представить в виде

ХН - (זג)   — j  f N+l  (xt) g*N (t) i *dt +  2 ־“־   f 8n (t) t 3d t  4 ־
x  0 n = ג 0 1  ז

+  2 ־7־ ' - f J ־ "  / ,+ . ־* 0*)  ,‘‘U- (16-16)
n =  0 X  0

Заметим, что из (16.10), (16.13) и (16.15) вытекают соотношения

f» + 1 W ~ 2 ‘W ־ i ■ ^ + ° ° .  0 , 1 , 2 ( (16.17.........״ = 

(1 — а)п

й = 1

п!п  й (0 )  =g,* __ 2  (&D̂( } (Q) 1)  2 a — ״ __  )ft /А—я
А:!

(16.18)
к—пк —п

Согласно (16.17) и лемме 16.2, при 00+ < -  имеем оценку вида זג

j  / = ־״* ,+״ (*)  ' j > W ,+״/  »־״־ - י-״־ג  j  / 1) ,+ Г (״ df״ 

, п =  0, 1, 2, . . .  (16.19)ft+яа
2-гв<й.״>и ^ ־ ׳ ן

0 fcS (Л ־+־ Р — 1)* А

Тогда в силу (16.18) и (16.19) при• זג->-+оо находим

ih~ N- * d tJ ?N+ 1
г - ״ ) *1(

л!
j  / jV-f-1 (xt) g*N (t) t  *dt =  2

h=N

f w ■־*־״״* 2 o ״י*‘ ־ ״ *■
k = N  f t l  L n

n + Na

n= 1 ( ti  N  +  P — k  — 1 ) x n .

или после некоторых преобразований с учетом (1.72) и (1.77)

- ■*־* +”• % ־ * у ־־V־+2 ׳ ״ - ז /л+׳м 1~ ׳ К=1 х ״0 זג= о
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где

л - =)1 ־ ״■ У - ן  fM+t (0 ״>  ־ рл ,

( 1 — a)ftN — 1

+ 2

(Л +  Л0! 

Г(сс) Г (1 — п — N — Р)
+ £  k\(n +  N  +  Р — k — I) J־л-f-JVВ п =  а

(16.20)§ f N+1(xt)g*N (t)t-?׳dt=0(xb  *) при х -> + о о

Отсюда вытекает оценка 
1

Учитывая (16.19) и (16.20), для I (х) при имеем соотношение

п— 1 ■Я V 0  й = 0а ״)!*  + р - * - 1 )

ץ 1

или в силу (16.18), (1.72) и (1.77)

а » Г (а )Г (1 -я -Р )  х — п —& +  у '  ( ! - « ) .  
,Й  Г (1 0 ״  -fa ) йо ״ |У+>

N
X/ «  =  2

X f / 0 ) , + е>ш + о״ ( - ± р
О \  х

(16.21)

Подставляя это выражение в (16.14) и учитывая равенство

(1 — » = ״ l(1“ Г (а "(־ )/г  (а ־ י(״  י
получаем доказываемую формулу (16.11).

Т е о р е м а  16.3. Пусть функция f  локально интегрируема на (0, +  оо) 
и имеет асимптотику (16.10) с 1. Тогда дробный интеграл (/“+/)(*) 
при я —> + ° °  имеет асимптотическое представление

(16.22)а — п— 1(/0+/)(X) ~  In х V + ' ха п -ך—^   V  с ״ .
Йо Г (“ - ־1 п~ 0-(״ 

где постоянные сп находятся по формулам

+
ат_____ f  ( ! - ־ »)»

Г (а) а  * 1(Л — л)
k J=n

с0 =  а 0[ф( 1 ) — Ф(а)1 +  dx, сп

(16.23)

(16.24)

(16.25)

״2■ = . , . .1 2* *4 7 + Г (а — п) п\

dt, п =  0 , 1 , 2 ,Ujid1+״=  +  J  ( ^ , ( 0
6 1 '

/1(0 =  ПО. / л+1(0 = О Л О  — п״- ь  1 , 2  = ״  ,

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы проводится по той же схеме, 
что и доказательство теоремы 16.3. Используя обозначения (16.18) и
(16.25), вместо (16.16) получаем представление
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Г (а) х^П+т = — j  /»+, №) е« (О <Й +
X о

+  2  j & !(0 л  +  2 '  0 ־ ־ ? י * І ; 1 о זג!Л• (16-26)п=1 о л=0 /1(>״+>(
Соотношение (16.17) здесь заменяется на

r-h
__ an+h— 1

ft=l1 1 
Интеграл j" fn+1(xt)dt с помощью (16.24) представим в виде §fn+l(x t)d t=  

о о
х

(16.27)/л+1 (*) ~  2  an+h-lf k’ *־ * + ° ° י  Д =  0 ’ 1 ׳ 2׳

А+/г 
t. ״ ft

X '
ап
t j־  ^  +  dn+ 1 j

1
X

(а п ln x — 2
ft=1 א

= ■ +״/[ !(* )#
1
л:

силу (16.27) и леммы 16.2 ^fn+l(xt)dt

+  dn+ X י 1 +  оо. Подставляя эту оценку в (16.26) и учитывая (16.20) 

с р =  0, получаем при х —>־ -+- с» соотношения

XО - « ) Г (аХ/о+/)(х) = 2“־־*«  j  г״ (О Л + *2 1+л ו sm 0!זג  ״ - ״ лמ= о 1 זג «=
In זג
jv+1+  0'f t-j- л*2־  ( l - a ) n а

kiT
X (ал1п х+  dn+1) 2  .у ,+Г  2

n=0 n \X  fe=l

H------ ^0 J g \  (t ) d t +  d! j +(1 — a )nanN- 1

) ״_1+ l - a ) f t

n!je1+״ 
1

ln x
n= 0

О ^!(״  — k)

lnx

( f g n + 1 ( t ) d t —  2
'  0  f t= C

ЛЛ-І

2 +=מ 1 זג
״ ( »+

(1 — «)л
/г!1מ++  d

Согласно (16.18) с учетом формулы 2.2.4.20 из справочника А. П. Пруд- 
никова, Ю. А. Брычкова, О. И. Маричева [1], имеем

dt =  1) (נ|ו — ф(1 — а),I  ( 1 — О ” 1 — 1 ־

t
ן  g \ ( t ) d t = j

■у! (1 — d)k
.M  kUk —

О - « ) *
n— 1

j  gn+A t ) d t - 2
£ 0  k \(n  — k) k\ (k — n)

А ФП

Отсюда на основании равенства (16.21) следует искомая формула 
(16.22).

3°. Случай степенно-логарифмической асимптотики. Пусть функция 
f ( t)  имеет степенно-логарифмическую асимптотику

(16.28)f (0 ~  2  ant*n 1̂п ̂ тп при *־<־־+  °о,
/2= 0
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где (ц п )— некоторая возрастающая последовательность, 1іт(хп=  +  оо,
П - +  со

тп — произвольные действительные числа. В этом случае асимптотиче- 
ские разложения дробных интегралов I ^  можно находить так же, как 
и в п. 2°, модифицированным методом последовательных разложений. 
Мы не станем на этом останавливаться (см. в § 17, п. 1°, исторические 
сведения к § 16, п. 3°), а рассмотрим только случай степенно-логариф- 
мической асимптотики вида

ОО
/  (t) ~  Г р V־  ап (In t)y~a при £ -> + о о , (16.29)

л=о

где р — неотрицательное, а у — произвольное фиксированные действи- 
тельные числа. Асимптотическое разложение в этом случае можно 
получить двумя способами: методом, основанным на представлении 
I qjJ  в виде свертки Меллина (N. Bleinstein [1 ]), и методом непосред- 
ственных оценок (R. Wong [1 ]). Воспользуемся вторым методом. 

Рассмотрим сначала случай 0 ^ р < 1 .
Т е о р е м а  16.4. Пусть вещественнозначная неотрицательная функ- 

ция f(x ) локально интегрируема на [0, + 00) и имеет разложение 
(16.29) с 0 < р < 1 .  Тогда при х-н^+оо

( / г + « 4 ~ * ״ ־ р 2 - в״ (|п *>т 1 6 -3 0 ) ־”׳  >О
где постоянные Вп представимы по формулам

В«= («) =  Y ■^־ 2 ״° -* (т +  * " ) ( “• Р)> (>631׳)

1
Qfc(a, р) =  j* (1 — t)a~ ]r &(\nt)hdt. (16.32)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дробный интеграл 70+/ перепишем в виде

J J  +  JJ .

(16.33)

1—а
л

1
+

f ( t)d t

Г (а) ין ( х - 7 ) Г “־־1 Н  V7 (* “ О

Ух
(/?+/)<*) =

Покажем, что J J  асимптотически мало по сравнению с / 2/. Выберем 0 <; 
■ < e< C l— Р• Так как (ln7)v =  0( te) при 7->-+оо, то из (16.29) имеем 
f(t) =  0  (/р~ е) при t —>00 ־ ־(־־  и, следовательно,

У х

J /(f)d f =  0 (х ( 1 н н 2 при х (־8)/ - > + о о .  (16.34)
о

У х
Положим Ма =  шах (1 — t)a~ l . Тогда T (a )J J  ^ M axa_1 Г f{t)dt  и в

0 £ 1 / 2 Jо ־*£־
силу (16.34) получаем оценку

=  О (ха_р_в) при х —> -{-оо, (16.35)

где 6 =  (1 — г — Р)/2 >  0.
Оценим J2f. Согласно (16.29),
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(16.36)
Отсюда

N

(16.37)

(16.38)

/  w  =■ <2 ־ ״   а « י +״ ״ 0״י  w .
я 0 ־=

Rn (t) — 0.(/־* (In t)v~ N~ *) при /-> »י ־4נ •

N

( Ш х )  =  2 זך7־ך   L  К  Р> У — ,(; ;״ (* + ג)
а' * מ=0 /

^ (а , Р, Y; *) =  | ( 0 — “aזג  ^- p (ln 0 v ^ ,
/Г

׳ *(*) =  ТМ ) [ ( * - < »)0״> *י1״ ־ •
' V r

где обозначено

Сделаем в (16.38) замену t= x х

L (а, р, у; ג;) =  ха p (lnx)v Г (1 — г)а Ч׳  р ( 1 -f- ■ V d r . (16.39)
*-1/2 V ln x  /

1пт \v  _ £י  , / у \ /  Іпт ץ  
' п х )  & [ к ) \ \ п х )

1 +Следовательно,

(16.39), осуществив почленное интегрирование, 
(16.32) и непосредственно проверяемую оценку

Здесь 11п т/1п х\ ^  1 /2.

Подставив это в
приняв во внимание

1/2
J (1 — т)а Ч   ̂(In t)ft dx =  О (л: с), 6 0 <- при х ,כ>  ־ +00 י  получим асимп- 
о

тотическое равенство

L (a, р, у; х ) ~ х а P 2 ( j ) Qfe â ’ P^lnA:)V k при х -+ + о о .  (16.40)

Согласно (16.36), существуют постоянные й > 0  и с >  1 такие, что \RN(01^

J [x—t f ~ lr \ \ n t f ~ N~ ldt, 
V x־

k

Г Й
для £ >  1. Отсюда rN(x )^^ k r ^ ( \n t) y~N~ l

а далее, приняв во внимание (16.40), имеем rN(x) — 0 (х а р(Inx)v N ז) при 
х->  +оо. Подставляя теперь (16.40) в (16.37) и учитывая последнюю оцен- 
ку, получаем после перегруппировки членов асимптотическое разложение

вида ( ~ (נג)(/2/ ха (lnx)v п при х ->  + ° ° .  где В п выражается фор-
л = 0

мулой (16.31). Отсюда, согласно (16.33) и (16.35), вытекает утверждение 
теоремы.

Случай р = 1  характеризует
Т е о р е м а  16.5. Пусть функция f локально интегрируема на 

(0, + оо) и имеет асимптотику (16.29) с р = 1 . Тогда при х-^ + оо

(16.41)

(16.42)

Г (a )* ־1 ״  (/? + « * ) ~  j  f  (t) d t +  2  С״ (In *)־׳י",
0 л=о

где
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(16.43)■ (In t y  dt.
1 (I — t)a~ l — 1

Aft (a) =  j

Д о к а з а т е л ь с т в о  осуществляется аналогично доказательству 
теоремы 16.4 после записи интеграла / “+ f в форме

(/J+fl(*) - j —  (16.44)
״ а —1 х

г (а ) ОГ (а)

и представления второго члена в правой части в виде суммы двух инте- 
гралов по интервалам (0, ух) и (Ух, х) (см. (16.33)).

Случай р> 1  в (16.29) исследуется с помощью разложения (х—У)“-1 
в ряд Тейлора по степеням х и использования вместо (16.42) представ- 
ления

(/ ״״+ w = t S ־1‘-,י ' ! ' * г .

J ( х - О 6[ ^ ( 1“ 01] 1' ( ! - ) ^ 1- ^ - ״1 ־  f ( t)d t.  (16.45)
Г (a)+

4°. Случай степенно-показательной асимптотики. Нахождение асимп- 
тотического представления дробного интеграла /  f в случае, когда+״
функция f ( t)  имеет степенно-показательную асимптотику, основывается 
на лемме Ватсона (лемма 16.3). Ограничимся здесь рассмотрением слу- 
чая простейшей степенно-показательной асимптотики в нуле, когда

f ( f ) ~ e  x ,t^ a ntn при t —►־-}-О. (16.46)
n=Q

Т е о р е м а  16.6. Если функция f( t)  удовлетворяет условию (16.46), 
то дробный интеграл (7“+fj(x )  при х - > 0  +  -имеет асимптотическое раз ־ 
ложение

(10 +К х) ~  е~ ',х 2  Я16.47)  ,“2 ■*״4־ )
л= О

(16.48)(— 1)” к Г (п — k -f- a) ak 
(п — k)\ Г (а +  k +  1)

где постоянные Нп имеют вид

Г («  +  п +  1) ^
Г(«)

Нп — Н п(а) =

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно (16.1) и (16.46), справедливо соотно- 
шение

(16.49)

(16.50)

( /? + /) (* ) -  2 - 5 2 - J (л:- ! ) “ »,״ ־1- f  Л  при х ^ + 0 .
п=0 * (а1 О

Рассмотрим интеграл

dt.

dx.

Произведя замену переменной  ̂— х/(1 +  т), имеем

= (х) ״.»/■  xa+ne~i/x f  e~Tfxxa~ l (1 +  т Г ״1 ־ ״ ־
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Применив затем лемму 16.3, получаем

(16.51)(— l)ft (a -f- п Н~ l)fe Г {k 4  (а ־
. k\

- \ ! хAT2a+V^а,п (̂־ )
ft=0

при ־י־-זג + ס . Подстановка этого разложения в (16.49) приводит к доказы- 
ваемой формуле (16.47).

5°. Асимптотическое решение уравнения Абеля. В связи с задачами 
из приложений часто приходится искать не решение ф уравнения Абеля

( / 8 4 - Ф Х * )  - ■ ? 7 Т  f  * ( °  Г .  =  f  < * > ’  0 < А־ < + о ° .  < 1 6 • 5 2 )Г (a) j (х — О

а асимптотику ф в некоторой точке (обычно в нуле или на бесконечное- 
ти), если известна асимптотика свободного члена f в этой точке. В связи 
с этим введем понятие асимптотического решения.

О п р е д е л е н и е  16.3. Пусть {фп(Х)} — асимптотическая последова- 
тельность при х-*-а, свободный член f(x)  уравнения (16.52) имеет асимп- 
тотику

f (*) =  2  bn^ n №  при х *־ а @п€с > (16.53)  •(•• מ = 0י 1י 2י ־
=מ О

Если существует асимптотическая последовательность {%п (х)} при х -+ а , 
такая, что

00

ф(*) ~  2  пРи х ~*а л =  0, 1 , 2 ,  . . . )  (16.54)

( / о+ ф ) (х ) ~  (* )  пРа х ^ а >
/1=0

то асимптотическое разложение (16.54) будем называть асимптотиче- 
ским решением уравнения (16.52) прих-^а.

Отметим, что из свойства единственности асимптотического разложе- 
ния (данной функции по данной асимптотической последовательности) 
вытекает единственность асимптотического решения. Однако из сущест- 
вования асимптотического решения, вообще говоря, не следует сущест- 
вование самого решения.

Зная асимптотические разложения дробных интегралов (16.1), мож- 
но находить асимптотические решения уравнения Абеля (16.52). Напри- 
мер, следствием теорем 16.1 и 16.4 являются следующие утверждения, 
характеризующие асимптотические решения уравнения (16.52) при 
х-+0 и X—*—(- с».

1. Если свободный член f{x) имеет асимптотику
оо ^

/  (я) ~  2  а п ^ п при х-+ 0, (16.55)
л=О

р0׳ >  а  — 1 
выражает-

(16.56)

где рп — некоторая возрастающая последовательность, причем 
и Ит р,п =  оо, то асимптотическое решение уравнения (16.52)

/I—+■ 00
ся формулой

0.при tt»n~aтр Г (и»л 1 ־4־ ) о-п 
So Г ((in — а״  +  1)

<Р(0 ~
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2. Пусть функция f локально интегрируема на [0, +оо), О <с а <с 1 и
во

/  (л:) — х"р ”У  Ъп (lnx)v״־  при х -> + о о , (16.57)
«to .

где 0 ^ р < 1 —а, а у — произвольное действительное число. Тогда ло- 
кально интегрируемое на [О, + оо) асимптотическое решение уравнения 
(16.52) представимо в виде

Ф (0 -  Г а־ р 2  <1п при (16.58)
т—О

где постоянные ст находятся (по известным Ьп) из рекуррентных формул

&k (а > а +  Р)>
у  — п +  пг)

т
V1

Г(») А "־״ 
ь״. =

ь0,Г (1 -Р )
0 Г (1 — а — Р) 
.Р)]} и т. д־—

в которых £2й(а, р) имеют вид (16.32). Например, с

С1 =  ^ 1 ~  ^  {bi +  &0V №(1 — Р) — 4 |1 ) %> — כ
Г(1 — а  — Р)

§ 17. ЛИТЕРАТУРНЫЕ УКАЗАНИЯ 
И ДОПОЛНИТЕЛЬНАЯ ИНФОРМАЦИЯ 
К ГЛАВЕ 3

Г. Исторические сведения. К § 10, п. Г . Вторые из соотношений (10.4), (10.5) иногда 
называются первым индексным законом, см. Э. Лав (Е. R. Love [5], 1972 г.). Они ха- 
рактеризуют полугрупповое свойство операторов и ,рассматриваемых обычно в 
Ьр (а, b), 1 ^ р < о о .  Случай р = 1  см. в теореме 2.5 и в § 4, и. Г  (к § 2, п. 7°), а также 
в работах Э. Лава (Е. R. Love [2, с. 174; 3, с. 1058, 1060], 1967 г.).׳ Последнее из
утверждений теоремы 10.1 ранее не публиковалось.

Соотношения (10.4) рассматривали многие авторы. В случае R ea> 0 , R eP> 0 их 
изучали Э. Лав и Л. Юнг (Е. R. Love, L. С. Young [1], 1938 г.), Э. Хилле (Е. Hille 
[1], 1939 г.), X. Кобер (Н. Kober [1], 1940 г.). Последний в работе Н. КоЬег [2], 
1941 г., исследовал также случай R ea= Rep =  0, а = 0  для функции f(x),  принадлежа- 
щей некоторому подпространству пространства LP (0, Ь), р Э 2  М. Рисе (М. Riesc .־
[6, с. 12], 1949 г.) эти соотношения распространил на случай отрицательных Rea или 
Rep, но при условии, что f£ !0 ([a , b]), р > max(—R ea, — Re(a-f-p)). Формулы (10.4) 
для всех значений а  и р в различных классах обобщенных функций рассматривали 
И. М. Гельфанд, Г. Е. Шилов [2], 1959 г., и А. МакБрайд (А. С. McBride [2], 1975 г.,
[4], 1977 г.; [9], 1983 г,); причем последний использовал 3 основном клас- 
сы и Fp1l, см. § 8, п. 4°. В классе L!(a, b) или его подклассах, определяемых уело-
виями существования соответствующих дробных производных, эти формулы при всех 
значениях а и р  подробно исследовал Э. Лав (Е. R. Love [5], 1972 г.).

О формулах (І0.6), (10.7) см. ниже в подпункте «к § 10, п. 3°».
Частный случай формулы (10.12) при а 1—р! =  ±1  имеется в работе Y. W. Chen 

[1, с. 309], 1959 г., но, по-видимому, эта формула была известна и ранее. На множестве 
аналитических функций она рассматривается в диссертации R. Tremblay [1, с. 292], 
1974 г.

Теоремы 10.2—10.4 и леммы 10.1, 10.2 публикуются впервые. В случае р — 1, 
R e a > 0  эти леммы установлены Э. Лавом (Е, R. Love [2, с. 181, 184; 3, с. 1063, 1070], 
1967 г.), который использовал весовые классы Qg =  {f(x);x«f(x)GL![0, d], d<oo} и 
# r= { f(x ) : xrf(x)GL1 (a, 00), a > 0}.B этих же работах подробно исследовались со- 
ответственно операторы (10.18), (10.19) и (10.20), (10.21), для которых были указаны 
композиционные разложения (10.22)—(10.29) лишь при таких значениях параметров, 
когда функция f(x) принадлежит всему пространству Qq или RT. Значения параметров, 
для которых существование этих разложений может быть обеспечено лишь сужением 
этих пространств условиями представимости типа f(x) =/^_|_ф(х), R ep> 0, ф Е ір (0, d), 
автором не рассматривались, что несколько сузило глубину исследований.

К § 10, п. 2 °. Теорема 10.5 публикуется впервые. Однако первое из соотношений 
(10.38) в другой форме получил Э. Лав (Е. R. Love [7], 1985 г.). Он назвал это ра- 
венство третьим индексным законом и подробно исследовал условия его справедливости 
при всех значениях параметров в классе L!((0, оо); x^(x-j-l)v) или соответствующих
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подклассах, определяемых условиями представимости, о которых говорилось выше и 
которые для своего цикла работ он здесь использовал впервые.

Отметим, что обращение оператора (10.39) для функции f(t),  у которой f ( t ) =  0, 
t > a > 0, впервые получили Н. И, Ахиезер, В. А. Щербина [1], 1957 г., см. § 39, п. 2°, 
36.7, 36.8.

К § 10, п. 3°. Теоремы 10.6, 10.7 публикуются впервые. Однако соотношения (10.42), 
(10.43) и (10.6), (10.7), которые характеризуют второй индексный закон (по терми- 
нологии Э. Лава (Е. R. Love [5], 1972 г.)), встречались и ранее. По-видимому, впервые 
частный случай соотношения ( 10 .6) вида S)hxik~l2)h~if ( x ) = x h~i2)2h~lx kf(x), 
=d/dx ,  с помощью формулы Лейбница получил Д. Уиддер (D. V. Widder [1, с. 17,
лемма 3.11], 1938 г.). В терминах операторов Кобера / + а> А ^ ״(18.5), (18.6 ) для слу- 
чаев а > 0 ,  (3>0 эти формулы установил X. Кобер (Н. Kober [1], 1940 г.), см. (18.16). 
Также формулы вида (10.6), (10.7) встречались в работах Т. Хиггинса (Т. Р. Higgins 
[4, с. 7—8], 1965 г.) и Э. Лава (Е. R. Love [2, (3.9)], 1967 г.), причем последний в 
работе Е. R. Love [5], 1972 г., осуществил подробное исследование формулы (10.6) 
в классе Qq для всех значений параметров, получив результаты, аналогичные указан- 
ным в теореме 10.6. Подробные исследования второго индексного закона в некоторых 
классах обобщенных функций осуществили А. Эрдейи (A. Erdelyi [15], 1972 г.) и А. Мак- 
Брайд (А. С. McBride [1, 2 , 4, 6, 9], 1975—1983 гг.), причем последний изучал его для 
более общих операторов J q^ . ^ /п , см. (18.41), и в пространствах Fp}l и F p)l

см. § 8, п. 4°.
Оператор (10.47) в классах функций Qg, Rr рассматривал О. И. Маричсв [1, 2], 

1972—1974 гг., а оператор (10.48) в случае т  =  0 — А. МакБрайд (А. С. McBride [7], 
1982 г.) в пространстве F рлх и И, Днмовски, В. Кирякова (I. Н. Dimovski, V, S. Кдгуа- 
kova [2], 1985 г.).

К § Ю, п. 4°. Теоремы 10.8, 10.9 публикуются впервые. Однако композиции вид
ПП /  ,ек1х } (х) известны давно—они встречались в работах А. В. Летникова [9] ׳•“

/ = 1  а+
1888 г., и П. А. Некрасова [3], 1888 г., где в таком виде искались решения диффе- 
ренциальных уравнений порядка п с двучленными коэффициентами. Такие композиции 
при п — 2 и их обращения встречались в работе Н. Т. Davis [2, с. 137], 1927 г., но 
систематическое исследование таких операторов было проведено значительно позже 
в работах Т. Прабхакара (Т. R. Prabhakar [1], 1969 г.; [2], 1971 г.) в связи с изуче- 
нием обратимости оператора (10.55). Операторы (10.55) и (10.56) как частные случаи 
оператора (10.63) и его аналога рассматривались соответственно в работах Т. R. Prab- 
hakar [5], 1972 г.; [6], 1977 г.

Оператор из правой части (10.62) в случае Я =1 изучался в работе Ж. Белварда 
(J. A. Belward [1], 1972 г.), где было получено его обращение через дробные интегра- 
лы, использующее композиционную структуру (10.62) этого оператора.

К § 11, п. 1°. Теорема 11.1 принадлежит И. Племелю (1908 г.) и И. И. Привалову 
(1916 г.) в невесовом случае (см. доказательство и ссылки в книге Н. И. Мусхелишви- 
ли [1]) и Р. В. Дудучаве [1, 2] в весовом случае. Теорема 11.2 получается из теоремы 
1 1 .1  несложными преобразованиями (например, отображением • прямой на окруж- 
ность). Теорема 11.3 принадлежит М. Риссу (М. Riesz, 1927 г.) в невесовом случае и 
К. И. Бабенко (1948 г.), Б. В. Хведелидзе (1957 г.) в весовом случае (см. литератур- 
ные ссылки и доказательства, например, в книге И. Ц. Гохберга, Н. Я. Крупника [4]).

К § 11, пп. 2 , 3°. Первой работой, содержащей, по крайней мере неявно, идею связи 
левостороннего и правостороннего дробного интегрирования через посредство сингу- 
лярного оператора была статья N. Zeilon [1], 1924 г. В этой работе для случая полу- 
оси фактически имеется формализм, равносильный связи (11.30), а также одной из 
связей (12.8) (см. с. 9 и 7 указанной работы). Следует сказать, что работа (хотя и 
выполненная формально и с погрешностями в формулах, в том числе и на указанной 
с. 9) содержит интересные и оригинальные идеи, явно навеянные работами Т. Карле- 
мана, но не замеченные ни современниками, ни последующими исследователями. В этой 
статье впервые было рассмотрено обобщенное интегральное уравнение Абеля, содер- 
жащее и левостороннее, и правостороннее дробное интегрирование (см. об этом урав- 
нении в § 30). Эта содержательная работа оставалась неизвестной и авторам настоя- 
щей книги, обнаружившим ее по счастливой случайности в 1985 г.

Связи (11.10)—(11.12) получены независимо Л. фон Вольферсдорфом (L. von 
Wolfersdorf [1 ], 1965 г.) и С. Г. Самко [4], 1967 г., тождество (11.10) получено также 
X. Кобером (Н. Kober [5], 1967 г.). Следствия 1 , 2 из теоремы 1 1 .4 и замечание 11.2 
даны в той же работе С. Г. Самко. Связи (11.16)—(11.19) установлены С. Г. Самко 
[1, 2], 1967 г.; [3, 5], 1968 г., связи (11.18), (11.19) были получены и Л. фон Воль- 

ферсдорфом (L. von Wolfersdorf [2], 1965 г.). Можно указать также работы S3. Kuttner 
и ь  1953 г., н Y. W. Chen [2], 1961 г., в которых была предпринята попытка отыскать 
связь (11.17), однако конкретные связи типа (11.16) — (11.19) там не были обнаружены. 
Позже связь (11.19) была переоткрыта в работах R. К. Juberg [1—3], 1972—1973 гг.

Модификация связей (11.16), (11.17) для значений 0 < а < 2  в виде (11.23), (11.24)



получена А. А. Килбасом [5], 1977 г. (см. также [7]), и Б. С. Рубикым [10], 1977 г. 
Модификация связей (11.18), (11.19) в виде (11.25), (11.26) установлена Б. С. Руби- 
ным [11], 1980 г.; здесь же даны модификации связей (11.16)— (11.19) при любых а > 0  
(см. об этом ниже в § 17, п. 2°).

К § 11, п. 4°. Теорема 11.6 об урезании лиувиллевского дробного интеграла на 
полуось и следствие 1 из нее фактически получены Б. С. Рубиным [I], 1972 г. Инва- 
риантность пространства /®(Lp) относительно умножения на характеристическую 
функцию полуоси другим способом показана также в работе С. Г. Самко (15], 1974 г. 
Теорема 11.8 доказана С. Г. Самко и ранее не публиковалась.

К § 12, п. 1°. Широкое использование оператора /® начинается с работ М. Рисса 
(М. Riesz [2], 1936 г.; [4], 1938 г.; [5], 1939 г.), где этот оператор вводился в много- 
мерном случае. Потенциал На<р как самостоятельный объект для исследования появля- 
ется в работах Ж. Окикиолу (G. О. Okikiolu [1], 1965 г.; [2], 1966 г.), хотя более 
общий потенциал 7f, содержащий в качестве частного случая и потенциал Рисса /®<р,
и потенциал #®ф, был введен ранее В. Феллером (W. Feller [1], 1952 г.). Связи 
(12.6), (12.7) доказывались в работах (G. О. Okikiolu [2], 1966 г.) и С. Г. Самко [4], 
1968 г., см. также [13], 1971 г., но по крайней мере первая из них была известна еще 
Г. Торину (G. О. Thorin [1, с. 37], 1948 г.). Лемма 12.2 доказана в работах Н. Kpber 
[6], 1968 г., С. Г. Самко [13], 1971 г. Теорема 12.1 получена С. Г. Самко [13]. Равен- 

ства (12.19) — (12.21) ранее отмечались в работе Н. Kober [6]. Утверждение (12.22) о 
полугрупповом свойстве операторов получено В. Феллером (W. Feller [1], 1952 г.).
Потенциалы / аср, Я®q> в форме интегралов Стилтьеса рассматривались в книге Р. L. Butzer, 
W. Trebels [2, с. 31—35], 1968 г., см. также [1].

К § 1 2 , п. 2°. Результаты этого пункта получены С. Г. Самко и ранее не публи- 
ковались.

К § 1 2 , п. 3°. Связи (12.46), (12.47) получены С. Г. Самко [1], 1967 г., см. также 
[3], 1968 г.

К § 13, пп. 1 , 2°. Утверждение теоремы 13.1 получено Б. С. Рубиным [1], 1972 г. 
В связи со следствием из теоремы 13.1 отметим, что совпадение (почти всюду) дроб-■ 
ных производных Римана—Лиувилля и Маршо на абсолютно непрерывных функциях 
отмечалось еще Я- Тамаркиным (J. D. Tamarkin [1, с. 222, лемма 1], 1930 г.).
Описание дробных интегралов от функций из L P(a, Ь), указанное в теореме 13.2, по- 
лучено Б. С. Рубиным [1], 1972 г.; [3], 1973 г. Утверждения теорем 13.3—13.5 ранее не 
отмечались. Близкое к теореме 13.5 утверждение содержится в работе A. Marchaud 
[1, с. 385], 1927 г. Теорема 13.6 и более общая теорема 13.12 указаны С. Г. Самко 
и отмечаются впервые. Теорема 13.7 дана С. Г. Самко [14], 1973 г. Случай р =  1 в этой 
теореме получен ранее М. М. Джрбашяном, А. Б. Нерсесяном [6, с. 17], 1968 г., при 
условии а(х)вН'([а, Ь\). В связи с теоремой 13.7 отметим, что мультипликаторы в 
весовом пространстве лс—а /^_j_[Lp(7?.|_; р)], p = * v,рассматривались в работе F. Penzel 
[1, с. 18—23].

К § 13, п. 3°. Результаты этого пункта получены Б. С. Рубиным [1], 1972 г., и 
здесь изложены с некоторыми добавлениями. В связи с ' представлением 7^.ср=/^.ф , 
указанным в следствии из теоремы 13.9, отметим, что на проходившей в 1974 г. кон- 
ференции по дробному исчислению и его приложениям (США, Нью-Хейвен) Э. Лав 
(Е. R. Love) поставил вопрос о существовании такой связи между дробными интегра- 
лами с разными нижними пределами интегрирования, см. статью Т. Ослера (Т. J. 
Osier [ 9 ,  с. 376], 1975 г.). Ответ на этот вопрос, таким образом, был известен в 1972 г. 
(Б. С. Рубин [1]).

К § 13, п. 4°. Результаты этого пункта получены Б. С. Рубиным [7], 1974 г. От- 
метим, что теорема 13.13 справедлива, как показано Б. С. Рубиным [22], 1986 г., при 
всех Ц1< 1 +Я,. Это же относится к леммам 13.2, 13.3. Аналогично в (13.37) (соответ- 
ственно в лемме 13.2') достаточно считать, что p,!<;A,-]-l.

К § 13, п. 5°. Классы Я а , На и лемма 13.4 содержатся в работе С. Г. Самко [27, 
§ 9], 1978 г. Там же доказана теорема 13.14. Близкое к теореме 13.14 утверждение 
в неявном виде содержится в работе Л. фон Вольферсдорфа (L. von Wolfersdorf [2], 
1965 г.).

К § 13, п. 6°. Обобщенные классы Гельдера по-видимому, впервые появляются 
в работе С. Б. Стечкина [1], 1951 г. Об оценках Зигмунда для сингулярных интегралов 
см. работу Н. К. Бари, С. Б. Стечкина [1], 1956 г״ и книгу А. И. Гусейнова, X. Ш, Мух- 
тарова [1]. Теоремы 13.15—13.17 доказаны X. М. Мурдаевым [1], 1985 г. Отметим 
обобщение теоремы 13.16 на многомерный случай в работе С. Г. Самко, А. Я. Якубова 
[2], 1985 г. Класс Фр введен в работе X. М. Мурдаева, С. Г. Самко [1], 1985 г., см. 

также [2], Он известен в литературе (при Р ^ 1 )  в случае 8 = 0 , см., например, книгу 
А. И. Гусейнова, X. Ш. Мухтарова [1]. При целых P=fe этот класс вводился С. Г. Сам-
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ко, А. Я. Якубовым [2], 1985 г. Класс в неявном виде использовался также в ра- 
боте С. Г. Самко, А. Я. Якубова [1], 1984 г. Оценка (13.69) и теорема 13.18 получены 
X. М. Мурдаевым, С. Г. Самко [1], 1985 г., см. также [2, 3], 1986 г.

К § 14, п. 1°. Теорема 14.1 установлена Г. Харди, Д. Литтлвудом (G. Н. Hardy,
J. Е. Littlewood [4], 1928 г.). Простое доказательство см. в работе В. П. Ильина [1], 
1959 г.

К § 14, пп. 2, 3°. Теоремы 14.5—14.7 содержатся в работе Г. Харди, Д. Литтлвуда 
(G. Н. Hardy, J. Е. Littlewood [3], 1928 г.) в случае периодических функций. Здесь они 
даны в несколько более общем виде. Теоремы 14.2—14.4 являются их модификациями.

К § 14, п. 4°, Формулы (14.29), (14.30) установлены А .  В. Летниковым [4, с. 20, 
58], 1874 г., в случае достаточно хороших функций f(x). Они отмечались в работе
K. Мопперта (К. F. Moppert [1, с. 149], 1953 г.) на непрерывно дифференцируемых 
.функциях. Теорема 14.9 об их справедливости на абсолютно непрерывных с весом 
функциях, а также теорема 14.8 установлены С. Г. Самко и ранее не отмечались.

К § 14, п. 5°. Теорема 14.10 о среднем для дробных интегралов доказана М. Риссом 
и впервые опубликована в работе G. Н. Hardy, М. Riesz [1 ], 1915 г., а затем в ра- 
боте М. Riesz [1], 1922 г. Приведенное здесь доказательство этой теоремы также 
принадлежит М. Риссу, оно изложено в книге К. Chandrasekharan, S. Minakshisun- 
daram [1, лемма 1.41]. Оценка (14.40) в единственном предположении, что ф(1)Г 
€L1(a, b), отмечена в работе S. Verblunsky [1, с. 173], 1931 г.

Теорема 14.11 и утверждение замечания 14.5 доказаны в работе М. Riesz [I], 
•1922 г. Неравенство типа Колмогорова (14.53) для функций f(x)&I%^.(b\oc)  есть 
немедленное следствие теоремы Рисса 14.11. В других предположениях и . на всей 
прямой такое неравенство доказано в работах Т. Банга (Т. Bang [1], 1941 г.) и С. П. 
Гейсберга [3], 1968 г. Литературные указания в связи с другими неравенствами для 
дробных интегралов и производных см. в п. 2° этого параграфа и в § 19, п. 8°.

К § 14, п. 6°. Отмеченная здесь связь дробного интегрирования с суммированием 
рядов и интегралов указана в работе Г. Харди, М. Рисса (G. Н. Hardy, М. Riesz [1, 
■с. 21], 1915 г.), где суммирование рядов на основе метода нормальных средних Рисса

00
развито применительно к рядам Дирихле ^  апе ~ ^ п . О других работах, использую-

п= 1
. щих дробное интегрирование в вопросах суммирования, см. в п. 2° этого параграфа.

К § 15, пп. 1 , 2°. Формула Лейбница (15.11) для дробного дифференцирования 
впервые появляется в работе Ж. Лиувилля (J. Liouville [2, с. 118], 1832 г.), где 
дробное дифференцирование определялось через разложение функций в ряд по экс- 
лонентам. На основе формы Римана—Лиувилля 3>а+ дробного дифференцирования 
формула Лейбница доказывалась X. Хольмгреном (Hj. Holmgren [1, с. 12—13], 1865—
1866 гг.}, где она дана с остаточным членом в интегральной форме. Год спустя фор- 
мула Лейбница появляется в работе А. Грюнвальда (А. К. Griinwald [1, с. 466],
1867 г.), а затем у А. В. Летникова [1, с. 58], 1868 г., см. также А. В. Летников [4,
с. 83], 1874 г. А. Грюнвальд исходил не из лиувиллевской или римановской формы 

дробного дифференцирования,. а из другой (совпадающей с ней на достаточно хороших 
функциях) формы определения &>а\ через предел разностных отношений. Такая форма 
излагается в § 20 (как дифференцирование по Грюнвальду—Летникову). Формула 
Лейбница для дробного дифференцирования рассматривалась также Н. Я. Сониным 
[2, с. 35], 1872 г.

Строгое доказательство формулы Лейбница (15.12) в терминах, близких к совре- 
менным, дано Е. Ватанабе (Y. Watanabe [1, с. 12], 1931 г.) для аналитических функ- 
ций. Приведенное в теореме 15.1 доказательство соотношения (15.12) следует идее 
Е. Ватанабе.

Серия статей Т. Ослера (Т. J. Osier [I, 2, 4, 5, 7, 8], 1971—1973 гг.) посвящена 
уточнениям, обобщениям и другим формам формул Лейбница (15.12) и (15.17) для 
дробных производных. В этих работах дробное дифференцирование рассматривается 
в комплексной области и определяется как обобщение интегральной формулы Коши 
дифференцирования интеграла Коши (эта форма дробного дифференцирования рас^ 
сматривается нами в § 22). При этом в отличие от более ранних работ Т. Ослером на 
этом пути получена точная область сходимости ряда в правой части (15.12). В рабо- 
тах (Т. J. Osier [6, 7], 1972 г.) доказаны интегральные аналоги формулы Лейбница. 
Частным случаем этих аналогов является формула (15.17).

К § 16, п. 2°. Теорема 16.1 хорошо известна (см., например, Э. Я. Риекстыныи (2,
т. 3, с. 271]). Теоремы 16.2 и 16.3 получаются фактически из результатов работы Э. Я- 
Риекстыныиа [1], 1970 г., в которой была исследована асимптотика интеграла свертки 
с переменным верхним пределом

X
Я ( х ) =  jV (x  — t) f ( t ) d i  при 17.1) .»ג : - - ] ־ )

о
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в предположении, что функции F(t) и f(t ) имеют при оо более общую, чем (16.10), 
асимптотику (см. далее обзор других результатов). При доказательстве теорем 16.2,
16.3 мы следовали методам этой работы. Заметим только, что в случае {3= 1 степенной 
асимптотики на бесконечности нами дана более точная асимптотика (16.22), чем она 
может быть найдена в указанной работе Э. Я. Риекстыныиа (где вместо 1пх стоит 
1п(*/2)).

К § 16, и. 3°. В работе Э. Я■ Риекстыныиа [1 ], 1970 г., указано на возможность 
нахождения модифицированным методом последовательных разложений асимптотики 
более общих, чем дробный интеграл (16.1), интегралов свертки (17.1) в предположе- 
нии, что входящие в него функции F(t)  и f(t)  имеют степенно-логарифмическую асимп- 
тотику (16.28). Другие методы нахождения асимптотических разложений интеграла 
(17.1) можно найти в монографии Э. Я. Риекстыныиа [2, пп. 11.3, 15.1, 22.8, 32.3].

Теоремы 16.4 и 16.5 доказаны в работе R. Wong [1], 1978 г. В этой же работе 
указано, что асимптотические разложения дробных интегралов (16.1) в случае, когда 
плотность имеет асимптотику (16.29), можно получить методом, развитым в работе 
N. Bleistein [1], 1975 г. Этот метод, основанный на равенстве Парсеваля (1.116) для 
преобразования Меллина (1.112), позволяет находить асимптотические разложения 
интегралов, имеющих вид

а

I  (х) =  | к  ( x t ) f ( t ) d t  при х ->• - J -  00 (17.2)
‘0

в предположении, что а = + ° ° .  а функции к(7) и f(t)  имеют логарифмическую асимп- 
тотику в нуле.

К § 16, п. 4°. Теорема 16.6 является частным случаем более общего результата 
Э. Я• Риекстыныиа [1, теорема 5], позволяющего находить асимптотические разложе- 
ния интеграла свертки (17.1) при х-*0־ в предположении, что функция F(t) имеет 
асимптотику (16.6), a f(t ) — обобщающую (16.46) асимптотику.

2°. Обзор других результатов. 11.1. Связи (11.16)— (11.19) и (11.23)—(11.26) лево- 
стороннего и правостороннего дробного интегрирования друг с другом можно рас- 
пространить на случай произвольного а > 0 .  Именно справедливо (Б. С. Рубин [1 1 , 
с. 919]) тождество

/ “_ф =  cos а л +״/ ф +  sin <хл/ ״+ ־ “ г ־®-/5  ״ ф +  Рпф, (17.3)
Г а 

п
где л =  [а], Рпф =

fc=1
b

ck = ־)  [ ( ״  — k)W (ft +  a  — л)]-* J  (/ — в) « + ь - і - .ф(*) dt״
a

11.2. Пусть x> 0 . Представления для композиций ха I t .  х—а  и ха 3)^_ х а /  ,ן_“
через сингулярный оператор 5  и некоторые операторы вида (1.44) с однородным ядром 
получены в работе Н. КоЬег [4, с. 450]. Эти соотношения могут быть получены с по- 
мощью связей (11.27)—(11.29) и (3.15), (3.16). В указанной работе (с. 449) показано 
также, что операторы х ~ а х~ а имеют одинаковый образ при рассмотрении их
в Lp (P jjJ.

12.1. Полугрупповое свойство (12.17) для потенциалов Феллера в указанном в
(12.17) общем виде—для М%1 , t1־ с произвольными коэффициентами щ, V1—вы-
полняется при a - fP < l  и лишено, вообще говоря, смысла в предельном случае а + Р — 1 • 
При специальном же выборе и2, v2 (по заданным и2, и!) полугрупповое свойство имеет 
место и при a-j־P = l:

X  во

M u ,  v M u 7 - f  =  М а ,  _ьФ = а  J  Ф (О М — Ь  J  Ф (О Л.
—  ов X

где О с а  с  1, ф (*) g  L! (І?1) и а =  и2+ 1д> cos ал , b =  и2 +  up совал. Из этой формулы 
вытекает формула обращения

f ( t )d t ן 
( t - x f  J

Г J _  C f  (0 dt 
i  dx J  (x — 0 ״

s i n  а л

л
ф(х) ־־
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для •потенциала Феллера M^ vq> =  f в случае q>(x)^L! (R1), см. также формулы (30.68)
JC

и (30.78). Обозначим еще о0f (х) — и J  f  (t)(x — 1)~'“ dt — v
—  00 X

ведлива следующая
Т е о р е м а  17.1. Для того чтобы функция f  (х) была представима в виде потен- 

циала Феллера f — Л4® иф от функции <pgL! (Rn), необходимо и достаточно, чтобы 
{х) q АС (7?1) и (и2-(- «о cos an) <0f (—־») -f- (о2 -f- му cos an)e>f ( + 0  =  ( « .־

Здесь АС (Ю) — класс абсолютно непрерывных на прямой функций (см., опреде- 
ление 6.1). Ср. также теорему 17.1 с теоремой 6.3. Приведенные здесь результаты по- 
лучены в работе С. Г. Самко [13].

— #) а<&. Спра-

12.2. В работе G. О. Okikiolu [4] рассмотрены потенциалы /а , Я® (см. (12.1), 
(1 2 .2 )) со степенными весами:

ду Ф (0 dt■ ל v~tt **־ 14
2 Г (a) cos а л /2  J \t — xj1—®Ф =

а
H.V/

Ф (t) dt
sign (t — x) 
\ l - x  I1־ ®

\ x f ~ v~ a 
2Г (a) sin a n / 2

и введены их модификации, отличающиеся от них одномерным оператором:
во

2Г (a) cos а л /2

sign (t х) 
\t — x ן1־  ®

lx |^v~®
2Г (a) sin a n /2

(мы несколько изменили обозначения по сравнению с указанной работой). Для них 
доказаны формулы композиции типа (12.19) — (12.21).

/ Р  / а  Ч оН -р ״  Р н« _  _ 7 « + Р
f f . v + a - ц  n , v  l i - f a . v • ״  a , v + a — ' n - f a ; v ׳

Ц P !т а    t )p  / а    & a — P
^ 0 , у - | - а — h ״ jh, v  ~ ״  a , v + a —h  p , v ״  p - f a , v

и ограниченность операторов 7®v, Я® v из ip ( /? 1) в Lq (Rl) при условиях р >  1 , 0 <  
<  р <  а  <  1 (или 0 <  а  <  1 при р — 0), — 1J+  1 /р <  v <  — а  +  1 /р,  1 /г  =  — р -f  
+  I /р >  0.

Отметим *также, что в этой работе получено обращение операторов /® v, Я® v с по-
d ״

^ Г Яа,т+а-ц•1— а1 ך—а
d x  4 v + a - p -мощью конструкций типа

В работе G. О. Okikiolu [5] исследована связь весового потенциала Рисса /^  с ^ ׳
весовым преобразованием Фурье:

^ v^  =  |x|v+ °  J  [t\veixtq  (0 dt.

Показано, в частности, что $р№+а) / « (Р)ф> 0 < а < 1 ,  — 1 < р <  — а , и 
/о у+<г^о^Ф =  ^ 0 ^ ф. 0־ < а < 1 , для достаточно хороших функций ф(х),

12.3. Оператор (12,44) является положительно определенным:
ь ь

2 Г (a) cos (ап / 2) (Л®ф, ф) =  j J [х— у\а~  1ф (х) ф (у) dxdy >  О,
а  а

где ф g k a (с, Ь), ф ( х ) ^ 0  (F. G. Тгісоті [1]).

13.1. Остановимся здесь на локальных свойствах дробных интегралов f (х) —  Ф_ן_®/
от функций ф (х) из Lp (a, b). Для уточнения их поведения в Lq (a, b), q =  р / ( \— ар)< 
1 < р < 1 / а ,  или в Я®1־ ^ ( « ,  Ь), р >  1 /а  (см. теоремы 3.5, 3.6), введем следующие 
величины:
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1 г \ 1 /־׳
־  J I/ (x)\r dxj ,

0

1 /г

Хг,0(Л 8)

с+е
1г,с (f. 8) = ך)  ^ -  j  I/ (x)\r dx\ при 0 < с < е ,  0 < Е < с

с—е

(для простоты взято а = 0 , Ь =  е). Особое внимание будет уделено предельному случаю 
р = 1 /а , о котором уже говорилось в § 4, п. 2°, 3.3. Приводимые здесь утверждения по- 
лучены Н. К. Карапетянцем, Б. С. Рубиным [3].

Т е о р е м а  17.2. Пусть f =  1%^ф, <pgLjj(0, е), 0 < а < 1 ,  1 < р < < » ,  Ра — 
— р (1 — ар ־1( . Тогда

j ן , £ ■ р
Xr,<y(f, е ) < с г£а~ 1/р П ІФ(лс)!״ rfaej (17.4)

= 1; 1 < г < Р а > 
^  м

если 1 < Р <  1/а; 1 <  г <  во, если р =  1 /а ;

Xr,c(f, e ) < C r©aj1Р М  ІІФІІР־ (17.5)

g a - i/p при 1 < Р  <  1 /а . 1 < >־׳ Р а .
в“1־ при р =  1 , 1 < г <Ра>

(1 +  ІІП8І)1׳?׳׳ при Р =  1 /а , 1 ^  Г <( оо ,

1 при 1 / а < р <  ® , 1 4/ Г 4^ 00 .

где

Отметим, что постоянная Ст в (17.4) не зависит от е, а в (17.5) не зависит от 
с ё [0, е]. При р < 1 /а  постоянная Сг в (17.5) не зависит и от е. При 1/а постоянная
Сг в (17.5) не может быть выбрана не зависящей от е. В случае р =  1/а для константы 
Сг в (17.4), (17.5) справедлива асимптотическая оценка

Сг =  0 { г х/р '), г -*со .  (17.6)

При 1 ^ р ^ 1 / а  оценку (17.5) можно уточнить: %r,c(f> в) =  0(<»а р(е)) при е-И). Отсюда 
вытекает одна локальная характеристика дробных интегралов. Именно при lsg p < o o  
в условиях теоремы 17.2 для любого 6 > 0  справедливы соотношения

If Ml0; ess infIf Mless inf1 — “ ז » » ״  i p  — ״  > « a  11.1 , , __ ■J'T — 0 .  ( 1 7 . 7 )0<*<6 xr 1/p |x-ci<6 *׳ר
Эти соотношения дают простые необходимые условия принадлежности функции f  М

классу (Lp (0, е)) дробных интегралов от функций из Lp (0, е). Например, если
функция / М  непрерывна на (0, е) и lim х хIp~ af  (х) ф 0, то f М  7®̂ _(LP (0 , е)). По-

этому же и f М  =  и а>р(|х — c |) ^ / J + (Lp (0, е)).
Заметим, что утверждения 1), 2) теоремы 17.2 точны в следующем смысле. Напри- 

мер, в случае р =  1 / а  для функции ф, (х) из (4.14) с малым <5 >■ 0 дробный интеграл

при 1 / е < х < 2 /е
-п-б+1 Ір׳

1п
1

f =  фб допускает оценку f (%) >

(см. §4 , п..2°, 3.3). Поэтому для с =  2/е имеем

1 \-б + 1 /р ׳
1п

1 ן & 

Х1 .с (/. s) > ^־ ״  j  [In (c — x ) - 1] - b + l / p ' d x ^  —
c — s

что и свидетельствует о точности оценки 2 ).

Пусть, далее, т 7 = —  j* If М  — f7 | dx, / CZ(a, Ь), см. (4.16), и ||/||* — норма 
' ' /

(4.15) в пространстве В М О  (а, Ь).
Т е о р е м а  17.3. Пусть f  =  / “_^p, Ф g l p (a, b), 1 <  р <  °°, 0 < а < 1  +  1/р. Тогда

(17.8)sup \ I \ P m/ /^cllq>Hp. 
I G (а,Ь)

236



Из неравенства (17.8), проверяемого прямыми оценками при а = 1  /р, вытекает 
ограниченность из L p(a, b) в ВМО(а, Ь) (и даже в VMO), отмеченная в § 4,
п. 2°, 3.3.

Отметим одно уточнение теоремы 17.3 при а = 1  /р, учитывающее поведение f(x)  
в окрестности конца х = а .  Обозначим

/ : / g B M O  (a, b), A — sup —
0 < е < & — а  8

ВМО° (а, Ь)1

Аналогично вводится класс ВМО® (а, Ь) с соответствующим условием на правом конце. 
Можно показать, что пространства ВМО® (а, Ь) и ВМ0£ (а, Ь) являются максимальными 
подклассами в ВМО (а, Ь), состоящими из функций, продолжимых нулем до функций 
из классов ВМО{—■ 00, b) и ВМО (а, 00) соответственно.

Т е о р е м а  17.4. При а — 1/р операторы и ограничены из [Lp (а, Ь), 
1 <Ср<С <», в ВМО® (а, Ь) и ВМО® (а, Ь) соответственно.

Так как ВМО (a, b) a  f| Lr (a, b), то из неравенства Джона—Ниренберга (Б. С.
г>\

Кашин, А. А. Саакян [1, с. 210]) вытекает, что

llflir — °(г ) ,  г - .« (־, (17.9
для /  g  ВМО (а, Ь).

Можно обобщить построения §4, п. 2°, 3.3, рассмотрев пространства

^  =  ^ / ( ^6^0. ־{(״° (־׳ = №  т > ־0
введенные Н. К. Карапетянцем, Б. С. Рубиным в работе [1], где показано, что 1У_£ (Lv)cz  
CZAt /р м . Введем более узкие пространства К положив в основу их построения
поведение локальных характеристик %г,0 (/, е), %г,е (/> в) при с о .

Для /  с  (О, 1) обозначим (0 (/) =  1, если /  =  (0, 8), 8 > 0 ,  и и  (/) =  (1-j-|ln|/|j)־׳, 
Я > 0 ,  для остальных интервалов. Положим

(17.10)<  °°}>co(f)Xr(f,  /)11^(1>м)I) =  {f:||fll= H־־׳v sup/СП (0,1)(0 .■ущДУ

где у >  0, 1 <  р <  оо, хг (/, 7) =  %т,о (/, е) для I =  (0, е) и Хг (/, 7) =  Хг.с (f, е) для 
7 =  (с — 8, с +  е). В силу неравенства (f. 7) ^  х« ( r ,(י 7/ ^ s ,  в определении (17.10. 
необходимо у > р - 1  при р <  00. Можно показать, что пространства У ^ банаховы 
Отметим также, что при /1 =  0 пространства У^ ^  (0 , 1) совпадают с Ьм (0, 1).

Т е о р е м а  17.5. Пусть а  =  1 /р, 1 <  р <  00. Тогда оператор 7^_ ограничен из 
Lp ( 0, 1) в пространства Х у (0, 1), л = есл« Я ־(1 ,0)  1/р ׳ ׳ , у > 1 / Р '  +  1/р при
1 <  р <  оо и у >  1 /р при р  =  о о  .

Представляет интерес выяснение взаимосвязи между пространствами У х и ВМО. 
Не останавливаясь на детальном исследовании этого вопроса, заметим лишь, что при 
Я =  1  = р/ץ  ׳ , р = о о  справедливы соотношения

Угш,я(0, 1)д±ВМО(0, 1), ВМО (0, 1)<£У7 >р,х(0, 1).

Первое утверждение проверяется на примере функции У! (х) =  |0 , при 0 <  х <  1/2 и

/ 1 w )׳״ ו In -------—— 1 при 1 /2 <  х <  1| (j: ВМО (0, 1). Второе утверждение справедливо для

произвольных допустимых значений у,  р, Я. Действительно, в противном случае для
f  g  ВМО (0, 1) будем иметь sup Х1 о (f, 8) < ° ° .  что дает /  g  ВМО1 ,0) ״). Последнее

0 < е < 1
не всегда возможно.

Заметим, что для пространств х״ р (0» 1) в отличие от вложение ВМО (0, 1)сZ
c z X y 1 ,0) ״) имеет место в силу (17.9), если у >  1 -j- 1/р. (Внимание авторов на этот 
факт обратил Б. Макенхоупт (В. Muckenhoupt).)

13.2. Как установлено в § 13, п. 2°, образы дробных интегралов 7®+ (Яр) и 7®_(1Р) 
совпадают при 1 < р < 1 / а ,  см. (13,23). Они совпадают и с образом ряссова потенциала 
/4“ <р На отрезке [а, Ь] (определяемого равенством (12.44)):

+״7  (LP) =  (Lp) =  (Lp), 1 <  р <  1 /а .
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Последнее равенство выводится из тождеств (12.46) или (11.16)—(11.19). В случае р >
]> 1 / а  выполняется соотношение

С+ (ьР) е ^  =  ^ _ (ь Р) е ^
(Б. С. Рубин [11]; см. в связи с этим тождество (17.3)). В случае а = 1 /р ни одно из 
указанных утверждений не имеет места, в чем можно убедиться с помощью локальных 
оценок теоремы 17.2. При р > 1 /а  отметим еще вложения

l%+ (Lp) c z A а  (Lp), 0 <  а  <  2 /р,

l%+ (LP)<=Aa (LpXSP! ,  2 / р < а < 1 ,

Л05 (Lp) с = ״/ + (Ip) ф Р и, 1/ Р < а < 1,

где Pj, j — 0, 1,— пространства полиномов степени /. Эти вложения выводятся из свя- 
зей операторов Аа-друг с другом через посредство сингулярного оператора,
см. (11.16)—(11.19), (12.46), (12,47). Н. К. Карапегянц, Б. С. Рубин [3] указали другое 
доказательство первых двух из этих вложений с помощью представлений

.а/2- a  j a / 2  хха/2 ja/2Ла

j a / 2  д . а / а״2 /2  /а /2  
х а+׳0■ 

0+/

13.3. Имеет место следующее обобщение теоремы 13.6 на случай пространства Ьр 
с весом. Пусть р ( х )  =  (х—а)у (Ь—х)6 . Справедлива ( С .  Г .  Сдмко [27, § 8, теорема 8 .6] 
и [5, с. 306] при более жестких ограничениях) следующая

Т е о р е м а  17.6. Если f (х) g 7“_ן_ [Lp (р)], 1 <  р <  ■», 0 <  а  <; 1, то и

(х -  а)״  (b -  x)v f  {х) g  / “+  [Lp (P1)J, pi (x) 1 ) ^ ( 0 - ^ — ־=  x ) ^  ’

при условиях — 1 < р < 1 . а — 1< v < 1 — а, >ץ׳  р — 1 +  шіп(0, рр), (a +  v )p —  
— 1 <  б <  р — 1 +  min (0 , pv).

13.4• Теорема 13.18 распространяется на случай веса, «привязанного» к обоим кон- 
цам отрезка [о, Ь]. Именно пусть р (х) =  (х — а)^ (Ь — x)v , |х ^ 0 ,  v > 0 ,  fi +  a < [ 2 ,  
р. -f  v << 2. Справедлива (X. М. Мурдаев, С. Г. Самко [1, 2]) следующая

Т е о р е м а  17.7. Оператор дробного интегрирования . 0 < а <  1, изоморфно 
отображает весовое обобщенное пространство Гельдера # “ (р) на пространство

״] +»/ о (Р)1 =  Н>  (Р)> ®а («) =  Saco (б).
если а> (б) g  Ф | у =  т а х (1 , р, v), р =  min (1 — а , V—•а),  где 1—класс (13.68).

13.5. Изложенные в § 13, п. 3° теоремы о сужении, продолжении нулем и склеива- 
нии дробных интегралов распространены в работе А. И. Линкер, Б. С. Рубина [1] на 
свертки со степенно-логарифмическими ядрами.

14.1. Теорема Рисса о среднем в форме неравенства (14.40) справедлива в случае 
бесконечного предела интегрирования:

0 <  а  <  1 ,<  ess sup 
K b

1 ф (/) dt0־״( * - j

при единственном предположении, что интеграл левой части сходится (G. L. Isa- 
acs [1 ]).

14.2. Имеет место следующее обобщение теоремы Рисса о среднем (14.40). Пусть
Ф(*)6 М °>  0 . I > 0 .  Тогда для 0 < а < 1  и А, < 1 1 — a  essт іп  Л ( ' “+  Ф) (0  <

о </</
хк j.

г  J ф (/) {х — t)a~ ldt ^  ess sup f t  (/®_  ̂ф) (t) в предположении, что в'этом нера-

венстве правая (левая) часть неотрицательна (неположительна) (L. S. Bosanquet [7]).
В работе J. Steinig [1] с помощью этой обобщенной теоремы Рисса о среднем 

исследован вопрос: как влияет наличие локальных экстремумов у дробного интеграла
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х % (І'о+У)(*) с весом х % на перемену знаков самой функции q>(x) (дробный аналог
простой теоремы о том, что функция меняет знак в точках локального экстремума 
своей первообразной)? В этой же работе рассмотрен также некоторый аналог теоремы 
Ролля для производных дробного порядка.

Отметим еще, что имеется распространение теоремы Рисса о среднем на значения 
а > 1 , см. Н. Тйгке, К. Zeller [1].

В указанной выше работе L, S. Bosanquet {7] имеется также обобщение теоремы 
Рисса о среднем на случай, когда степенное ядро (х— t) a ~ 1 заменено более общим 
ядром G(x— t) типа Н. Я- Сонина (см. о последнем в § 4, и. 2°, 2,4).

14.3. Теорема Рисса о среднем (14.40) распространяется на функции, интегрируе- 
мые в смысле Данжуа—Перрона в работах S. Verblunsky [1], J. С. ВигкШ [1]. В по- 
следней работе, а также в работах W. L. G. Sargent [1—3] рассмотрено также интег- 
рирование Чезаро—Перрона дробного порядка (так называемое (^,/?-интегрирование).

14.4. В работе L. S. Bosanquet [3] доказан дискретный аналог неравенства Рисса 
(14.40) в виде

2  '4H-v av ־|
V =G

т
2  max
v = D

/ fa 1- (j ץ
где А \  — f J, n ^  m ^  0 , a v—произвольная последовательность (указанные суммы

являются дискретным аналогом разностей дробного порядка).
Некоторые аналоги «интерполяционного» неравенства Рисса (14.42) для дискрет- 

ных разностей дробного порядка доказаны в работе того же автора (б].

14.5. Для дробной производной Маршо (D“ /) (х), x g /? 1, 0 < а < 1 ,  справедливо 
неравенство (типа Адамара)

1|0^/||с <А||Л1^~а/2 ||Г|1^2־

где ||Л1с= SUP 1/(*)|, Нё'Ня‘ =  SUP \ 8 ( * )  —  8 ( У ) Щ *  — У\ с точной постоянной к  =  xeR1 x,yeRl
^ 2 2- а /2  <2 1 / а — — 1 )«—1/Г (3  — ос) (С. п . Гейсберг [1]).

14.6. Неравенство типа Колмогорова

0—аУ-Э
WtiW, ־״■, « M t f l ir ״ , , ll/l/IIJ-ft,, . 1 < Р <  »,

-р'пН-

где —А < а < Р < у < А  и k = k ( p ,  А),  доказано в работе G. Н. Hardy, Е. Landau, J. E. 
Littlewood [1]. Такое же неравенство для дробного интегродифференцирования /^_ן_ 
(обобщающее неравенство (14.53)) доказано в работе R. J. Hughes [1]. Подобное нера- 
венство

іф)•■*’,(+*>־£־

для функций f Q Ц  (R ^J, имеющих обобщенную производную /(") (х) g  L2 (7?^), получено 
Г. Г. Магарил-Ильяевым, В. М. Тихомировым {1J вместе с точными границами его вы- 
полнения: a g ( — 1 / 2 , п — 1 / 2 ), v1 =  n 1 ־ (« — а — 1 / 2 ), v2 =  1 — v! и точной посто- 
янной k.

Распространение неравенства Колмогорова на дробные степени операторов в ба- 
паховом пространстве дано в работе W. Trebels, U. Westphal [1] в виде

|К— А ў  fU <  k ц/іі 1־ P/v I ( ( -  A)V / | |P ^ ,  0 <  p <  y,

где A — производящий оператор сильно непрерывной полугруппы, (— !определи 
ется формулой (5,85).

14.7. Справедливо следующее неравенство «типа Опяла»:
Ь ь
J ! ( /£ + /)  {х ) \Р \ ( І ^ І ) ( х ) \ я  x^~a^ - ^ { x ) d x ^ c  J 1/  (л г )Г ^ 'с о (х )  dx,

где р > 0, 0 , 1 , \ '< Л  0 ^ а < Ь ־̂ о о , «►(х) убывает, и (х . ) > 0  при а < х < / ?
(Е. R. Love [9]).

Отметим еще неравенство



f г !(7“-ь Я !(*•)ו г г /ן )х!(ך
w׳ ' * [  0 й ш Н ^ п г г г г־J

где G =  g l f _  I — ----  , ф (и) — положительная выпуклая возрастающая функция, s ( x ) ^
\ ' а+£ }

^  О, g  (х) >  О (Е. К. Годунова, В. И. Левин [1]). Имеются [обобщения этого неравен- 
ства в работах Г. И. Розановой [1] и Р. X. Садиковой [1J).

14.8. В работе R. Askey [1] отмечены интересные связи дробного интегрирования 
с методами получения различных неравенств для тригонометрических и алгебраиче- 
ских многочленов.

М 00
14.9. Пусть с (0 =  2  сп • Если ряд ^  сп суммируем к сумме 3 в смысле s =

п— I п—1
X

=  lim — \ с (t) (х — t)a ~ 1 dt при некотором а > 0  (см. § 14, п. 6°), то он суммируем в 
* - о х«■ J־

этом смысле к той же сумме при любом а ' >  a  (Q. Н. Hardy, М. Riesz [1, с. 29]).

14.10. Пусть О С Ь в С Я !  <  • • • . к п -+ со, с (х) =  2  сп и пусть

2  {X — Ю а сп, а > 0 ,
л

(х — t)a~ lc (i) dt =
Г Г (״>  ' ' >Т ׳ * + 1' Хп&

есть обобщение 'средних Рисса (14.55). В работе L. S. Bosanquet [4J доказано, что если
п +1׳̂

І І Ш 1< ~ ־  и Са (х) =  0 (xv), У >  — 1, при X ־* -]- оо , то Ср (х) =  о ( #  a+v) для־־
Л п

Случай у = а ,  0 = 0  был ранее рассмотрен в работе G. Н. Hardy, М. Riesz [1].

14.11. Дробное интегрирование можно использовать для исследования предела функ- 
ции в точке подобно тому, как оно используется для суммирования рядов (см. § 14, п. 
6°). Именно пусть функция <p(t) задана при С>0. Будем говорить, что ф (/)— ►О в смысле«-а

Л.

Н т —— і ф (t) (х— t)a~~xdt =  0. Пусть теперь функция f  (х) та- 
х-*0 X J

если(С, а)-метода,

dt, а  >  0 .а — 1

кова, что существует предел
1 ^

2S =  a lim—  [ [/ (х0 +  0 +  / (х0 -  0] (6 -  О 
'0V 0

Число 5  назовем обобщенным значением функции f в точке х0. Обозначив ф (0 =  
=  f (x + f )+ /(x —t) —25 скажем, что f(x)  имеет в точке х<> значение 5 в смысле (С, а)-  
метода, если ф(1)-Ю  при /->-0 в смысле этого метода. Исследование функций, имеющих 
конечные значения, в указанном смысле проведено в работе S. Verblunsky [1].

14.12. В терминах дробного интегрирования имеются (L. S. Bosanquet [2)] достаток- 
ные условия (А)-суммируемости ряда Фурье (ряд 2ап называется (А)-суммируемым к сум- 
ме 5, если 2апх" сходится при |х| <  1 к сумме А (х) с ограниченной вариацией в [0, 1], 
имеющей конечный предел Нт Л(х) =  5). Пусть / ( x ) g L ! ( 0 ,  2л) и 2ф (t) f  (x0-j- t)\■

x-1—о
- \ - f ( x 0 — t) — 2S. В указанной работе даказано, что ряд Фурье функции / (х)  (А-сумми- 
руем к сумме 5 в точке х<>, если найдутся такие а > 0 и 6 ־ > 0 ,  что

f г ־1 ״ ! ( / ^ ) ( t ) \ d t<  « .  
о

Более слабое условие j t 1 а (/®^ф) (t) dt — о |tog  —— j, c t^O . используется при

суммировании интеграла Фурье (R. N. Mohapatra [1])■
14.13. В работах W. Веектапп [1, 2] показано, что интегральное преобразование

х
(Саф )(х )= -^ ) f ־ х - 0 ״ ־ гФ(0Л. *> 0 ,х и
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является «совершенным» в том смысле, что множество всех функций из некоторых ли- 
нейных пространств В, имеющих конечный предел Іітф(дг), плотно в множестве тех

Х - ю о

функций из В, для которых существует lim (Са <р) (х) (более точные формулировки см. в
X-+OQ

указанных работах).
14.14. В работе J . Cossar [1] исследована суммируемость интегралов вида

00 00

Г f  (х) <р (х) dx (С, а)-методом, приводящая к сходящемуся интегралу ן  ( /“+/) X
о о
Х ( & —ф) (x) d x > а > 1  (формула дробного интегрирования по'частям), где 55^.ф — дроб- 
ная производная Коссара (9.1).

14.15. Отмеченная в § 14, п. 6° связь дробного интегрирования с методами сумми- 
рования рядов имеется не только в случае метода средних Рисса, но и в случае других 
методов. Так, в работе В. Kuttner, N. Tripathy [1] исследована связь дробного интегри- 
рования с методами суммирования Хаусдорфа. Отметим также, что в статье L. S. Во- 
sanquet, Е. Н. Linfoot [1] использованы «обобщенные» средние Рисса со степенно-ло- 
гарифмическим ядром, что приводит к «дробным интегралам» со степенно-логарифми- 
ческим ядром.

Упомянем, наконец, в связи с дробным интегрированием в вопросах суммируемости 
рядов работы Т. М. Flett [1, 2], Sulaxana К• Gupta [1], G. Н. Hardy, W. W. Rogosinski 
[1], S. Minakshisundaram [1], M. Mikolas [1—3, 7], F. T. Wang [1, 2], R. E. A. C. 
Paley [1], C.-T. Loo [1].

14.16. Известна связь между дифференцируемостью функций и скоростью прибли- 
жения ее алгебраическими или тригонометрическими многочленами (см., например, 
книгу А. Ф. Тимана [3]). Первой работой, содержащей исследование дробного интегро- 
дифференцирования методами конструктивной теории функций, была работа Р. Моп- 
tel [1 ]. В ней доказано обобщение теоремы С. Н. Бернштейна на случай дробных про- 
изводных. утверждающее, что скорость приближения функции f{x) алгебраическими 
многочленами, задаваемая неравенством If (*)—Рп (*) | ^ А п ~ ~ —l ^ x ^ r l ,  у > 0 , 
влечет существование у функции f(x) всех дробных производных (0%+f}(x), а — — 1 
порядка а<Су. Уже в работе П. Монтеля дано распространение этой теоремы на случай 
функций двух переменных, см. о дробных производных функций многих переменных в 
§ 24 и упомянутое обобщение теоремы С. Н. Бернштейна в § 29, п. 2°, 24.8.

Имеется большое число исследований, связанных с приближением тригонометриче- 
скими многочленами периодических функций, имеющих производные дробного порядка, 
см. указания об этом в § 23, п. 2°, 19.6. В непериодическом случае такие исследования 
проводились в работах И. И. Ибрагимова [1, 2], Ф. Г. Насибова [1), где рассматрива- 
лось приближение интегралов дробного порядка алгебраическими многочленами (см. 
также некоторое распространение результатов последней работы на случай функций 
двух переменных в работе [2] того же автора). В работах А. П. Старовойтова [1—4] 
исследовалось приближение интегралов дробного порядка рациональными функциями.

15.1. Наряду с формулой Лейбница (15.11) для дробной производной имеет место 
формула Лейбница с остаточным членом:

. , 1 —«
)0 7 .1 № + ,״?׳ 1 + ־״״ >׳ * ״2 “< > =“® ? + (

k=0 ' '
X X

(Hj. Holmgren [1, с. 12], Y. Watanabe [1, с. 16], M. A. Al-Bassam [1]). Формула (17.11) 
имеет то преимущество по сравнению с (15.11), что не требует бесконечной дифферен- 
цируемости функции v(x).

15.2. В работе Е. L. Post [2, с. 755] формула (15.11) распространена на обобщенные 
дробные производные вида (20.10) (см. § 23, п. 2°, 20.6). В работе Y. Watanabe [1] до- 
казана более общая, чем (15.12), формула

СО
55% ! . № =  2  ( я  ? 5 5 ( ״ «+ р“ 7 5 5 £ (״£ (17.12:|

И  — __ . м  '  ■  '

методом разложения функций f и g  в степенные ряды.
15.3. Т. J. Osier [1 ,5 ,7 ,8] получил ряд обобщений правил Лейбница (17.12) и (15.17)

с помощью обобщения интегральной формулы Коши для дробных производных (см.
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(22.4)). В работах Т, J. Osier [1, 8] формула (17.12) перенесена на дробные производ- 
ные (и интегралы) от функции f по функции <р вида

/ f ;—־7 (0Г<Р(■*г> — Ф(0] “־ 'ф'(0^
{ } ф 0 ־»( )

т%/(*) =

(см. далее § 18, п. 2°) и дано обобщение формулы (17.12) вида
00

» ? < * .* > =  2  ( в %- «•  (17•13>П~—оо ' Г ~Г /

где означает смешанную дробную производную от f(x, t) по функции ф по пер-
вой переменной и по функции ф по второй переменной порядков а  и 0  соответственно. 
В работах Т. J. Osier [5, 8] отмечена связь соотношения (17.12) с равенством Парсева- 
ля, известным в теории рядов Фурье, с помощью чего даны дальнейшие обобщения 
формулы (17.13). Эти результаты были применены в указанных работах к разложению 
в ряд некоторых специальных функций. В работе Т. J. Osier [7] доказан общий инте- 
тральный аналог правила Лейбница, частными случаями которого являются (15.17) и 
интегральные аналоги правил (17.12), (17.13). Отметим также, что в работе J. L. La- 
voie, R. Tremblay, T. J. Osier (1] обобщающая (17.12) формула

со

SDa+ (XP+9f  (x)) g  (X) -  2  C [cn “  p) 3)a+^~Cn (* f  <*)) 33%¥n №  (*)). О <  С <  1,

и ее интегральный аналог были доказаны с помощью вычисления дробных производных 
через так называемые интегралы Похгаммера (см. § 22) при более слабых ограниче- 
ниях, чем в указанных выше работах Т. J. Osier.

15.4. В работе Т. J. Osier [10] следующие обобщения формулы Лейбница — фор- 
мула Уокера (J. J. Walker)

Ж2 =  [ »״/] ״ ׳  IP (JV, ״>•
/1=0

W (а , ш) =  ^ ”  j  25 ״“® /)“־“״ ) S)a~ l ( Г ׳)» 

א
3)N~1 [fNS) ( 2 C ״״)] =  (N ' n)’

/1=0

C (a , to) =  (  “  j  ( ״/ ־ V J  Ж® « ) ׳ ־־1 ״/ ),

и формула Коши

где (“ )— биномиальные коэффициенты (1.50), распространены со значений N =  1, 2, 
3,... на произвольные значения N&C.

15.5. В работах W. A. Al-Salam, A. Verma [2], R. Р. Agarwal [3] правило Лейбни- 
ца (15.11) перенесено на так называемые дробные ^-производные (см. § 23, п. 2°, 18.15).

15.6. В работе J. С. Polking [1] установлен аналог правила Лейбница для много- 
мерного оператора дифференцирования дробного порядка q, 0 < а < ;  1 , 1 » ,
вида

1 <  <7< 00,яір dp ן !/?
1 т \ י 

dyf  (X +  РУ) — f (x) P
p= ($״ ,/)(* )

q — 0 0 .P_a ( J I/ (* +  P80 ~  f (*)?*У) *>Pי 
\y\<\

sup
0<p<־o(®“, -Л ־(*)

15.7. В работе M. C. Gaer, L. A. Rubel [2] получены правило Лейбница (15.1) него 
обобщения для дробной производной, специфически определяемой в комплексной 
плоскости в терминах некоторой целой функции экспоненциального типа (см. § 23, 
п. 2°, 22.9).

15.8. Обобщенное правило Лейбница (15.11) применено в работах Н. L. Manocha [3],
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H. L. Manocha, В. L. Sharma fi! Для установления ряда соотношений, связывающих 
функции гипергеометрического типа.

16.1. В работе Э. Я• Риекстыныпа fl] получены асимптотические разложения более 
общего, чем дробный интеграл (16.1), интеграла свертки (17.1) в следующих случаях: 
1) при х -* -ft) в предположении, что функции F(t) и f  (t) имеют обобщающую (16.6) и

00

(16.46) асимптотику / ( / ) ^ « - “^ ^ н / ״  при / - + + 0 ,  где а ^ О ,  а > 0 ,  рп — мо-
п= О

нотонно возрастающая последовательность, р0 > —1, Н т р п =י - f - *- при х (פס ; 2  f  00,
«►-מ

когда F (t) и /  (t) имеют обобщающее (16.10) асимптотическое йредставлеиие
М ОО

f ( 0 ~ 2 b™t%m +  2 апГ^ _р 0°>ג׳ ׳ >  o < x 0< ^ < . . . < x ״ < . . .
m= 0 n= О

(17.14)
Отметим, что Э. Я. Риекстыньш использовал модификацию метода последовательных 
разложений, впервые примененного в работе А. Н. Тихонова, А. А. Самарского [1], 
для нахождения асимптотики при x-»־-foo интеграла (17-2) (см. также монографию 
Э. Я. Риекстыныпа [2, т. 1, § 11]).

16.2. В работе N. Berger, R. A. Handelsman ]1] даны асимптотические разложения 
дробного интеграла (7“+ . *р/) (х) по функции хр (см. (18.41)) в следующих двух слу* 
чаях: а) при *-►+0 в предположении, что функция f(t) имеет при /-►+0 разложение 
(16.6): б) при x->־-foo с условием, что f(t) имеет асимптотику

00

f ( t )  ~  e~at 2  впГ ״ ״ , а > 0, (17.15)
п=0

где р« — возрастающая последовательность, причем Н т Re p n ==-fo°. Исследование
Л ־*־ ג»

опирается на развитые в работах R. A. Handelsman, J. S. Lew [1, 2] методы, основанные 
на использовании равенства Парсеваля (1.116) для преобразования Меллина (1.112). 
Эти методы позволяют находить асимптотические разложения интегралов (17.2) при 
условии, что функции k (t) и /(/) алгебраически определены при f-*-fO и £-*־+<» (см. также 
монографию Э. Я- Риекстыныпа (2, т. 3, § 31.1—31.3]). В указанной работе N. Berger, 
R. Handelsman [1] были получены следующие результаты: 1) если f(t) при х->+0 
имеет асимптотику (16.6), то при х - * 0 + ־

(17.16)

2) если f ( t ) при /-v-foo обладает асимптотическим представлением (17.15), то при
X—> -f סס 

(-1)«9ГО{/; р(я +  1)}
п! Г (а  — п) )17.17( 0 >1. если а־ '1- '‘°”‘* 111" . י ־“י ,1־ " ' ", 2~I ' S + ^ n W(

п= О
(9Л — преобразование Меллина (1.112)), и

״ г * • 2  ~  ™ ׳  — Jw _ : , + 1 ) ) ■« ״י—״ +4=0

у  х р а - ц т  ( 1 7 . 1 8 )

если а — 0, р,т  ф  р (п - f  1) для любых п, т =  О, I, 2, . . .

В частности, когда f  имеет асимптотику (16.10) с 0 < р < ; 1 ,  из (17.18) вытекает равно- 
сильное (16.11) асимптотическое разложение дробного интеграла (16.1) при дс-++оо:

в д Г (1 — р п) у  (~ 1 ) Д ЯД{/; я + 1 )  г̂ - 1
Г (1 - f  а  — р — п) ^  п ! Г ( а  — п)(^ +/=)w ~  2

п = 0
(17.19)

В работе N. Berger, R. Handelsman [1] даны также приложения этих результатов к 
нахождению асимптотических представлений решений краевых задач для уравнения 
Эйлера — Пуассона — Дарбу и осесимметричной теории потенциала (см. § 40, 41).
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16.3. В случае, когда f(i)  осциллирует при *->•00, для нахождения асимптотического 
представления дробного интеграла /^_ן_/ можно использовать один из методов, приведен- 
ных в п. 32.2 монографии Э. Я. Риекстынына [2, т. 3].

16.4. В работе A. Erdelyi [16] получены асимптотические разложения при 
:ג—י —f-oo интегралов

f ׳*־־ (®о+ 0 > О ״/)(  а < ,о־ -4 
о

(250+V)W<״,e—x(t—a)
I

где £50+V* 0 < Л , <  1, — дробная производная (2.22).
16.5. В работе R. Wong [1] найдены пять первых членов асимптотического разло- 

жения дробного интеграла (1$+Ч>)(х) при х->־+ °о  в предположении, что (р(t) имеет сте- 
пенно-логарифмическую асимптотику вида

При t -> +«>,(In In О2 ,
+  С2 (1п о 2 +

In In t
In tСо +  С!P(In/)V

где O ^ p ^ l ,  ydR 1 (cp. c (16.29)). Этот результат и теоремы 16.4, 16.5 применены для 
получения асимптотических решений <р(х) нелинейных интегральных уравнений

X
1/йф (х) =  J ( х —  Г 1/2 [/ (0 — Ф0 ) п [״  =  1 , 2 , . . . ,  (17.20)

О
в предположении, что известная функция f(t)  имеет при t—v-f оо степенную асимпто- 
тику (16.5).

Отметим, что ранее в работах R. A. Handelsman, W. Е. Olmstead [1], W. Е. 01т- 
stead, R. A. Handelsman [1] даны главные члены асимптотики решений ц>(х) уравне- 
ний (17.20) (в этих и других случаях) и указано приложение к одной задаче теории 
теплопроводности.

16.6. Задачу об асимптотике дробных интегралов / “_!_ср при заданной асимптотике 
функции ф можно поставить при фиксированном числе членов асимптотики. Именно 
пусть <j>n(x), — асимптотическая последовательность и пусть функция ф(Х) тако-
ва, что (16.3) выполняется при х->оо для некоторого фиксированного N  (и не обяза- 
тельно выполняется для номера A '+ l) . Какова тогда асимптотика / о+ фпрн  х-»-оо? 
В случае <рп (х) =  х~ п вопрос об асимптотике в такой постановке рассматривался в 
работах М. А. Бетилгириева [1 ,2] в связи с решением интегрального уравнения свертки 
на полуоси (уравнения Винера — Хопфа), символ которого имеет вещественные нули 
дробного порядка.


