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Понятие «натурального числа» настолько зна-

комо каждому начинающему философу, не обре-

мененному большим математическим опытом, 

что вопрос «что такое натуральное число?» кажет-

ся на первый взгляд довольно простым. Однако 

этот прямой вопрос кого угодно может поставить 

в тупик, так как ответить на него трудно. Ряд на-

туральных чисел – довольно тонкая структура ма-

тематики, которая гораздо сложнее, чем большин-

ство других первичных понятий, хотя оно и явля-

ется простейшим математическим понятием. 

Говоря о том, что пояснения по поводу «осново-

положений арифметики» являются более фило-

софскими, чем это может показаться уместным 

многим математикам, немецкий математик и ло-

гик Готлоб Фреге настаивал на том, что «основа-

тельное исследование понятия числа всегда должно 

проходить несколько философски. Для философии и 

математики эта задача является общей» [1, с. 19]. 

Не умаляя побуждающие философские мотивы в 

исследованиях о понятии натурального числа и 

учитывая также то, что это важнейшее понятие 

относится к философским проблемам онто-гно-

сеологического обоснования математики, следует 

признать, что в решении проблем арифметики 

приоритет принадлежит самой математике, а их 

философская интерпретация зависит от смысла, 

придаваемого соответствующими методологиче-

скими вопросами.

Натуральные числа возникли естественным об-

разом, возможно, еще в доисторические времена 

при счете предметов. Они потому и «натуральные», 

что ими обозначались реальные неделимые объек-

ты. Во времена Пифагора, в процессе философско-

го осмысления и переосмысления исходного пред-

метного содержания, арифметическое понятие 

числа подверглось глубокой теоретической пере-

работке. Философская переработка натурального 

числа выразилась в том, что оно было универсали-

зировано как всеобщее понятие, оно было абсо-

лютизировано как основа всего сущего, и оно ста-

ло трактоваться не как внешняя, а как внутренняя 

характеристика всех вещей и явлений. Заметим, 

что нельзя смешивать натуральное число с симво-

лом, его изображающим. Несмотря на философ-

скую трактовку понятия натурального числа как 

общемировоззренческой категории, пифагорей-

ское учение неправомерно квалифицировать как 

«математическую философию», а тем более как 

«философию математики» в современном пони-

мании. Тем не менее, история математических от-

крытий во многих случаях является методически 
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полезной для понимания сути проблем в фило-

софской аудитории как мотивированная подго-

товка к дальнейшим поискам методологической 

чистоты понятий, но она не может занять место 

собственно конкретного математического зна-

ния. 

Методологический комментарий. Каждый, кто 

учился в школе, знает, что в геометрии есть аксио-

мы. Полный список аксиом геометрии довольно 

длинный и поэтому в деталях не изучается, и упо-

минаются лишь те аксиомы, которые необходимы 

с точки зрения методики обучения математике. 

А как обстоит дело с аксиомами арифметики? 

У многих с арифметикой ассоциируется прежде 

всего таблица умножения, но вряд ли кто-нибудь 

когда-нибудь доказывал в школьном курсе ее пра-

вильность. Можно даже задать такой вопрос: «По-

чему для натуральных чисел справедливы законы 

арифметических действий?» Так уж традиционно 

повелось, что в школе не говорят о том, что ариф-

метика тоже может быть построена на основе ак-

сиом, подобно тому, как это делается в геометрии. 

Заметим, что после аксиоматического построе-

ния арифметики даже такое очевидное положение, 

как «дважды два – четыре», которое все знают, а 

вот строго доказать с точки зрения математиче-

ских стандартов могут немногие, наконец стано-

вится не только убедительным, но и доказатель-

ным. Почему же, имея перед собой выдающийся 

образец дедуктивного изложения геометрии, во-

площенный еще в «Началах» Евклида, в котором, 

несмотря на все недостатки, математики пример-

но до конца XVIII в. видели идеал математической 

строгости, они не предприняли попыток логиче-

ски обосновать арифметику? В первом приближе-

нии можно сказать, что геометрические понятия 

и аксиомы интуитивно воспринимаются намного 

легче, чем понятия арифметики. 

Исторический комментарий. Так все же почему 

так поздно в математический обиход вошла систе-

ма аксиом для арифметики натуральных чисел? 

Во-первых, фундаментальная причина связана с 

гносеологической проблемой обоснования мате-

матики. Вместо того чтобы, начав с целых и ра-

циональных чисел, перейти к иррациональным и 

комплексным числам, а затем к алгебре и матема-

тическому анализу, так уж исторически сложи-

лось, что события в последовательном обоснова-

нии математики развивались в обратном порядке. 

После доказательства в начале прошлого века тео-

рем Гёделя о неполноте стало понятно, что все это 

было вовсе не случайно. Во-вторых, можно ука-

зать и на то, что до второй половины XIX в. обо-

снование основных утверждений и алгоритмов 

арифметики натуральных чисел, а также правил 

арифметических действий можно было осуще-

ствить без ее аксиоматизации. 

Как сказал американский историк математи-

ки Морис Клайн: «Как бы то ни было, в 90-е годы 

XIX в., через каких-нибудь шесть тысяч лет (!) 

после того, как египтяне и вавилоняне “пустили в 

оборот” целые числа, дроби и иррациональные чис-

ла, математики смогли наконец доказать, что 

2 + 2 = 4» [2, с. 307]. Напомним в связи с этим, 

что математики сами заботятся о математической 

строгости. Математическая строгость характери-

зует доказательство с его формальной стороны, с 

точки зрения корректности определений, полно-

ты посылок и независимости принятых аксиом. 

Значительную роль в достижении математиче-

ской строгости «основных законов арифметики» 

сыграл итальянский математик, логик и философ 

математики Джузеппе Пеано. Известно, что он 

серьезно интересовался философией, например, 

в 1900 г. он участвовал в Международном фи-

лософском конгрессе в Париже. Даже чисто мате-

матические работы Пеано всегда были посвяще-

ны принципиальным философским проблемам, 

что шло вразрез со стремлением к специализа-

ции научного знания, характерным для того вре-

мени. 

Занимаясь преподаванием математики, Пеано 

обнаружил недостаточность математической стро-

гости существовавших тогда арифметических до-

казательств, требующих усовершенствования 

оснований математики. Аксиоматизация арифме-

тики – это нечто противоположное метафизике, 

так как особая черта математического знания со-

стоит в том, что в процессе своего становления 

оно сливается с уже добытыми фактами и тем са-

мым становится логически равнозначным этим 

фактам. Аксиоматический подход предполагает 

получение всевозможных следствий из некоторой 

системы аксиом по универсальным законам логи-

ки. Поэтому он позволяет изучать все модели ис-

ходной системы аксиом одновременно. 

Перейдем к рассмотрению аксиом, на которых 

основана арифметика, – это система аксиом ариф-

метики натуральных чисел Пеано. Она была сфор-

мулирована Джузеппе Пеано в статье «О понятии 

числа», опубликованной в 1891 г. Сошлемся в на-

чале на мнение российского академика-матема-

тика Д. В. Аносова, который считает, что «такая 

поздняя формулировка аксиом арифметики – свое-

го рода исторический парадокс» [3, с. 19]. Заметим, 

что в этих аксиомах речь идет только о натураль-

ных числах. Возьмем за основу «школьную вер-

сию» натурального ряда, считая, что он начинает-

ся с единицы, хотя в оригинальной версии Пеано 

он начинается с нуля. 
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Философский комментарий. Законченный ряд 

натуральных чисел невозможен как эмпириче-

ский объект для «конечного» человека, но в то же 

время он необходим с точки зрения нашей фило-

софской интуиции. Интуитивно мы представляем 

себе натуральный ряд как обычный стандартный 

объект, и поэтому аксиоматический подход мате-

матически неподготовленному человеку не дает 

адекватного описания идеи натурального ряда. 

Речь идет о том, что одной из особенностей акси-

оматического подхода является то, что аксиомы 

содержат утверждения как об определяемых поня-

тиях, так и о неопределяемых понятиях. Поэтому 

аксиомы говорят нам также о том, что можно 

утверждать о неопределяемых понятиях, то есть, 

другими словами, как бы содержат неявные опре-

деления таких понятий. 

Сделаем сначала несколько простых наблюде-

ний, а затем выпишем пять аксиом Пеано, кото-

рые позволили наконец формализовать знакомую 

всем с детства арифметику, которая в какой-то ча-

сти своих принципов является и описательной, и 

содержательной наукой. Посмотрим на ряд нату-

ральных чисел: 1, 2, 3, 4, 5, … и так далее. Среди 

этих чисел имеется одно, которое выделяется с 

самого начала, – это так называемая «единица», 

обозначаемая через 1. 

Такое обозначение и название – это всего лишь 

дань установившейся традиции. Существенная 

черта «единицы» состоит в ее выделенности среди 

других натуральных чисел, а не в ее обозначении. 

Открытие того, что 1 является числом, было труд-

ным. Заметим, что число 0 является сравнительно 

недавним приобретением, так как ни древние гре-

ки, ни римляне такого числа не знали. На самом 

деле 1 – это та самая единица, которую все хорошо 

знают, но в данном контексте это специально вы-

деленное число натурального ряда, о котором что-

то полезное будет сказано в аксиомах. 

Пеано также заметил, что вместо перечисления 

в виде аксиом основных свойств операций сложе-

ния и умножения можно воспользоваться одной-

единственной операцией «следующего натураль-

ного числа». Когда ребенок учится считать «один, 

два, три, …», он как раз называет за натуральным 

числом то число, которое следует за ним. Введем 

сейчас важное для дальнейших рассуждений обо-

значение. Для любого натурального числа n обо-

значим следующее за ним число через n´ (читается 

как «эн-штрих»).

Методический комментарий. Для людей, обре-

мененных школьным математическим образова-

нием, естественно возникает вопрос: «Почему n´, 

а не n + 1?» Ведь n´ в рассмотренном нами ряде на-

туральных чисел равно n + 1. Это действительно 

так, но, пока у нас не определена операция «сложе-

ния», не следует обозначать число, следующее за n, 

через n + 1. Но как-то обозначить его все же надо, 

хотя раньше мы и обходились без таких обозначений.

Подчеркнем, что при построении аксиоматики 

Пеано мы будем базироваться только на понятии 

«единицы» и понятии «следующего за», не выясняя 

их конкретный смысл. Что касается операции 

сложения, то она, как и операция умножения, бу-

дет определена после того, как мы выпишем все 

интересующие нас аксиомы арифметики. Заме-

тим, что интуитивно понимаемое нами «множе-

ство натуральных чисел» обычно обозначают 

через N. Можно сказать, что это своего рода мате-

матический стандарт. Подчеркнем, что заглавная 

латинская буква N может обозначать все что угод-

но, а вот N – это обязательно привычное для нас 

множество натуральных чисел.

Нельзя не отметить, что столь «минимальный» 

набор исходных данных достаточен для построе-

ния всей арифметики натуральных чисел. Речь 

идет о множестве N, называемом «множеством на-

туральных чисел», в котором особо выделен опре-

деленный элемент 1, называемый «единицей», и 

введенной операции (отображении, функции), 

сопоставляющей каждому n ∈ N некоторое число 

n´∈ N, называемое «число, следующее за n». Дадим, 

наконец, полный список аксиом, дающий стро-

гое определение натурального ряда, называемый 

аксиоматикой Пеано. 

Определение натурального ряда. Натуральным 

рядом называется структура <N, 1, ´> с основным 

множеством N, элементы которого называются 

натуральными числами, выделенной единицей и опе-

рацией ´ (штрих), если они удовлетворяют следую-

щим пяти аксиомам:

(А1) В N существует натуральное число 1, назы-

ваемое единицей.

(А2) За каждым натуральным числом n непо-

средственно следует однозначно определенное на-

туральное число n´, называемое следующее за n. 

Другими словами, для любого n ∈ N существует 

m ∈ N такое, что m = n´, причем если n = k, то n´ = k´.

(А3) Единица, т. е. натуральное число 1, непо-

средственно не следует ни за каким натуральным 

числом. Другими словами, 1 ≠ n´ ни для какого 

n ∈ N, т. е. для всех n ∈ N обязательно 1 ≠ n´.

(А4) Каждое натуральное число непосредствен-

но следует не более чем за одним натуральным 

числом. Другими словами, если n´ = k´, то n = k, 

или, что эквивалентно, если n ≠ k, то n´ ≠ k´.

(А5) (Аксиома индукции) Любое подмножество М 

из множества N, содержащее единицу, т. е. 1 ∈ М, 

и вместе с каждым n из М, содержащее следующий 

за n, т. е. n´ ∈ М, совпадает с множеством N.
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Эти аксиомы оказались проще, чем аксиомы 

геометрии. Просто поразительно, что на такой, 

казалось бы, довольно скудной на первый взгляд 

основе можно построить всю арифметику. А имен-

но – определить сложение, умножение и другие 

арифметические действия над числами, ввести от-

рицательные, рациональные и иррациональные 

числа и основные правила действий с ними, хотя 

это может быть математически строго сделано не 

так скоро. Но все доказанное в формальной систе-

ме аксиом арифметики натуральных чисел будет 

справедливо для объектов каждой интерпретации 

аксиоматики Пеано. 

Философский комментарий. Говоря о различии 

между математикой и философией, английский 

логик и философ Бертран Рассел сказал: «Наибо-

лее ясными и простыми вещами в математике яв-

ляются не те, к которым приходят логически с 

самого начала, а те, которые с точки зрения логи-

ческой дедукции находятся посередине» [4, с. 12]. 

Возможно, поэтому «начальная математика» логи-

кой рассуждений отличается от «настоящей мате-

матики». В действительности идея построения по-

следовательности элементов натурального ряда, 

обладающих свойствами, выраженными аксиома-

тикой Пеано, столь естественна и проста, что на 

школьном уровне представляется вполне закон-

ным представление о существовании натурально-

го ряда в качестве исходного допущения, рассма-

триваемого как обобщение данных опыта и на-

глядных соображений. Но на качественно новом 

логическом и математическом уровне формирова-

ние критического мышления и философской реф-

лексии – это залог подлинной философско-мате-

матической образовательной деятельности.

Методологический комментарий. Возвращаясь 

к аксиоматике Пеано, подчеркнем абстрактный 

характер определения натурального ряда. Вообще 

говоря, множество N может быть любой природы, 

операция «штрих» может быть как угодно задана, 

но если выполняются сформулированные выше 

пять аксиом Пеано, то структура <N, 1, ´>, по 

определению, является натуральным рядом. В част-

ности, аксиоматике Пеано удовлетворяет интуи-

тивно представляемый нами ряд натуральных чи-

сел, задаваемый структурой <N, 1, ´>, где n´ = 

= n + 1, т. е. последовательность 1, 2, 3, 4, 5, … Хотя 

математики имеют дело с абстрактными понятия-

ми, они, в духе «умеренного скептического плато-

низма», считают, что идеализированные объекты, 

которые они называют «натуральными числами», 

являются частью реального мира, а не просто пло-

дом нашего воображения. 

Методический комментарий. В математике объ-

екты создаются из интерпретации слов естествен-

ного языка и их сочетаний, входящих в словесное 

определение математических терминов, описыва-

ющих эти объекты. Каждая совокупность объек-

тов, для которой истинна данная система аксиом, 

называется интерпретацией этой системы. Вся-

кий закон построения некоторой бесконечной по-

следовательности а1, а2, а3, …, аn, … может быть ис-

пользован для построения соответствующей ин-

терпретации аксиоматики Пеано, назначив а1 

«единицей» и введя «следующий за» естествен-

ным образом а´n = аn´ . Заметим, что в аксиомати-

ке Пеано нет ничего такого, что позволило бы 

отличить одну интерпретацию от другой, поэто-

му все эти возможные интерпретации будут равно 

истинными. 

Поскольку аксиоматика Пеано может иметь 

бесконечное количество различных интерпрета-

ций, то, с точки зрения логицизации математики, 

т. е. сведения математических понятий к логике, 

трактовка Пеано оказалась для философов мате-

матики «менее законченной», чем это казалось 

поначалу. Прежде чем рассмотреть на некоторых 

примерах соответствующие модели Пеано <N, 1, ´> 

заметим, что ценность адекватной математиче-

ской модели определяется не столько ее свойства-

ми, известными из опыта, сколько теми фактора-

ми, которые учитывались при использовании под-

ходящего математического определения. 

Пример 1. Рассмотрим модель: 1) термин «еди-

ница» имеет свое обычное значение 1; 2) термин 

«следующий за» получается добавлением двух к пре-

дыдущему числу; 3) термин «натуральное число» 

означает то, что мы обычно называем «нечетными 

числами».

Легко убедиться, что аксиомы (А1) – (А5) при 

этом выполнены, т. е. «натуральный ряд» в этой 

модели Пеано будет в итоге таким: 1, 3, 5, 7, …

Пример 2. Рассмотрим модель: 1) термин «едини-

ца» означает произвольное постоянное число а, боль-

ше 1, не равное квадрату никакого числа; 2) термин 

«следующий за» определяется как «равно квадрату»; 

3) термин «натуральное число» – это «степень чис-

ла а, показатель которой имеет вид 2n».

Получим модель Пеано, в которой «натураль-

ный ряд», согласно представленной интерпрета-

ции, примет вид: а, а2, а4, а8, …

Пример 3. Предположим: 1) термин «единица» 

обозначает данный «отрезок [0, a]»; 2) термин 

«следующий за» определяется через «отрезок, рав-

ный первой половине предыдущего отрезка»; 3) тер-

мин «натуральное число» – это «первые доли отрез -

ка [0, a], кратные степени двойки».

В этой «геометрической интерпретации» моде-

ли Пеано «натуральный ряд» можно описать так: 

[0, a], [0, a/2], [0, a/4], [0, a/8], …



64

Философские проблемы математики

Пример 4. Предположим: 1) термин «единица» 

означает некоторая «студентка-философ»; 2) тер-

мин «следующий за» – «мать предыдущего чело-

века»; 3) термин «натуральное число» – это, не 

стремясь к словесной точности, «родственники 

женского рода по прямой линии».

Не вступая в дискуссию на тему «откуда поя-

вились люди на Земле», в этой нечисловой ин-

терпретации системы аксиом (А1) – (А5) «нату-

ральный ряд» по существу совокупность людей, 

состоящих из студентки-философа и всех ее пра-

родителей по женской линии.

Пример 5. (Философская интерпретация Хоф-
штадтера) Вместо вызывающего определенные ас-

социации термина «натуральное число» будем поль-

зоваться неопределенным термином «гений», сво-

бодным от известных математических ассоциаций. 

Другие неопределенные термины, которыми мы бу-

дем пользоваться, – это «джинн» вместо «единицы» 

и «мета» вместо «следующий за».

Сформулируем, следуя оригинальному примеру 

американского ученого Дагласа Хофштадтера [5, 

с. 211], пять постулатов Пеано в новых терминах: 

(1) Джинн – это гений. (2) Каждый гений имеет 

мету, которая тоже является гением. (3) Джинн не 

является метой никакого гения. (4) Различные ге-

нии имеют различные меты. (5) Если джинн об-

ладает некоторым свойством Р и каждый гений 

передает Р своей мете, то тогда все гении обладают 

свойством Р.

Философский комментарий. В статье Людовико 

Джеймонато «Пеано об основах математики и 

“философские” возражения Рассела» в сборнике 

«Памяти Джузеппе Пеано» (1955) эти возражения 

сводятся к следующему: пять аксиом Пеано нель-

зя принять за неявные определения упомянутых 

трех идей или основных понятий этой аксиомати-

ки – «единицы», «следующий за» и «натурального 

числа». Поскольку этим аксиомам могут удовлет-

ворять разные интерпретации, то из этой аксио-

матики не получается однозначного понятия чис-

ла, как это принято в нашем обиходном языке. 

Важно понять, что эти три идеи должны быть по-

няты независимо, если мы хотим, чтобы постро-

енные нами «числа» не просто удовлетворяли ма-

тематическим формулам, но и были применимы к 

обыденным объектам. Это философская проблема 

связи между точным, но условным научным язы-

ком и обычным неточным языком, но лишенным 

необоснованных условностей.

С помощью своей аксиоматики Пеано хотел 

выразить сущность натуральных чисел. Хотя мате-

матики считают, что это ему вполне удалось, это 

не умаляет важности философско-методологиче-

ского вопроса: «Как можно отличить истинное 

высказывание о натуральных числах от ложного?» 

При ответе на этот вопрос необходимо учитывать 

следующее обстоятельство. Арифметика натураль-

ных чисел строится не только на базе пяти аксиом 

Пеано. При этом используется логика, а также 

кое-какие сведения о множествах, которые фигу-

рируют в определении натурального ряда. Заме-

тим, что логику и необходимые сведения о множе-

ствах можно изложить аксиоматически, но это 

будет сложнее рассмотренных аксиом Пеано.

Методический комментарий. У философов 

со сформировавшейся математической культурой 

мышления может возникнуть естественный во-

прос: «Не является ли одна из аксиом Пеано лиш-

ней, вытекающей из остальных аксиом?» Система 

аксиом называется независимой, если ни одну из 

аксиом невозможно доказать исходя из остальных 

аксиом. Чтобы доказать независимость какой-

либо аксиомы от остальных аксиом системы, до-

статочно сравнить две модели, в одной из которых 

выполняются все аксиомы, включая выбранную, а 

в другой пусть выполняются все аксиомы, кроме 

выбранной аксиомы, которая не выполняется. 

Проверим на контрпримерах независимость всех 

пяти аксиом Пеано.

Контрпример 1. На множестве N1 = {a, b, c} опре-

делим операцию «штрих», положив a´=b, b´=c, c´=a 

(рис. 1). На рисунках будем наглядно изображать 

операцию «следования за» символической стрел-

кой. Считая, что ни один из элементов множества 

N1 не выделен, получим, что аксиома (А1) не вы-

полняется, а остальные аксиомы выполняются.

Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3 Рис. 4

Рис. 5
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Контрпример 2. На множестве N21 = {1, 2} с «еди-

ницей» 1 определим операцию «штрих», положив 

1´ = 2. Очевидно, что первая половина аксиомы 

(А2) о существовании для каждого числа «следую-

щего за» ним, а значит и вся аксиома, не выполня-

ется, в отличие от остальных аксиом. На множе-

стве N22 = {1, 2, а2, 3, а3, …} положим 1´ = 2, 2´ = 3, 

…, 1´ = а2, а´2 = а3, … (рис. 2). Легко видеть, что 

вторая часть аксиомы (А2) о единственности «сле-

дующего за», а значит и вся аксиома, не выполня-

ется, а остальные аксиомы выполняются.

Контрпример 3. На множестве N3 = {1, 2, 3} с вы-

деленной «единицей» 1 определим операцию «штрих», 

положив 1´ = 2, 2´ = 3, 3´ = 1 (рис. 3). Очевидно, 

что аксиома (А3) не выполняется, так как каждый 

элемент из N3 непосредственно следует за некото-

рым другим элементом этого множества, хотя 

остальные аксиомы выполняются.

Контрпример 4. На множестве N4 = {1, 2, 3, 4} с 

«единицей» 1 положим 1´ = 2, 2´ = 3, 3´ = 4, 4´ = 2 

(рис. 4). Нетрудно понять, что аксиома (А4) в этом 

случае не выполняется, в отличие от остальных 

аксиом Пеано. 

Контрпример 5. На множестве N5 = {1, а1, 2, а2, 

3, а3, 4, 5, …} с выделенной «единицей» 1 положим 

1´ = 2, 2´ = 3, 3´ = 4, 4´ = 5, …, а1´ = а2, а2´ = а3, а3´ = а1 

(рис. 5). Нетрудно понять, что эта структура удо-

влетворяет аксиомам (А1) – (А4). Покажем, что 

аксиома (А5) не выполняется. Если рассмотреть 

подмножество М={1, 2, 3, 4, 5, …}, то тогда 1 ∈ М, 

а из n ∈ М следует, что n´ ∈ М, однако М ≠ N5. 

Заметим, что помимо аксиом и теорем в мате-

матике используются также определения. Труд-

ность ответа на, казалось бы, простой вопрос «что 

такое натуральное число?» обусловлена тем, что 

это понятие опирается на «категориальные интуи-

ции», не имеющие строгого определения, а также 

тем, что понятие натурального числа на уровне 

оснований математики не является исходным, 

так как оно задано на основе сравнительно эле-

ментарных представлений. Философ математики 

В. Я. Перминов уточнил это следующим образом: 

«В основе числа как онтологического понятия ле-

жат три представления, а именно представление 

о единичной вещи, о совокупности вещей и об эле-

ментарной порождающей операции, увеличиваю-

щей совокупность вещей на одну вещь» [6, с. 172]. 

Напомним, что мы уже имеем право использовать 

число 1 и можем применять операцию перехода к 

следующему числу, а, например, что такое число 2 

или 3, пока все еще не определено, но мы уже мо-

жем дать эти определения.

Онтологическое определение числа. Зададим чис-

ло 2 как единственное число, следующее за 1, т. е. 

2 = 1´. Зная, что такое 2, можно определить един-

ственное число 3 при помощи равенства 3 = 2´. За-

тем определим 4 как 3´ и так далее. 

Методический комментарий. Кратко проана-

лизируем, что же мы в итоге получили, исходя из 

аксиоматики Пеано. Для начала мы определили 2 

как «следующее за единицей 1», которая суще-

ствует по аксиоме (А1), 3 определяется как «сле-

дующий за 2» и так далее. Неразложимое сочета-

ние «и так далее» составляет сущность натураль-

ного числа. Ясно, что с помощью онтологического 

определения числа мы можем идти сколь угодно 

далеко, так как по аксиоме (А2) каждое достигну-

тое натуральное число имеет «следующий за» ним 

элемент. Благодаря аксиоме (А3) этим числом не 

может быть 1, а в силу аксиомы (А4) этим числом 

не может быть ни одно из уже достигнутых. Та-

ким образом, строится бесконечно продолжаю-

щийся ряд новых чисел, а из-за аксиомы индук-

ции (А5) все натуральные числа попадают в этот 

ряд, т. е. все числа оказываются в нашем распоря-

жении.

Даже по Платону, сложение как операция не яв-

ляется причиной возникновения двойки – двойка 

существовала всегда. Вообще говоря, арифмети-

ческие операции интересно проанализировать в 

контексте различий аксиоматического и генети-

ческого методов. Но чаще всего предметом фило-

софской рефлексии арифметические операции 

становятся тогда, когда возникает необходимость 

осмыслить их суть в рамках какого-либо мате-

матического метода. Современный философско-

методологический взгляд на «законы арифмети-

ки» состоит в том, что они не порождены процеду-

рами счета, а являются их условием. Заметим 

также, что убедительность, в отличие от доказа-

тельности, не требует дальнейшей рефлексии, так 

как она довольно часто просто «усыпляет бдитель-

ность».

Все знают, что «дважды два – четыре», а вот до-

казать это могут лишь немногие. Может быть, все 

человечество с какой-то степенью вероятности за-

блуждается, считая истинными равенства 2 + 2 = 4 

и 2 · 2 = 4? Но прежде чем обсуждать это, надо 

формально-математически определить сложение 

и умножение чисел. Чтобы придать смысл записи 

x + y для любых натуральных чисел x и y, зафикси-

руем x и последовательно определим x + 1, x + 2, 

x + 3, … и т. д. Для этого воспользуемся аксиомой 

индукции из аксиоматики Пеано. Понятно, что 

при y = 1 выражение для суммы x + 1 естественно 

положить равным x´. Будем считать, что значение 

выражения x + y для данного числа y уже опреде-

лено и теперь можно определить значение выра-

жения x + y´. Нетрудно понять, что значение сум-

мы x + y´ на 1 превышает значение суммы x + y, 
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т. е. оно – следующее за x + y, и, следовательно, 

равно (x + y)´. Рассмотрим определение операции 

сложения. 

Определение сложения. Сложением натуральных 

чисел называется операция +, удовлетворяющая 

для любых натуральных чисел x и y следующим усло-

виям (или аксиомам):

(S1) x + 1 = x´,

(S2) x + y´ = (x + y)´.

Оказывается, что такая операция для натураль-

ных чисел не только существует, но и притом она 

только одна с такими свойствами, что утверждает-

ся в следующей теореме, доказательство которой 

дано, например, в теореме 2.2.2 [7, с. 20].

Теорема о сложении. Сложение натуральных чи-

сел существует и единственно.

У нас наконец есть все формальные основания 

для того, чтобы строго математически доказать 

знаменитое равенство 2 + 2 = 4.

Пример «2 + 2». Вычислить значение выраже-

ния 2 + 2. Выпишем цепочку равенств, а затем 

объясним каждый из переходов. Имеем: 2 + 2 = 

= 2 + 1´ = (2 + 1)´ = (2´)´ = 3´ = 4. Первое равен-

ство справедливо по определению числа 2, вто-

рое – по аксиоме (S2) для x = 2 и y = 1, третье – по 

аксиоме (S1) для x = 2, четвертое – по определе-

нию числа 3, а пятое – по определению числа 4.

Осталось определить операцию умножения, т. е. 

придать смысл записи x ·y для любых натуральных 

чисел x и y. Действуя аналогично, как и при опре-

делении операции сложения, сначала определим 

выражение x ·1, которое естественно положить 

равным x. Далее предположим, что уже известно 

значение выражения x ·y для данных чисел и тре-

буется придать смысл выражению x ·y´. Посколь-

ку мы хотим включить в определение умножения 

обычную арифметику, то гипотетически должно 

выполняться правило раскрытия скобок, т. е. 

x ·y´ = x · (y + 1) = x ·y + x ·1 = x ·y+x. В соответствии 

с нашими ожиданиями умножение x ·y´ должно 

быть определено через x ·y + x. Сформулируем по-

лученное определение операции умножения.

Определение умножения. Умножением натураль-

ных чисел называется операция ·, удовлетворяющая 

для любых натуральных чисел x и y следующим усло-

виям (или аксиомам):

(Р1) x ·1 = x,

(Р2) x ·y´= x ·y + x.

Как и операция сложения, операция умноже-

ния для натуральных чисел существует и с такими 

свойствами она только одна, что сформулировано 

в следующей теореме, доказательство которой да-

но, например, в теореме 2.3.2 [7, с. 25].

Теорема об умножении. Умножение натуральных 

чисел существует и единственно.

В «Критике чистого разума» Иммануил Кант, 

рассуждая о синтетических положениях чистого 

и трансцендентального разума, говорил, что они 

бесконечно далеки от того, «чтобы быть столь же 

очевидными (как это настойчиво утверждают), 

как положение дважды два – четыре» [8, с. 386]. 

Наконец настал для нас торжественный момент – 

мы в состоянии доказать, точнее вывести из акси-

ом, одно из самых знаменитых равенств 2·2 = 4.

Пример «2·2». Вычислить значение выражения 

2·2. Выпишем последовательность равенств и за-

тем проанализируем каждое из них. Имеем: 2·2 = 

= 2·1´ = 2·1 + 2 = 2 + 2 = 4. В первом равенстве мы 

использовали определение числа 2, во втором – 

аксиому (Р2) для x = 2 и y = 1, в третьем – аксиому 

(Р1) для x = 2, в четвертом – доказанное равенство 

в примере «2 + 2».

Вслед за Кантом многие философы говорят, что 

«это очевидно как дважды два – четыре». Теперь 

мы знаем, как доказать этот «символ философской 

простоты» – дедуктивная дорога к «храму мате-

матического доказательства» начинается с акси-

ом Пеано. И сегодня мы можем наконец констати-

ровать, что 2 на 2 действительно равняется 4, даже 

не повышая голоса. Философско-математическая 

идея, состоящая в том, что в аксиоматике Пеано 

содержится вся арифметика, потенциально рас-

ширяющаяся на бесконечное множество случаев, 

подчиняющихся арифметическим правилам, опи-

рается на следующее убеждение математиков. 

Числа для них являются самостоятельными иде-

альными объектами и на всех уровнях математики 

составляют определенную иерархию строгости, 

основанную на степени глубины проникновения 

в их свойства.

Оценивая усилия, потраченные в первые деся-

тилетия ХХ в. на аксиоматику, выдающийся не-

мецкий математик и философ математики Герман 

Вейль в сборнике работ «О философии математи-

ки» написал: «В системе математики имеются 

два обнаженных пункта, в которых она, может 

быть, соприкасается со сферой непостижимого. 

Это именно принцип построения ряда натураль-

ных чисел и понятие континуума». Сознавая цен-

ность аксиоматизации, он также предупреждал об 

«оскуднении ее плодов», призывая математиков 

заниматься содержательными проблемами. Мате-

матикам для их собственных нужд, по существу, 

нужен один натуральный ряд чисел, свойства ко-

торого, существенные для них, полностью описы-

ваются аксиомами Пеано. Философы математики 

вынуждены были признать, что натуральное чис-

ло является первичным и неопределяемым поня-

тием, а также является важнейшей категорией ма-

тематики. 
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А что же тогда говорят нам аксиомы Пеано? 

Разве они не определяют натуральный ряд? Если 

понимать натуральный ряд, как мы его привычно 

понимаем, т. е. как единственную совокупность, 

то тогда надо сказать – нет, поскольку аксиомати-

ка Пеано на это вовсе и не претендует. Философ-

ско-методологическая неопределяемость понятия 

«натурального числа» в аксиоматической теории 

выражается в том, что если и существует некото-

рое множество с требуемыми свойствами, то его 

существование лишь предполагается. Следуя пеа-

новскому методу, мы лишь знаем, что подразу-

меваем под «единицей», «натуральным числом» и 

«следующим за», хотя не можем объяснить, что 

мы под этим подразумеваем в терминах других 

методических концепций. Поэтому, в этой связи, 

наряду с «математическим» натуральным рядом 

можно также говорить и о «физическом» нату-

ральном ряде.

Отталкиваясь от того факта, что маленькие де -

ти прекрасно «понимают» математическую сущ-

ность идеи натурального ряда, современный аме-

риканский математик и физик Роджер Пенроуз 

заключает, что они удивительным образом спо-

собны «входить в контакт» с платоновским ми-

ром математических идей. Он также утверждает, 

что «математическое понимание вообще сводит-

ся вовсе не к вычислительной работе мозга, а к 

чему-то совершенно иному, связанному с нашей 

способностью осознавать или понимать окружа-

ющий мир» [9, с. 117]. В силу теоремы Гёделя о не-

полноте формализованная математика не может 

быть описана полностью, поэтому в учебных це-

лях будущим философам приходится питать до-

верие к здравому смыслу, подобное тому, которое 

многие нематематики питают к таблице умноже-

ния, даже не подозревая о существовании аксиом 

Пеано.

Но, поняв, какие философско-методологиче-

ские «глубины» скрываются за столь известным 

фактом, как «дважды два – четыре», становится 

ясно, что вся таблица умножения может быть по-

лучена таким же образом, т. е., строго говоря, 

каж-дое равенство из таблицы умножения – это 

от-дельный содержательный пример. А что 

следует рассматривать дальше? На очереди – 

доказатель-ство основных законов арифметики, а 

именно: ассоциативного закона сложения, 

коммутатив-ного закона сложения, дистрибутивного 

закона, ассоциативного закона умножения и 

коммута-тивного закона умножения. Все эти 

законы до-казываются примерно по одной и той 

же схеме – методом математической индукции.

Для студентов-философов, изучающих курс 

«Основы высшей математики», принципиально 

важным для понимания того, чем же занимаются 

математики, является то, что в аксиоматике Пеа-

но достигается «предельное состояние завершен-

ности», устраняющее саму возможность ее даль-

нейшего изменения без потери заключенного в 

ней философско-математического содержания.
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