7.  ПРИМЕНЕНИЕ  ТЕОРИИ  МАССОВОГО

ОБСЛУЖИВАНИЯ  ДЛЯ  ОПРЕДЕЛЕНИЯ

ОБЪЕМА  ПАМЯТИ  ИНФОРМАЦИОННЫХ 
СИСТЕМ
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7.1. Различные подходы к решению задачи

Целью настоящего раздела является демонстрация аналитических возможностей ТМО для решения задач проектирования информационных систем, т. е. таких систем, объектом преобразования в которых является информация, поступающая порциями в виде дискретных или непрерывных сообщений. Продемонстрируем эти возможности на примере задачи определения объема буферной памяти системы, представляющей собой узел информационной сети обработки и передачи сообщений. Данная задача интересна тем, что ее решение предполагает некоторое усовершенствование математического аппарата ТМО и обобщение ранее рассмотренных моделей. Отметим, что рассматриваемая задача является одной из основных, например, при проектировании концентраторов или коммутационных центров в сетях передачи данных. При ее решении следует дать ответ на два основных вопроса:

1. Каким должен быть объем буферной памяти (БП) системы, чтобы вероятность потери сообщений или какие-либо другие характеристики потерь находились в заданных пределах?

2. Как решение этой задачи связано со статистическими характеристиками сообщений и их потоков, а также пропускной способностью каналов?

Сначала рассмотрим попытки решения задачи в рамках классических методов ТМО, представленные в литературе по сетям связи. Очевидно, для такого решения прежде всего следует определить потребности в объеме памяти разрабатываемой системы. При этом следует учесть, что сообщения или требования (в терминологии ТМО) обладают различной информационной емкостью, или, иначе, различным объемом (в некоторых работах он называется длиной), соответствующим объему памяти, занимаемому требованием в период его нахождения в системе.

Объем требования, который представляет собой случайную величину, обозначим через 
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 обозначим как 
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 – полная сумма объемов требований, находящихся в системе в момент времени t. Случайный процесс 
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 далее будем называть суммарным объемом. Можно считать (такое предположение справедливо для большинства информационных систем), что объемы различных требований независимы. Однако во многих реальных системах время обслуживания требования зависит от его объема. Часто (например, это имеет место в телеграфной сети) время обслуживания 
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 требования пропорционально его объему (
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Очевидно, потребности в объеме памяти системы определяются характеристиками процесса 
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. Поэтому возникает задача определения его характеристик сначала хотя бы в том случае, когда величина суммарного объема не ограничена (
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). Известны две основные модели в рамках классической ТМО, используемые для решения задачи определения объема памяти. Кратко их рассмотрим.

1. Модель с дискретными требованиями. Эта модель базируется на изученной нами в разделе 5 СМО 
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. Предполагается, что требование характеризуется некоторым случайным количеством знаков, т.е. его объем 
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 принимает целые положительные значения, что, очевидно, хорошо отражает реальную ситуацию. Задана вероятность 
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. Можно ввести в рассмотрение ПФ числа знаков (объема) требования 
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 – среднее число знаков в требовании или его средний объем. Каждый знак занимает фиксированный  участок объема БП и обслуживается в течение фиксированного времени 
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. Заметим здесь, что более общее предположение о том, что распределение времени обслуживания 
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 знака задано произвольной, положительно определенной ФР 
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, практически не усложняет модель, и будем пользоваться этим предположением. Пусть 
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 – первый момент времени обслуживания знака.

Будем использовать некоторое обобщение изученной нами в раз-деле 5 модели СМО 
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, предполагая, что входной поток является стационарным потоком без последействия (см. п. 2.7), т. е. простейшим потоком групп символов (в модели символ играет роль требования), отождествляя при этом суммарный объем 
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 требований в стационарном режиме с числом символов, находящихся в системе. Можно показать, что стационарный режим для данной СМО 
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 существует при выполнении условия 
[image: image26.wmf]1

)

1

(

1

<

¢

e

=

r

Q

a

, где а – параметр потока, 
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 – ПФ числа символов в прибывающей группе, а ПФ СВ 
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 имеет вид
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В частном случае 
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 имеем, очевидно, 
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Пользуясь формулой (1), можем определить, в принципе, любые характеристики СВ 
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, например, ее моменты. Заметим, что в условиях существования стационарного режима имеем 
[image: image34.wmf]s

Þ

s

)

(

t

 при 
[image: image35.wmf]¥

®

t

 в смысле сходимости по распределению. 

Недостатки рассмотренной модели заключаются в следующем.

1. Рассматриваемая в данной модели СВ 
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 не является суммарным объемом. Действительно, пользуясь моделью 
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, мы фактически предполагаем, что каждый знак покидает систему в момент окончания его обслуживания. В реальной же ситуации требование, т. е. все знаки, составляющие его, покидает систему в момент окончания обслуживания его последнего знака.

2. Тип зависимости объема требования и его времени обслуживания в данной модели ограничен. Безусловно, следовало бы иметь возможность анализа СМО с более общим характером зависимости объема требования и времени его обслуживания.

3. В данной модели существенным является предположение о дискретном характере требований. Вообще говоря, во многих моделях предпочтительным является рассмотрение «непрерывных» требований.

Отметим, что в реальных информационных системах (например, в коммерческих сетях и сетях передачи научной информации), где имеет место большой объем вычислений, как показывают проведенные исследования, входные потоки требований с большой степенью точности можно считать простейшими, а их объемы (количества знаков) распределены по геометрическому закону
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С точки зрения вычислений, часто оказывается более удобным анализировать модели, в которых объемы требований имеют непрерывное распределение.

2. Модель с непрерывными требованиями. Известно, что геометрическое распределение со средним значением 
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 (в реальных системах, как правило, сообщения в среднем содержат более четырех знаков) хорошо аппроксимируется экспоненциальным распределением с параметром 
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, и в этом случае средний объем требования равен 
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. Предположим также, что время обслуживания требования пропорционально его объему (
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где 
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Будем теперь для определения стационарного распределения  суммарного объема использовать простейшую СМО 
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 с ФР времени обслуживания 
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, определяемой соотношением (7.2). Как уже знаем, для такой СМО можно определить распределение числа требований 
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 в стационарном режиме:
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где 
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, a – параметр входного потока требований. Что касается распределения стационарного суммарного объема 
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, то в рамках модели мы считаем, что, определив ФР 
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 по формуле (7.2), мы уже в достаточной мере учли зависимость между объемом требования и временем его обслуживания, и далее в модели объем и время обслуживания можно считать независимыми. Тогда, если в СМО находится k требований, то в силу независимости объемов и времени обслуживания имеем для стационарного суммарного объема 
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 – стилтьесовская свертка порядка k ФР 
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откуда легко можем определить ФР 
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 стационарного суммарного объема:
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Очевидно, воспользовавшись аппаратом производящих функций и преобразований Лапласа – Стилтьеса, данную модель можно легко обобщить на случай СМО 
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, при этом связь между объемом требования и временем его обслуживания может быть произвольной. Хотя, повторимся, в данной модели эта связь учитывается только на уровне маргинальных (частных) распределений, что и составляет главный ее недостаток, поскольку, как увидим, характер связи указанных СВ оказывает существенное влияние на характеристики суммарного объема.
Общим недостатком двух рассмотренных моделей является также тот факт, что в них анализируются исключительно однолинейные СМО, хотя вторую модель можно легко распространить и на многолинейные системы различного типа.

В реальных информационных системах суммарный объем ограничен некоторой постоянной величиной 
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, которую будем называть объемом памяти, т. е. имеет место неравенство  
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  При  проектировании системы задача как раз и заключается в определении объема памяти V таким образом, чтобы учесть условия, ограничивающие долю потерянной информации (например, вероятность потери требования не должна превышать заданной величины 
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). При этом ограничение суммарного объема невозможно заменить каким-либо эквивалентным образом ограничением числа мест ожидания, хотя в некоторых моделях такие попытки совершались. Действительно, если требование поступает в систему, когда в последней имеются свободные места для ожидания и, сверх того, x свободных единиц памяти, то оно может либо потеряться (если его объем превышает x), либо остаться в системе (в противном случае), а в классической СМО требование теряется только тогда, когда в момент его поступления заняты все места для ожидания.

В рамках классических моделей ТМО для определения объема памяти V чаще всего используется предположение, что при малых вероятностях потери 
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 (в реальных системах передачи данных она равна 
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 и меньше) величину V можно отождествить с корнем уравнения 
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 – ФР стационарного суммарного объема СМО с теми же параметрами, что и анализируемая система, с тем лишь отличием, что в ней суммарный объем не ограничен (
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). Безусловно, такое предположение нельзя считать корректным, поскольку оно может привести к выбору такого объема памяти, который не будет гарантировать заданную вероятность потери.

Сказанное выше позволяет сделать следующий вывод: для решения задачи определения объема памяти стохастической информационной системы необходимо построить такие модели однолинейных и многолинейных СМО различной конфигурации, которые бы в полной мере учитывали зависимость между объемом требования и временем его обслуживания и по возможности учитывали бы ограничение суммарного объема. Рассмотрением наиболее простых из таких моделей мы и займемся в данном разделе нашего курса.

7.2. Классификация систем обслуживания

требований случайного объема
Рассмотрим сначала для сравнения классическую СМО достаточно общего вида, например, СМО 
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. Структура этой СМО схематически изображена на рис. 11. Строго говоря, в рамках такой классической модели мы не можем определить ни характеристик суммарного объема, ни характеристик потерь, связанных с его ограничениями.
[image: image599.wmf]M

[image: image600.wmf]2

ОП


[image: image601.wmf]1

ОП


[image: image602.wmf]1

ОП


[image: image603.wmf]2

ОП


[image: image604.wmf]M


[image: image605.wmf]n

ОП



Рис. 11. Классическая система обслуживания
Будем теперь считать, что каждое требование независимо от других и от времени своего поступления в систему характеризуется случайным объемом 
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В этом случае ФР объема требования, очевидно, есть 
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Рис. 12. Система обслуживания требований случайного объема
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Классификация СМО требований случайного объема определяется типом зависимости СВ 
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Внутри каждого из представленных классов моделей можно анализировать СМО различной конфигурации.
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Ясно, что в описанной СМО стационарное распределение числа требований не зависит от их объемов. Пусть 
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Переходя в последнем соотношении к ПЛС, получаем, что
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[image: image143.wmf])

(

))

(

(

))

(

(

))

(

1

(

)

1

(

)

(

s

s

a

a

s

a

a

s

s

j

-

j

-

b

j

-

b

j

-

r

-

=

d

.

Что касается моделей второго и четвертого классов, то основными определяемыми характеристиками в них являются распределение числа требований в заданный момент времени или в стационарном режиме, а также вероятность потери (или другие характеристики потерь). В моделях третьего класса определяется распределение суммарного объема в заданный момент времени или в стационарном режиме.

Модели четвертого класса являются наиболее сложными. Точные аналитические результаты для них получены только в случае систем 
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В моделях третьего класса такие обычные характеристики, как распределение числа требований, распределение времени ожидания и т. д., можно, очевидно, определить средствами классической ТМО. Поэтому обозначать их будем точно так же, как соответствующие классические аналоги. Нетривиальным с точки зрения общей теории является нахождение  в этих моделях распределения суммарного объема. В том случае, если отсутствуют какие-либо «классические» ограничения, в этих моделях вообще нет потерь требований. Естественно, возникает вопрос их практической применимости, поскольку в реальных информационных системах объем памяти всегда ограничен. Подробно о практическом применении моделей третьего класса мы скажем ниже, а теперь перейдем к основным обозначениям и понятиям, применяемым при анализе СМО требований случайного объема.
7.3. Основные понятия и обозначения
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Чаще всего нахождение явного вида ФР 
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Через 
[image: image173.wmf]i

b

, 
[image: image174.wmf]i

j

 будем обозначать моменты порядка i СВ 
[image: image175.wmf]z

 и 
[image: image176.wmf]x

 соответственно, 
[image: image177.wmf]...

,

2

,

1

=

i

.

Очевидно, суммарный объем произвольной СМО в момент времени t можно представить в виде суммы
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Доказательство.


[image: image191.wmf]=

³

x

+

Î

z

=

=

x

+

Î

c

=

}

)

;

[

{

}

)

(

*

)

;

[

)

(

{

)

(

y

dx

x

x

y

t

dx

x

x

t

x

dE

y

P

P



[image: image192.wmf].

)

,

(

)]

(

1

[

}

{

}

);

;

[

{

1

ò

¥

=

-

-

=

³

x

³

x

+

Î

z

=

y

u

u

x

dF

y

B

y

y

dx

x

x

P

P

 (
Отметим, что функцию 
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Следствие. ПЛС ФР 
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7.4. Система M/M/n/(m,V)

В качестве одной из моделей, принадлежащих второму классу      (см. п. 7.2), рассмотрим СМО 
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Введем функции, имеющие следующий вероятностный смысл:
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В результате приходим к следующей системе дифференциальных уравнений для функций 
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Поскольку в анализируемой СМО существует стационарный режим, существуют не зависимые от начальных условий пределы
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Поскольку функции 
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Введем обозначение 
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Непосредственной подстановкой легко показать, что решение системы уравнений (7.9)–(7.13) имеет вид
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Тогда на основании соотношения (7.8) можем определить стационарные вероятности 
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Вероятность 
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 отсутствия требований в системе в стационарном режиме найдем из условия нормировки 
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Вероятность потери требования в рассматриваемой СМО при конечных V уже не будет равна 
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где 
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 определяются формулами (7.14).

Рассмотрим теперь некоторые частные случаи СМО 
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1. Система M/M/n/(0,V). В этом случае число мест ожидания 
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Как следует из (7.16), соотношение для вероятности потери имеет вид
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2. Система M/M/1/(m,V). При 
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 из соотношений (7.14)–(7.16) получаем следующие формулы для стационарных вероятностей числа требований в системе и вероятности потери:
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3. Система M/M/1/((,V). В этом случае 
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Предположим дополнительно, что объем требования имеет экспоненциальное распределение 
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И для вероятности потери получаем простую формулу
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Заметим, что в этом случае при 
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. Заметим также, что данная модель представляет собой «улучшенный» вариант рассмотренной в п. 7.1 классической модели с непрерывными требованиями (модель 1), поскольку она позволяет учесть ограничение суммарного объема.

7.5. Приближенные оценки характеристик потерь

для систем с ограниченным суммарным объемом

и зависимым от объема требования

временем обслуживания
Займемся теперь вопросом о практической целесообразности моделей, отнесенных нами в п. 7.2 к третьему классу. В этих моделях вообще нет потерь требований в том случае, если отсутствуют какие-либо ограничения, касающиеся числа мест ожидания, а также времени ожидания или пребывания требований в системе. В настоящем пункте мы покажем, что определение характеристик суммарного объема в системе без потерь позволяет оценить характеристики потерь в системах с ограниченным суммарным объемом.

Рассмотрим СМО произвольной структуры (однолинейную или многолинейную) с простейшим входным потоком без потерь, которую будем обозначать СМО
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, но с ограниченным постоянной величиной V > 0 суммарным объемом, которую обозначим как СМО
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 будем помечать нижним индексом «(», а аналогичные характеристики СМО
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Как можно охарактеризовать потери, вызванные ограничением суммарного объема, в стационарной системе СМО
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Однако следует отметить, что вероятность потери 
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 характеризует относительную долю потерянных в системе требований, но не долю потерянной информации. Действительно, в момент поступления в систему требование имеет тем больше шансов быть потерянным, чем большим объемом оно обладает, например, потеря требований, объем которых превышает V, является достоверным событием. Поэтому среди потерянных требований относительно большую часть составляют требования большого объема.

Будем рассматривать требования, которые теряются в момент своего поступления в систему. Пусть 
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Легко заметить, что 
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 характеризует относительные потери информации в пересчете на единицу объема требования. Будем ее называть в дальнейшем стационарной вероятностью потери единицы объема. Именно эта величина характеризует долю информации, теряемую вследствие ограничения суммарного объема. Она является более объективной характеристикой потерь в сравнении с вероятностью потери 
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, хотя ее определение оказывается в большинстве случаев более сложным.

В дальнейшем будем считать, что в СМО
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Теорема 1. Для произвольного вещественного неотрицательного числа х справедливо неравенство 
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Доказательство. Введем следующие обозначения: 
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Покажем, что 
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. Введем с этой целью в рассмотрение еще одну систему СМО
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Из теоремы 1 вытекают очевидные неравенства, позволяющие оценить вероятность потери 
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Следствие 1.
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Следствие 2.
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Величины 
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 и Q* представляют собой верхние граничные значения вероятностей потери 
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 и потери единицы объема Q соответственно. В реальных системах, как правило, допустимые вероятности потери очень малы (~10
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Вывод 1. Оказывается очень важным исследование СМО с неограниченным суммарным объемом и зависимым от объема требования временем обслуживания. Всегда, если это возможно, необходимо при этом вычислять величины 
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где 
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 – стационарная вероятность отсутствия требований в системе СМО
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Как показывают результаты имитационного моделирования, относительная погрешность аппроксимации (7.20) для всех сколько-нибудь употребительных типов распределений не превышает 1%.

Вывод 2. Для СМО без потерь с зависимыми объемом и временем обслуживания требования практически важной задачей является определение, по крайней мере, двух первых моментов стационарного суммарного объема.
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 можно воспользоваться более удобной на практике аппроксимацией ФР, представляющей собой стилтьесовскую свертку 
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Замечание 1. Замена ФР 
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 соответствующими аппроксимирующими функциями может привести к тому, что уже не будут выполняться неравенства (7.18) и (7.19), однако такое отклонение не превысит, очевидно, ошибки аппроксимации.

Замечание 2. Число требований в системе представляет собой частный случай суммарного объема, если суммарный объем не ограничен. Действительно, определив характеристики суммарного объема, мы всегда можем определить характеристики числа требований.  Для этого достаточно предположить, что в исследуемой СМО время обслуживания распределено с ФР 
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Замечание 3. Для определения объема памяти по характеристикам потерь можно было бы использовать  метод  имитационного  моделирования, который зачастую считают панацеей от всех бед из-за его «нечувствительности» к степени сложности исследуемой системы. Однако, если вероятность потери должна быть близка к нулю, что имеет место в большинстве случаев на практике, метод имитационного моделирования становится крайне неэффективным, поскольку приходится моделировать наступление очень редких событий, каковыми являются потери требований. Поэтому в том случае, когда не удается аналитическими средствами вычислить два первых момента стационарного объема СМО
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, их можно определить с помощью имитационной модели указанной СМО, а затем, воспользовавшись рассмотренной в данном пункте аппроксимацией, оценить вероятность потери.

Таким образом, изучение моделей, отнесенных нами в п. 7.2 к третьему классу, имеет практический смысл. Оказывается, что именно эти модели наиболее интересны в математическом смысле.

7.6. Аналог формулы Литтла для систем

обслуживания требований

случайного объема
В настоящем пункте мы получим один глобальный результат, касающийся стационарных систем обслуживания требований случайного объема без потерь весьма общего вида и представляющий собой аналог классической формулы Литтла (3.1). Для дальнейшего рассмотрения справедливым оказывается замечание о некоторой нестрогости вывода, приведенное в п. 3.3 по отношению к выводу формулы (3.1).

Рассмотрим СМО без потерь произвольной структуры (однолинейную или многолинейную), на вход которой поступает стационарный поток требований интенсивности 
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 – суммарный объем этих требований. Предположим, что в рассматриваемой СМО существует стационарный режим, т. е. при 
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 – соответственно стационарное число требований в системе и стационарный суммарный объем. Как мы знаем, для данной СМО справедливы формулы Литтла 
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которое и называется аналогом формулы Литтла для СМО обслуживания требований случайного объема. Приведем простой вывод соотношения (7.22).
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Пусть 
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Если при 
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Пользуясь аналогом формулы Литтла (7.22), можно уже на уровне первого момента продемонстрировать, насколько важным является учет зависимости времени обслуживания требования от его объема при определении характеристик суммарного объема и, следовательно, объема буферной памяти.

Пример. Рассмотрим две стационарные СМО 
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 для обеих систем. Будем считать, что в первой из этих систем СМО
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 время обслуживания не зависит от объема требования и распределено экспоненциально с параметром 
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 время обслуживания требования предполагается пропорциональным величине его объема: 
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Предположим, что имеет место равенство 
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 и обе системы оказываются неразличимыми в смысле классической ТМО, что означает, в частности, тождественность распределений числа требований, времени ожидания и времени пребывания в этих системах. Если мы вспомним классическую модель СМО с непрерывными требованиями, которая рассматривалась в п. 7.1, то и в рамках этой модели СМО
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 эквивалентны.

Найдем для обеих систем стационарный первый момент суммарного объема. В СМО
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 объем требования 
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 и время его обслуживания 
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 независимы. Поэтому для смешанного момента объема требования и времени обслуживания этой СМО имеем
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Вспомним, что среднее время ожидания в обеих рассматриваемых СМО равно (см. п. 5.8)
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а – параметр входного потока. Таким образом, в случае СМО
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 получаем для первого момента 
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Для СМО
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 получаем 
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Поскольку в этом случае 
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Таким образом, стационарный средний суммарный объем требований во второй СМО оказывается больше в 
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 = 1/2 он больше в полтора раза. Заметим, что в реальных информационных системах величина загрузки 
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 обычно выбирается из диапазона 0,2 ÷ 0,6.
Очевидно, формулу (7.22) можно использовать для приближенных оценок 
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 по известным в литературе оценкам среднего времени ожидания 
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 с неограниченным суммарным объемом. Очевидно также, что эта формула может применяться для предварительных грубых оценок объема памяти в информационных системах.

7.7. Определение характеристик суммарного

объема в системе обслуживания M/G/1/(
Примем следующие обозначения: а – параметр входного потока требований, 
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Имеет место следующее утверждение.

Теорема 2. В перечисленных обозначениях и условиях имеет место равенство
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Доказательство. В стационарном режиме имеет место равенство
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где 
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Подставив в формулу (7.24) последнее соотношение и значение 
[image: image589.wmf])

(

s

e

y

, определенное в следствии к лемме 1, получим


[image: image590.wmf]dy

u

x

dF

e

e

s

s

a

a

s

a

a

s

p

s

p

s

y

u

x

sx

y

y

s

a

a

ò

ò

ò

¥

=

¥

=

-

¥

=

j

-

-

j

-

j

-

b

j

-

j

×

j

+

=

d

)

,

(

)

(

))

(

(

))

(

(

)

(

)

(

1

)

(

0

0

))

(

(

0

0

.

                       (7.25)

Вычислим интеграл в соотношении (7.25):
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Подставляя вычисленное значение интеграла в (7.25), получаем формулу (7.23). (
Следствие. Первые два момента СВ 
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 определяются соотношениями
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Как показано в п. 7.5, формулы (7.26), (7.27) можно использовать для оценки вероятности потери в СМО 
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 с ограниченным суммарным объемом.

7.8. Некоторые частные случаи системы M/G/1/(
1. Распределение числа требований в системе. Покажем, что из соотношения (7.23), доказанного в теореме 2, следует формула Поллачека – Хинчина (5.32). Будем при этом использовать обозначения п. 7.7.
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