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Следовательно, для анализируемого процесса 
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то процесс 
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Рис. 8. Граф состояний СМО 
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Анализируя и несколько обобщая сказанное, можно утверждать, что процесс 
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для произвольных натуральных n, произвольных 
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Рис. 9. Траектория полумарковского процесса
Траектории полумарковского процесса представляют собой непрерывные справа ступенчатые функции.
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Следовательно, полумарковский процесс представляет собой однородную консервативную ЦМ с непрерывным временем и без поглощающих состояний, если и только если время пребывания в каждом его состоянии не зависит от того, каким будет следующее состояние, и распределено по экспоненциальному закону.
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Можно показать, что имеет место следующее утверждение.
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Как видим, в наших предположениях вероятность 
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Таким образом, цикл 
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Следовательно, дальнейшее поведение линейчатого процесса не зависит от его поведения до момента времени t, что означает, что процесс 
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Далее в этом разделе мы будем изучать характеристики СМО 
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, пользуясь методами введения дополнительного события и теории полумарковских процессов. Основными СВ, характеризующими эту систему, являются: 1) период занятости; 2) число требований в системе; 3) время ожидания и время пребывания.

5.3. Период занятости
Определение 2. Периодом занятости системы обслуживания называется случайная величина 
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Предположим, что независимо от поведения анализируемой системы, происходят катастрофы, моменты наступления которых формируют простейший поток с параметром 
[image: image245.wmf]0

>

q

. В этом случае, очевидно, 
[image: image246.wmf]ò

¥

-

P

=

p

0

)

(

)

(

t

d

e

q

qt
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Уравнение (5.8) распространяется на область комплексных q, таких что 
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Справедливо следующее утверждение, приводимое без доказательства.

Теорема 2. Функциональное уравнение (5.8) определяет единственную функцию 
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5.4. Распределение числа требований.

Метод вложенных цепей Маркова
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Рис. 10. Траектории процессов 
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Ясно также, что
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Тогда матрица переходных вероятностей имеет вид
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Предположим, что выполняется условие 
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Ниже мы найдем решение этой системы 
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С учетом соотношений (5.10), (5.11) формулу (5.12) представим в виде
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Введем в рассмотрение следующие ПФ:
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Из формулы (5.9) имеем
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Из соотношения (5.13) следует, что
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откуда получаем
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Из условия нормировки
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находим, что 
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Последнее выражение называется формулой Поллачека – Хинчина. Математическое ожидание числа требований 
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Заметим, что 
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5.5. Распределение числа требований. 

Метод дополнительной переменной
Методом дополнительной переменной найдем стационарное распределение 
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Введем в рассмотрение еще одну ПФ:
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Тогда из формулы (5.15) следует, что
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Поскольку вероятность других событий, которые переводят систему в состояние 
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Найдем теперь вероятность 
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Вероятность того, что в момент 
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Из соотношений (18)((20) обычным образом при 
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Поскольку в случае 
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Уравнение с номером n в формуле (5.24) умножим на 
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Подобным образом, переходя к ПФ в соотношении (5.26), получаем
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Из соотношения (5.25) следует, что 
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С учетом определения функции 
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Подставив полученное значение 
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Заметим, что такой же результат получается в том случае, если вместо процесса 
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Поскольку существует взаимно-однозначное соответствие между распределениями вероятностей 
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Из формулы (5.32) вытекают следующие соотношения для стационарных моментов числа требований в системе:
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 – третий момент времени обслуживания.

5.6. Время ожидания и время пребывания

Распределение времени ожидания и времени пребывания требования в системе зависит, очевидно, от дисциплины обслуживания. Предположим, что требования обслуживаются в порядке их поступления в систему (дисциплина FIFO). Пусть 
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В случае 
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которые представляют собой ФР СВ W и V соответственно. Функции 
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С учетом свойств ПЛС и того факта, что обслуживание требований является рекуррентным, получаем
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стационарного времени ожидания W и стационарного времени пребывания V  получаем после перехода к пределу при 
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Из формулы Поллачека – Хинчина (5.14) следует, что
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           (5.35)

Из формулы (5.35) вытекают следующие выражения, позволяющие вычислить два первых момента стационарного времени ожидания:
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Из соотношений (5.34) и (5.35) следует, что


[image: image506.wmf])

(

)

(

)

1

(

)

(

q

a

a

q

q

q

q

v

b

+

-

b

r

-

=

.

Моменты стационарного времени пребывания можно определить непосредственно из последнего соотношения, а также пользуясь тем, что СВ W и 
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Легко проверить, что для анализируемой СМО справедливы формулы Литтла.

5.7. Виртуальное время ожидания

и виртуальное время пребывания
Определение 3. Под виртуальным временем ожидания (пребывания), соответствующим моменту времени (, понимают длительность 
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В ТМО понятия виртуального времени ожидания и виртуального времени пребывания вводятся с целью упрощения вычислений, поскольку для некоторых конкретных СМО вычисление виртуальных характеристик оказывается более простым. Пусть, например, имеется СМО 
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Найдем распределение введенных СВ в стационарном режиме для СМО 
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 в случае дисциплины FIFO.

Пусть 
[image: image514.wmf]}

{

)

,

(

t

W

t

W

<

=

t

t

P

, 
[image: image515.wmf]}

{

)

,

(

t

V

t

V

<

=

t

t

P
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Из теории полумарковских процессов следует, что при 
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которые представляют собой ФР неотрицательных СВ 
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Очевидно, 
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Пользуясь правилом Лопиталя, находим
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и аналогично для ПЛС 
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Следовательно, для СМО 
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 стационарные распределения виртуального времени ожидания и виртуального времени пребывания совпадают со стационарными распределениями «обычных» времени ожидания и времени пребывания соответственно.

5.8. Частные случаи системы M/G/1/(
Рассмотрим два важных случая.

1. Система M/M/1/(. В этом случае ФР времени обслуживания имеет вид 
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Отсюда вытекают следующие соотношения:
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Из формулы (5.35) следует, что
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Обращением преобразования Лапласа 
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Первые два момента времени ожидания при этом равны
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ПФ числа требований в СМО в стационарном режиме, как следует из формулы (5.32), имеет вид
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Из соотношения (5.35) следует, что
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Обращая преобразование Лапласа 
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Очевидно, ФР 
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