4.  МАРКОВСКИЕ  СИСТЕМЫ  ОБСЛУЖИВАНИЯ
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4.1. Цепи Маркова
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Определение 1. Случайный процесс 
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В дальнейшем элементы множества 
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 будем называть состояниями процесса 
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Очевидно, свойство (4.1) означает, что при установленном состоянии 
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 его дальнейшее поведение не зависит от того, каким образом процесс оказался в этом состоянии (будущее при известном настоящем не зависит от прошлого).

Отметим, что цепи Маркова представляют собой частный случай так называемых марковских процессов.
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Ясно, таким образом, что ЦМ – это марковский процесс, множество состояний которого конечно или счетно. Понятно также, что можно анализировать многомерные ЦМ. Далее для простоты изложения мы будем говорить об одномерных ЦМ, соответствующие обобщения являются очевидными с точки зрения теории.

В дальнейшем будем считать, что 
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 перенумерованы). Типичным примером такого процесса является процесс 
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 – число требований, находящихся в системе в момент времени t.

Цепь Маркова называется однородной, если условная вероятность 
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В частности, для однородной ЦМ имеет место соотношение 
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Несколько более общим является понятие однородного марковского процесса: марковский процесс 
[image: image36.wmf])

(

t

ξ

 называется однородным, если функция 
[image: image37.wmf]}

)

(

)

(

{

x

ξ

ξ

P

=

Î

t

+

t

A

t

 не зависит от t, а зависит только от            
[image: image38.wmf]t

, х  и  А.
ЦМ, для которой 
[image: image39.wmf]...}

,

2

,

1

,

0

{

=

T

 называется ЦМ с дискретным временем; ЦМ, для которой 
[image: image40.wmf])}

;

0

[

:

{

¥

Î

=

t

t

T

, называется ЦМ с непрерывным временем.

Введем обозначения 
[image: image41.wmf]}

)

(

{

)

(

0

i

j

t

t

P

j

i

=

x

=

x

=

P

, 
[image: image42.wmf]}

)

(

{

)

(

j

t

t

P

j

=

x

=

P

, где 
[image: image43.wmf]0

³

t

; 
[image: image44.wmf]X

Î

j

i

,

. Функции 
[image: image45.wmf])

(

t

P

j

i
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Набор вероятностей 
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Определение 2. Цепь Маркова называется эргодичной, если при 
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Если для всех 
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Определение 3. Вероятностное распределение 
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, называется стационарным распределением цепи Маркова, если для любого состояния
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Если в произвольный момент времени ЦМ характеризуется стационарным распределением, то это означает, что безусловные вероятности ее состояний не зависят от времени; такая ЦМ называется стационарной. В частности, отсюда следует, что для любой стационарной ЦМ начальное распределение 
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Эргодическое распределение ЦМ (если оно существует), очевидно, является стационарным, следовательно, его финальные вероятности также определяются системой уравнений, представленных в определении 3. Это означает, что если ЦМ 
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В некотором смысле, таким образом, поведение эргодичной ЦМ с переходными вероятностями 
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Определение 4. Цепь Маркова называется неприводимой, если для любых двух ее состояний 
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Неприводимость ЦМ означает практическую возможность перехода в течение конечного времени из произвольного состояния 
[image: image82.wmf]X

Î

i

 в произвольное состояние
[image: image83.wmf]X

Î

j

 (вероятность такого перехода отлична от нуля).

Ниже рассматриваются различные частные случаи ЦМ.

1. Цепь Маркова с дискретным временем и конечным множеством состояний 
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. Для ЦМ с дискретным временем и конечным множеством состояний имеют место следующие утверждения. 

Теорема 1. (Эргодическая теорема Маркова – Бернштейна.) Если существуют такое состояние 
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, то цепь Маркова является эргодичной, существует единственное стационарное распределение этой цепи, совпадающее с ее эргодическим распределением. Наоборот, если цепь Маркова эргодична, то существует такое состояние 
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Теорема 2. Если существует целое число 
[image: image93.wmf]1

³

k

, такое что 
[image: image94.wmf]0

min

)

(

,

>

Î

k

j

i

j

i

P

X

, то цепь Маркова является строго эргодичной. Наоборот, если цепь Маркова строго эргодична, то существует такое целое число 
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2.  Цепь Маркова с дискретным временем и конечным или счетным множеством состояний 
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Определение 5. Неприводимая цепь Маркова с дискретным временем называется непериодической, если для некоторого из ее состояний 
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Теорема 3. (Эргодическая теорема Феллера.) Неприводимая непериодическая цепь Маркова с дискретным временем относится к одному из следующих двух классов:

a) или все состояния цепи невозвратные (нулевые), т. е. для произвольной пары состояний 
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б) или все состояния цепи положительные (эргодические), т. е. при 
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В частности, для произвольного начального распределения цепи 
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Можно показать, что из теоремы 3 следует теорема 4.

Теорема 4. (Эргодическая теорема Фостера.) Необходимым и достаточным условием наличия у непериодической цепи Маркова стационарного распределения 
[image: image109.wmf]}

{

j

p

, такого, что 
[image: image110.wmf]0

>

j

p

 для произвольного состояния 
[image: image111.wmf]X

Î

j

 (т. е. условием строгой эргодичности цепи), является существование ограниченного ненулевого решения 
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(т. е. такого решения, что 
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Последнее предложение теоремы 4 означает, что стационарным распределением цепи является такое ограниченное ненулевое решение 
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3. Цепь Маркова с непрерывным временем. ЦМ с непрерывным временем называется стохастически непрерывной, если для произвольных состояний 
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Можно доказать, что для стохастически непрерывной ЦМ существуют пределы
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Число 
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Немгновенное состояние i называется консервативным, если выполняется равенство 
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Если все состояния цепи консервативны, то ЦМ называется консервативной.

Если все состояния ЦМ немгновенны, то из соотношения (4.2) следует


[image: image135.wmf]j

i

j

i

t

o

t

t

P

j

i

j

i

¹

Î

D

+

D

l

=

D

;

,

;

)

(

)

(

X

;

      (4.3)


[image: image136.wmf]X

Î

D

+

D

l

-

=

D

i

t

o

t

t

P

i

i

i

,

)

(

1

)

(

.
                    (4.4)

Если множество состояний 
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 конечно, легко доказать, что все состояния цепи немгновенны и консервативны, следовательно, в этом случае ЦМ является консервативной.
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Используя соотношения (4.3) и (4.4), находим 
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откуда следует, что
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Из соотношения (4.5) следует, что функция 
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с начальными условиями 
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. Система (4.7) называется системой прямых уравнений Колмогорова.

Снова воспользуемся формулой полной вероятности.
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откуда аналогичным образом получаем систему уравнений Колмогорова для безусловных вероятностей:
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с начальными условиями 
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Определение 6. Цепь Маркова называется регулярной, если число изменения ее состояний на любом конечном промежутке времени конечно с вероятностью 1 независимо от начального состояния цепи.

Можно показать, что достаточным условием регулярности ЦМ является ограниченность интенсивностей выхода 
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Определение 7. Состояние j стохастически непрерывной цепи Маркова называется достижимым из состояния i, если или 
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Для ЦМ с непрерывным временем справедливо следующее утверждение.
Теорема 5. (Эргодическая теорема Фостера.) Консервативная цепь Маркова с непрерывным временем и счетным множеством состояний эргодична, если она неприводима и система уравнений
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Поскольку стационарные вероятности не зависят от времени и являются постоянными величинами, то при 
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Уравнения (4.9) называются уравнениями равновесия. Они имеют следующий вероятностный смысл. Назовем произведение  
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 интенсивности выхода из состояния  j и вероятности этого состояния потоком вероятности из состояния j.  Произведение 
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 назовем  потоком  вероятности из состояния k в состояние j. Тогда из формулы (4.9) следует, что в стационарном режиме поток вероятности из произвольного состояния уравновешивается суммой потоков вероятности из всех других состояний в данное состояние. Например, для ЦМ с тремя состояниями (рис. 2) получаем следующие уравнения равновесия:
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Представлением ЦМ в виде ориентированного графа можно воспользоваться также для быстрого выписывания прямых уравнений Колмогорова и уравнений для безусловных вероятностей.
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Рис. 2. Цепь Маркова, представленная в виде ориентированного графа
4.2. Процессы рождения и гибели

Процессы рождения и гибели играют важную роль в теории массового обслуживания. Например, траектория процесса 
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 (число требований, находящихся в системе в момент времени t) возрастает на единицу в момент поступления требования (в случае ординарного входного потока) и уменьшается на единицу в момент окончания обслуживания требования.
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 является при этом ЦМ с непрерывным временем и счетным множеством состояний, то он представляет собой так называемый процесс рождения и гибели.

Процессом рождения и гибели называется однородная ЦМ 
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Состояние такого процесса может быть интерпретировано как число особей в некоторой популяции, переход 
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Предположим, что анализируемый процесс рождения и гибели стохастически непрерывен, а все состояния ЦМ консервативны.  С целью упрощения  записи  примем  обозначения 
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Будем считать, что 
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В соотношениях (4.10)–(4.12) 
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Наглядно анализируемый процесс представляется в виде ориентированного графа (рис. 3).
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Рис. 3. Граф состояний процесса рождения и гибели

Из общих условий выполнения прямых уравнений Колмогорова для консервативной ЦМ следует, что в случае процесса рождения и гибели должно выполняться неравенство 
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При выполнении указанных условий уравнения Колмогорова (4.7) для процесса рождения и гибели принимают вид
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. Уравнения Колмогорова для безусловных вероятностей (4.8) выполняются при тех же условиях и принимают вид
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В случае если величины 
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не выполняется.

Оказывается, что для выполнения равенства (4.13) достаточно, чтобы расходился ряд 
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Если, наряду с выполнением условия (4.14), выполняется условие
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то процесс 
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Система уравнений равновесия в этом случае имеет вид
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Примем обозначения 
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Поскольку 
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4.3. Общее рассмотрение марковских систем
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Наоборот, из системы (4.19) следует система (4.17).

Вероятностный смысл уравнений (4.19) выясняется с помощью следующей геометрической интерпретации. Проведем на графе, представленном на рис. 3, вертикальное сечение между состояниями 
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Рис. 4. Пояснение к выводу уравнений равновесия

4.4. Система M/M/n/m, 1
[image: image286.wmf]£

 n < (, 0
[image: image287.wmf]£

 m < (
Для СМО 
[image: image288.wmf]¥

<

£

¥

<

£

m

n

m

n

M

M

0

,

1

,

/

/

/

, множество состояний 
[image: image289.wmf]X

 конечно. Поэтому в случае 
[image: image290.wmf]¥

<

m

=

r

)

(

n

a

, как следует из теоремы 5, существует единственное стационарное распределение. Граф состояний (граф переходов) показан на рис. 5.







     





Рис. 5. Граф состояний СМО 
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Уравнения Колмогорова для безусловных вероятностей для данной системы имеют следующий вид:
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Из данной системы уравнений при 
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, однако решение стационарной системы уравнений получается проще, если выписать уравнения равновесия, пользуясь соответствующими сечениями на      рис. 5.
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Следовательно, окончательно получаем
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Вероятность 
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откуда имеем
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Математическое ожидание числа требований, находящихся в системе в стационарном режиме, вычисляется следующим образом:


[image: image306.wmf]å

å

+

=

=

+

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

r

-

r

-

+

r

+

-

r

-

r

+

-

r

=

=

h

m

n

k

n

k

m

m

n

n

k

k

m

n

n

n

n

k

n

p

kp

0

1

1

0

1

1

)

(

)

1

(

!

!

)

1

(

)

(

E

,

где 
[image: image307.wmf]h

Þ

h

)

(

t

 при 
[image: image308.wmf]¥

®

t

 в смысле сходимости по распределению.

В частном случае 
[image: image309.wmf]0

=

m

 (для СМО 
[image: image310.wmf]0

/

/

/

n

M

M

) получаем известные формулы Эрланга:


[image: image311.wmf]n

k

k

y

k

y

p

n

k

k

k

k

,

0

,

!

!

0

=

=

å

=

,

где 
[image: image312.wmf]m

=

r

=

a

n

y

.

Эти формулы, как будет показано в разделе 6, имеют место в случае более общей СМО 
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4.5. Система обслуживания M/M/n/(
Граф состояний СМО 
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Рис. 6. Граф состояний СМО 
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откуда вытекают соотношения, аналогичные полученным в п. 4.4:
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Условие нормировки в этом случае имеет вид
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откуда следует, что
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Стационарный первый момент числа требований, находящихся в системе, в этом случае вычисляется следующим образом:
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Заметим, что такие же результаты мы получили бы, если бы перешли к пределу при 
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Анализируемая система представляет собой СМО с ожиданием, поэтому для нее имеет смысл определение ФР 
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где
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где величины 
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Из формулы (4.22) имеем
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откуда с учетом соотношения (4.21) получаем
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Очевидно, время пребывания требования V в стационарном режиме равно 
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Ясно, что для рассматриваемой СМО стационарная вероятность того, что требование не сразу после своего поступления в систему начнет обслуживаться, а будет ожидать обслуживания в очереди, равна


[image: image372.wmf])

1

(

!

)

(

)

0

(

1

}

0

{

0

r

-

r

=

-

=

>

n

p

n

W

W

n

P

.

Первый момент стационарного времени ожидания равен
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В свою очередь, первый момент времени пребывания есть
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Например, в случае 
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Легко убедиться, что для анализируемой СМО оказываются справедливыми формулы Литтла.

4.6. Система M/M/(
В СМО 
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 число ОП бесконечно. Поэтому все прибывающие требования обслуживаются без ожидания (время пребывания равно времени обслуживания). Граф состояний такой СМО представлен на        рис. 7.

     




 
     





Рис. 7. Граф состояний СМО 
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Точно такой же результат можно получить с помощью перехода к пределу при 
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