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3.1. Классификация систем обслуживания
Классификация СМО, как правило, осуществляется по следующим признакам.

1. Тип входного потока требований. В основном в исследуемых моделях ТМО входной поток является рекуррентным или рекуррентным с запаздыванием. Поэтому конкретный характер такого потока определяется характером распределения промежутков времени между соседними моментами поступления требований.
2. Совместное распределение времени обслуживания требований. В подавляющем большинстве изучаемых моделей ТМО обслуживание является рекуррентным. Поэтому для его определения достаточно задать ФР 
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 времени обслуживания.
3. Число обслуживающих приборов (ОП). В ТМО чаще всего анализируются системы, имеющие идентичные ОП, которые могут работать одновременно (иными словами, в случае, если в системе имеется n ОП, одновременно возможно обслуживание не более n требований).
4. Дисциплина обслуживания, организация процесса обслуживания. В ТМО чаще всего рассматриваются следующие дисциплины: FIFO (first in – first out) ( требования обслуживаются в порядке их поступления в систему; LIFO (last in – first out) ( преимущество в смысле очередности обслуживания имеет то из ожидающих обслуживания требований, которое поступило в систему последним; SIRO (service in random order): в момент окончания обслуживания следующее требование из ожидающих выбирается случайным образом (если в момент окончания обслуживания в системе ожидают обслуживания k требований, то любое из них может быть выбрано с вероятностью 
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); PS (processor sharing) ( все требования, находящиеся в системе, обслуживаются одновременно, но скорость обслуживания каждого из имеющихся в системе k требований в k раз меньше, чем скорость обслуживания требования в том случае, если оно полностью занимает ОП. В некоторых случаях в ТМО анализируются приоритетные СМО, в которых все требования в смысле очередности обслуживания разбиваются на приоритетные классы.
Для краткого обозначения типа достаточно простых СМО, изучаемых в рамках нашего курса, будем пользоваться так называемой символикой Кендалла:  A / B / n / m.

Буква A здесь означает тип входного потока. Например, если A = M (Markov), входной поток является простейшим; A = BM – стационарным потоком без последействия; 
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 – потоком Эрланга k-го порядка; 
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 ( гиперэкспоненциальным потоком k-го порядка; если 
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, имеем детерминированный поток; 
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 означает, что входной поток является рекуррентным (или рекуррентным с запаздыванием) характеризуемым произвольной ФР 
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 промежутков времени между соседними моментами поступления требований.

Буква B означает тип распределения времени обслуживания (которое считается рекуррентным) требований обслуживающими приборами (которые, как правило, считаются идентичными). Например, 
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 означает, что время обслуживания распределено экспоненциально;     
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 ( время обслуживания подчиняется распределению Эрланга k-го порядка; 
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 ( гиперэкспоненциальное порядка k время обслуживания; 
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 – детерминированное обслуживание 
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 означает рекуррентное обслуживание с произвольной ФР 
[image: image16.wmf])

(

t

B

 времени обслуживания, одинаковой для всех ОП.

Буква n означает число идентичных ОП в системе, 
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Буква m означает число мест ожидания в очереди, 
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 требования, прибывающие в систему в такие моменты времени, когда все ОП заняты, получают отказ в обслуживании (теряются). Поэтому СМО, для которых 
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, называются системами с потерями. Если же 
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 и все требования «терпеливо» ожидают начала своего обслуживания, соответствующая СМО называется системой с ожиданием.  Если в СМО с ожиданием каждое требование обслуживается полностью (т. е. не теряется, не завершив обслуживания), то такая СМО называется системой без потерь. Если 
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, СМО называется системой с ограниченным числом мест ожидания (или с ограниченной очередью). Такая СМО является комбинированной системой с ожиданием и потерями. В случае 
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 СМО называется однолинейной или одноканальной; если 
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, СМО называется многолинейной или многоканальной            (п-линейной или п-канальной). 

В нашем курсе далее будем полагать, что характеристики входного потока не влияют на очередность и время обслуживания требований.

3.2. Существование стационарного режима

в системах обслуживания
Рассмотрим СМО типа 
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. Входной поток будем считать стационарным с интенсивностью (, например, рекуррентным с запаздыванием с ФР 
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 промежутков времени между моментами поступления требований, начиная со второго и ФР 
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первого интервала.

Интенсивность ( будем считать конечной величиной 
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, времени обслуживания. Через 
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 обозначим число требований, находящихся в системе в момент времени t.

Случайный процесс 
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 играет важную роль в исследовании функционирования систем обслуживания.

Возникает вопрос: как ведет себя этот процесс с возрастанием t, т. е. при 
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Например, если 
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, то следует ожидать, что процесс 
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 при любых начальных условиях с возрастанием времени приближается к некоторому стационарному процессу, т. е. 
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 не зависит от t (символ «(» означает сходимость по распределению при 
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В случае если 
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, некоторая часть поступающих требований будет потеряна. Очевидно, при фиксированных n и m доля потерянных требований будет тем больше,  чем больше величины (  и 
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[image: image46.wmf]h

Þ

h

)

(

t

 при 
[image: image47.wmf]¥

®

t

, т. е. также выполняются условия существования стационарного режима функционирования СМО.

Теперь рассмотрим случай 
[image: image48.wmf]¥

<

£

n

1

, 
[image: image49.wmf]¥

=

m

. В этом случае число требований, ожидающих обслуживания в очереди, может в принципе увеличиваться до бесконечности с возрастанием времени. Очевидно при этом, что при фиксированном n существование стационарного режима зависит от того, как связаны между собой величины ( и 
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, поскольку интенсивность ( должна быть сравнительно малой (или среднее время обслуживания 
[image: image51.wmf]1

b

 должно быть сравнительно малым), т. е. требования должны обслуживаться настолько быстро по сравнению с темпом их поступления в систему, чтобы число требований в очереди не возрастало до бесконечности.

Очевидно, в том случае, если все n ОП независимы и работают без перерыва, в среднем в единицу времени в системе обслуживается 
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 требований. Можно, следовательно, надеяться, что стационарный режим для такой системы существует, если среднее число требований, прибывающих в систему за единицу времени, не превышает величины 
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   (т. е. максимально возможной «скорости» обслуживания требований). Иными словами, для существования предела 
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 необходимо, чтобы в общем случае выполнялось неравенство 
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 называется загрузкой си-стемы. 

Чаще всего для решения практических задач необходимы именно стационарные характеристики систем обслуживания, поэтому вопрос о существовании стационарного режима исследуемой СМО является очень важным. В дальнейшем мы будем более строго заниматься этой проблемой, однако представленных в этом пункте интуитивных соображений часто оказывается достаточно для нахождения стационарных характеристик многих реальных систем.

Можно показать, что при 
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 стационарный режим существует только в том случае, если входной поток и обслуживание требований являются детерминированными.

3.3. Формулы Литтла
Рассмотрим СМО произвольной структуры (однолинейную или многолинейную) с ожиданием и без потерь требований.
Будем считать, что входной поток стационарный с интенсивностью (. Предположим, что для рассматриваемой системы существует стационарный режим и известно, что математическое ожидание времени обслуживания требований равно 
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Определение 1. Временем ожидания требования назовем длительность промежутка времени от момента его поступления в систему до момента начала его обслуживания.

Определение 2. Временем пребывания требования назовем длительность промежутка времени от момента его поступления в систему до момента окончания его обслуживания (или, иными словами, момента его выхода из системы). 
Очевидно, время ожидания n-го требования 
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 – время обслуживания n-го требования. Предположим, что в стационарном режиме при 
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 в смысле сходимости по распределению, где W и V – СВ, распределения которых не зависят от времени t (СВ W, V называются стационарным временем ожидания и стационарным временем пребывания соответственно).

Через 
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 обозначим математическое ожидание времени ожидания в стационарном режиме (стационарного времени ожидания). Обозначим также через 
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 математическое ожидание стационарного времени пребывания. Заметим, что определение характеристик времени ожидания, строго говоря, имеет смысл только для СМО с ожиданием. Аналогично, определение характеристик времени пребывания имеет смысл только для систем без потерь.

Пусть 
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 – число требований в системе в стационарном режиме (стационарное число требований). Обозначим через 
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 математическое ожидание числа требований в системе в стационарном режиме, N – математическое ожидание стационарного числа требований, ожидающих обслуживания, M – математическое ожидание стационарного числа занятых ОП в системе. Для анализируемой СМО справедливы следующие соотношения, называемые формулами Литтла:
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Выведем первую из этих формул (остальные выводятся аналогично). При этом наши рассуждения не будут строгими в математическом смысле, поскольку для строгого вывода (3.1) необходимо использование методов эргодической теории. В дальнейшем конкретную реализацию (траекторию) процесса 
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 обозначим величину суммарного времени пребывания в системе всех требований к моменту времени t (см. площадь заштрихованной фигуры на рис. 1).
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Рис. 1. Траектории процессов 
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Оценку среднего времени пребывания в системе одного требования (относительно промежутка 
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А величина 
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Здесь частное 
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Тогда из соотношений (3.2) и (3.3) следует, что 
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