Тихоненко, О. М.

Моделирование процессов и систем обработки информации: курс лекций / О.М. Тихоненко. – Мн.: БГУ, 2007. – 147 с.

ISBN
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1. ВВЕДЕНИЕ.  СИСТЕМЫ  ОБСЛУЖИВАНИЯ
И  ИХ  ОСНОВНЫЕ  ЭЛЕМЕНТЫ

В условиях современного информационного бума необычайно важно иметь возможность быстрого доступа к информации различного рода. Такое положение естественно приводит к необходимости разработки различных систем вероятностной природы, передающих и обрабатывающих информацию. В качестве примеров можно назвать сети связи, разнообразные вычислительные системы и сети, системы передачи данных и др.

Разработка и проектирование таких систем, в свою очередь, требуют математического анализа некоторых обобщенных вероятностных моделей, достаточно адекватно описывающих процесс их функционирования. Действительно, в общем случае каждую из подобных систем можно интерпретировать как некоторый механизм обработки требований, сообщений или заявок, образующих случайный поток. Например, каждый узел сети связи представляет собой механизм обработки сообщений, поступающих в него в некоторые случайные моменты времени; компьютерная сеть представляет собой механизм обработки случайного потока программ пользователей и т. д.

Эти рассуждения приводят нас к заключению, что, пожалуй, наиболее приемлемым математическим аппаратом описания и исследования подобных систем является теория массового обслуживания. 

Теория массового обслуживания (ТМО), или, иначе, теория очередей, представляет собой раздел теории вероятностей, который занимается исследованием процессов обслуживания, составляющих специальный класс случайных процессов.

В ТМО анализируются характеристики информационных систем , или систем обработки информации, в которые информация поступает порциями. Эти порции в ТМО принято называть требованиями. Требования обрабатываются различными устройствами; время обработки (обслуживания) требования, вообще говоря, представляет собой случайную величину (СВ). Подобные системы, составляющие предмет ТМО, называются системами массового обслуживания (СМО). 

СМО представляют собой модели большого количества реальных систем, например, коммутационных систем, компьютерных сетей, очередей в магазинах, транспортных перекрестков и т.д. В состав СМО входят следующие элементы. 

1. Входной поток требований. Этот элемент является одним из основных, его обязательно содержит каждая СМО. Входным потоком называется последовательность моментов времени, в которых требования с целью дальнейшего обслуживания (т. е. некоторой обработки) поступают на вход СМО. Указанные моменты, как правило, являются случайными, хотя иногда могут быть и фиксированными (в этом случае поток называется детерминированным или регулярным). Если поступление требования в систему трактовать как случайное событие, то входной поток является потоком случайных событий или, короче, случайным потоком. Примерами случайных потоков являются последовательность программ пользователя, поступающих на вход компьютера, поток вызовов, поступающих на телефонную станцию, или поток команд, поступающих в устройство управления компьютера. 

2. Механизм обслуживания. Задание механизма обслуживания подразумевает определение того, в каких условиях обслуживание требования возможно, сколько требований может обслуживаться одновременно и как долго длится обслуживание требования. Длительность времени обслуживания в общем случае представляет собой случайную величину и характеризуется определенным статистическим распределением. Ресурс (устройство), обслуживающий требования, называется обслуживающим прибором (ОП).

3. Дисциплина обслуживания. Под дисциплиной обслуживания понимают правило, в соответствии с которым устанавливается очередность обслуживания поступающих в систему требований. Например, требования могут обслуживаться в порядке их поступления в систему, либо в обратном (инверсионном) порядке, когда при освобождении ОП на обслуживание принимается требование, которое поступило в систему последним, либо в соответствии с некоторым фиксированным или динамическим приоритетом и т. д.

4. Очередь. В некоторых СМО очередь возникает в том случае, если в момент поступления требования начало его обслуживания невозможно. В этом случае требование может потеряться или ожидать обслуживания в очереди (в зависимости от конкретной анализируемой модели). Очередь характеризуется числом мест ожидания, т. е. максимальным числом требований, которые могут находиться в этой очереди одновременно. Если число мест ожидания в очередях системы обслуживания равна нулю, т. е. любое требование, которое в момент своего поступления не может немедленно начать обслуживаться, теряется, соответствующая СМО называется системой с потерями. В случае неограниченного (равного бесконечности) числа мест ожиданий во всех очередях системы и в том случае, когда каждое прибывающее в систему требование будет обслужено (возможно, не полностью), система называется системой с ожиданием. Если, кроме того, каждое поступившее требование будет обслужено полностью, соответствующая система называется СМО без потерь требований.

5. Выходной поток требований. Выходной поток представляет собой последовательность моментов времени окончания обслуживания требований, или, иначе, моментов выхода требований из системы. Анализ такой последовательности является важным, если выходной поток является входным по отношению к другой СМО.

Представленные элементы, составляющие СМО, в дальнейшем будут анализироваться более подробно.

2.  ЭЛЕМЕНТЫ  ТЕОРИИ  ВЕРОЯТНОСТЕЙ.

ТЕОРИЯ  ВХОДНОГО  ПОТОКА

2.1. Экспоненциальное распределение

Отличительной чертой случайных величин (СВ), анализируемых в ТМО, является их неотрицательность. Сказанное означает, что функция распределения (ФР) 
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В дальнейшем в нашем курсе мы будем изучать исключительно неотрицательные СВ.

В ТМО большую роль играют неотрицательные СВ, подчиняющиеся экспоненциальному распределению.

Определение 1. СВ 
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  имеет экспоненциальное распределение, если ее ФР имеет вид
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Число a называется параметром экспоненциального распределения. Плотность СВ 
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, описываемой ФР (2.1), может быть представлена в виде
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Нетрудно показать, что математическое ожидание СВ 
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Вообще момент порядка i (
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Приведем основные свойства СВ 
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, имеющей экспоненциальное распределение.

Свойство 1. (Свойство отсутствия памяти.) Если СВ 
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 имеет экспоненциальное распределение, то для каждого 
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Доказательство. Из формулы условной вероятности следует, что
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Можно сформулировать следующее обобщение свойства 1. Пусть 
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 представляет собой неотрицательную СВ, не зависимую от СВ 
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, имеющей экспоненциальное распределение. Тогда
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Смысл свойства 1 заключается в следующем. Пусть СВ 
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 означает время жизни некоторой особи. Известно, что в момент времени 
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 после момента b имеет то же экспоненциальное распределение, что и полное время жизни особи 
[image: image27.wmf]x

:


[image: image28.wmf]x

a

b

e

x

x

-

-

=

<

x

=

<

x

1

}

{

}

{

P

P

,

где a – параметр экспоненциального распределения СВ 
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Из свойства 1 и его обобщения следует, что если промежутки времени между моментами появления некоторых событий независимы и подчиняются экспоненциальному распределению с одним и тем же параметром, то распределение времени ожидания очередного события после произвольного момента времени не зависит ни от того, как долго перед этим не появлялось предшествующее данному моменту событие, ни от того, в какие моменты времени появились предыдущие события, и подчиняется экспоненциальному распределению с тем же параметром.

Свойство 2. Пусть 
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 – независимые СВ, имеющие экспоненциальное распределение с параметрами 
[image: image31.wmf]n

a

a

...,

,

1

 соответственно. Тогда СВ 
[image: image32.wmf])

...,

,

(

min

1

n

x

x

=

x

 имеет экспоненциальное распределение с параметром 
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Доказательство. Очевидно, что


[image: image34.wmf].

)

)

...

(

exp(

}

{

}...

{

}

)

...,

,

(

{min

}

{

1

1

1

x

a

a

x

x

x

x

n

n

n

+

+

-

=

=

³

x

³

x

=

³

x

x

=

³

x

P

P

P

P


Тогда ФР 
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Свойство 3. Пусть 
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Доказательство.
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Свойство 4. Если СВ 
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 имеет экспоненциальное распределение с параметром  a  и 
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Доказательство. 
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2.2. Преобразования Лапласа – Стилтьеса

и Лапласа
Определение 2. Преобразованием Лапласа ​– Стилтьеса (ПЛС) ФР 
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где q – комплексная переменная, 
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Приведем главные свойства ПЛС СВ.

Свойство 1. (Связь между ПЛС и преобразованием Лапласа.)
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 – преобразование Лапласа функции 
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Заметим, что в некоторых случаях удобнее считать, что аргумент q в преобразованиях Лапласа и Лапласа-Стилтьеса принимает вещественные неотрицательные значения (
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Свойство 2. Если СВ 
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Таким же свойством обладает, очевидно, и преобразование Лапласа.
Замечание. Вспомним, что если 
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определяет ФР СВ 
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Свойство 2 обобщается очевидным образом на случай 
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Свойство 3. Для ФР 
[image: image111.wmf])

(

t

A

 абсолютно непрерывной (неотрицательной) СВ имеем 
[image: image112.wmf])

(

)

(

0

q

q

t

A

d

e

t

q

a

=

¢

ò

¥

-

, где 
[image: image113.wmf])

(

q

a

 – ПЛС ФР 
[image: image114.wmf])

(

t

A

.
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Например, дисперсию СВ 
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 можно вычислить следующим образом: 
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ПЛС имеет смысл для любых типов распределений неотрицательных СВ. Пусть, например, ФР 
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В частности, если СВ 
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При определении явного вида функции 
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В дальнейшем для нахождения явного вида ФР 
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Например, для полюса а первого порядка получаем
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Для обращения преобразования Лапласа 
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Заметим также, что если функция 
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2.3. Производящая функция

Пусть СВ 
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В этом случае распределение СВ 
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 полностью (однозначно) определяется ее производящей функцией (ПФ) 
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Приведем основные свойства ПФ.

Свойство 1.  Если 
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Свойство 2. Если 
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Очевидно, с помощью дифференцирования ПФ в точке z = 1 можно вычислить моменты любого порядка (если они существуют) СВ 
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2.4. Метод введения дополнительного события

Использование формального аппарата преобразований Лапласа-Стилтьеса и производящих функций становится более понятным, если указанным понятиям придать вероятностный смысл.

Проиллюстрируем сказанное примерами.

Пример 1. Пусть имеется СВ 
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В этом случае для вероятности 
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а из независимости СВ 
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поскольку распределение СВ 
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т.е. в случае 
[image: image205.wmf]0

³

q

 ПЛС 
[image: image206.wmf])

(

q

a

 приобретает смысл вероятности того, что в случайном интервале времени 
[image: image207.wmf]x

, т.е. в течение всего процесса, не наступит ни одной катастрофы.

Пример 2. Пусть 
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Определение 4. Потоком однородных событий  называется последовательность неотрицательных СВ 
[image: image239.wmf]k

z

;  
[image: image240.wmf]...

,

2

,

1

=

k

.

Легко показать, что определения 3 и 4 эквивалентны. Таким образом, поток однородных событий 
[image: image241.wmf])

(

t

n

 считается заданным, если:  а) для каждого целого числа 
[image: image242.wmf]1

³

n

 и произвольных неотрицательных 
[image: image243.wmf]n

t

t

...,

,

1

 определено распределение случайного вектора 
[image: image244.wmf]))

(

...,

),

(

(

1

n

t

t

n

n

 (определение 3); б) для каждого целого 
[image: image245.wmf]1

³

n

 определено распределение случайного вектора 
[image: image246.wmf])

...,

,

(

1

n

z

z

 (определение 4).

Если для каждого n СВ 
[image: image247.wmf]n

z

z

...,

,

1

 независимы, соответствующий поток называется потоком с ограниченным последействием. Для задания такого потока достаточно определить ФР 
[image: image248.wmf])

(

t

A

i

, где 
[image: image249.wmf]},

{

)

(

t

z

t

A

i

i

<

=

P

 
[image: image250.wmf]...

,

2

,

1

=

i

.

Поток с ограниченным последействием, для которого имеет место равенство 
[image: image251.wmf])

(

...

)

(

)

(

3

2

t

A

t

A

t

A

=

=

=

, называется рекуррентным потоком с запаздыванием 
[image: image252.wmf])

(

1

t

A

. Соответствующий ему процесс 
[image: image253.wmf]...}

,

2

,

1

;

{

=

t

i

i

 называется процессом восстановления с запаздыванием. В том случае, если для данного потока выполняется равенство 
[image: image254.wmf])

(

)

(

1

t

A

t

A

=

, поток называется рекуррентным, а соответствующий ему процесс 
[image: image255.wmf]...}

,

2

,

1

;

{

=

t

i

i

 называется процессом восстановления.

Предположим, что 
[image: image256.wmf]1

)

0

(

<

+

A

, т. е. что 
[image: image257.wmf]0

}

0

{

>

>

k

z

P

 (не все 
[image: image258.wmf]k

z

 равны нулю при 
[image: image259.wmf]...

,

3

 

,

2

=

k

). В частности, если 
[image: image260.wmf]0

)

0

(

)

0

(

1

=

=

+

+

A

A

, то 
[image: image261.wmf]1

}

0

{

}

0

{

1

=

>

=

>

z

z

k

P

P

, т. е. в произвольный фиксированный момент времени с вероятностью 1 может произойти только одно событие потока. Найдем распределение числа событий 
[image: image262.wmf])

(

t

n

 рекуррентного потока с запаздыванием, происходящих в промежутке времени 
[image: image263.wmf])

;

0

[

t

.

Введем обозначения 
[image: image264.wmf]}

{

)

(

t

t

B

k

k

<

t

=

P

, 
[image: image265.wmf]...

,

2

,

1

=

k

; 
[image: image266.wmf]1

)

(

0

º

t

B

 для 0;


[image: image267.wmf]ò

¥

-

-

=

=

a

0

1

1

)

(

)

(

1

t

dA

e

e

q

qt

qz

E

; 
[image: image268.wmf]2

,

)

(

)

(

0

³

=

=

a

ò

¥

-

-

k

t

dA

e

e

q

k

t

q

z

q

k

E

;


[image: image269.wmf]ò

¥

-

t

-

=

=

b

0

)

(

)

(

t

dB

e

e

q

k

t

q

q

k

k

E

.

Очевидно, 
[image: image270.wmf].

1

)

(

)

(

0

0

0

º

=

b

ò

¥

-

t

dB

e

q

t

q

 Поскольку СВ 
[image: image271.wmf]k

z

z

...,

,

1

  независимы и 
[image: image272.wmf]k

k

z

z

+

+

=

t

...

1

, то из свойства 2 ПЛС следует, что


[image: image273.wmf].

1

,

)]

(

)[

(

)

(

1

1

³

a

a

=

b

-

k

q

q

q

k

k

   
         
         (2.3)
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Из последнего равенства и свойства 1 ПЛС следует
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Теперь ПФ 
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2.6. Простейший поток
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Таким образом, случайное число событий простейшего потока, происходящих в промежутке времени 
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Из свойства отсутствия памяти у экспоненциального распределения следует, что время ожидания наступления очередного события простейшего потока не зависит от того, сколько времени прошло с момента появления предыдущего события.
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В частности, для стационарного потока вероятность 
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Определение 7. Однородный случайный поток называется потоком без последействия (или с отсутствием последействия), если для произвольного натурального 
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Отсутствие последействия означает, в частности, что вероятность наступления в интервале времени 
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Функция 
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Определение 8. Поток случайных событий называется ординарным, если для произвольного 
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Ординарность означает практическую невозможность одновременного появления двух и более событий потока.

Имеет место следующее утверждение, которое мы доказывать не будем.

Теорема 1. Поток событий является простейшим тогда и только тогда, когда он обладает свойствами стационарности, ординарности и отсутствия последействия.

Найдем математическое ожидание числа событий простейшего потока, происходящих во временном интервале длительности t.
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Здесь параметр a имеет смысл интенсивности потока, т. е. среднего числа событий, происходящих в течение единицы времени.

Можно легко показать, что простейший поток имеет следующие свойства.

Свойство 1. Суперпозиция n независимых простейших потоков с параметрами 
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Свойство 2. Предположим, что каждое событие простейшего с параметром a потока может быть удалено из этого потока с вероятностью p или остаться в потоке с вероятностью 
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 не зависимо от других событий. Тогда поток удаленных событий является простейшим с параметром ap.

Свойство 3. Пусть дано n независимых простейших потоков с параметрами 
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Последнее свойство следует, очевидно, из свойства 3 экспоненциального распределения.
2.7. Стационарные потоки

Пусть 
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 по-прежнему означает число событий потока, происходящих в интервале времени 
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Справедливо следующее утверждение, принимаемое без доказательства.

Теорема 2. Для произвольного стационарного потока существует конечный или бесконечный предел 
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Предел 
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 называется параметром стационарного потока.

В п. 2.6 было введено понятие интенсивности простейшего потока. Очевидно, это понятие имеет смысл для любого стационарного потока.

Предположим, что 
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 для произвольного конечного 
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Тогда из свойства аддитивности математического ожидания следует, что для произвольного стационарного потока существует такое число 
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Число ( называется интенсивностью стационарного потока.

Можно легко доказать, что для любого стационарного потока выполнено неравенство 
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, где a – параметр потока.

В частности, в случае простейшего потока имеет место равенство 
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Этот же вывод был получен нами для простейшего потока в п. 2.6.

Можно доказать, что равенство 
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 справедливо для любого стационарного ординарного потока.

Рассмотрим два важных частных случая стационарных потоков.

1. Стационарный поток без последействия. Пусть
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Как мы знаем, для любого стационарного потока существует конечный или бесконечный предел 
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Можно доказать, что для стационарного потока без последействия (который не обязательно является ординарным) существуют пределы 
[image: image384.wmf]t

t

k

t

)

(

lim

0

p

®

 для произвольных 
[image: image385.wmf]0

>

k

.

А поскольку


[image: image386.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

1

1

t

t

t

t

t

t

t

t

t

P

t

t

P

k

k

k

k

p

×

p

-

p

=

p

×

=

p

+

,

то существуют пределы 
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а для вероятностей 
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         (2.7)

В дальнейшем под событиями потока будем понимать поступление требований на вход СМО. Из формул (2.6), (2.7) следует, что анализируемый поток является простейшим с параметром a потоком групп требований, причем произвольная группа, не зависимо от других, содержит l требований (
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Введем в рассмотрение ПФ 
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– ПФ числа требований, поступающих в систему в интервале времени 
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Последнее равенство докажем, воспользовавшись методом введения дополнительного события. Действительно, если z – вещественное число, 
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 имеет смысл вероятности того, что все требования в прибывающей группе являются красными (если каждое требование, независимо от других, считать красным с вероятностью z или синим с вероятностью 
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Прибывающую группу требований назовем плохой, если в ней имеется, по крайней мере, одно синее требование. Поскольку вероятность этого события равна 
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Для ординарного стационарного потока имеем, очевидно, 
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Найдем теперь математическое ожидание числа требований анализируемого потока, прибывающих в систему в течение времени t.
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где 
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2. Стационарный рекуррентный поток. Рассмотрим рекуррентный с запаздыванием поток, введенный в рассмотрение в п. 2.5, который определяется функциями 
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Действительно, справедливым оказывается следующее утверждение.

Теорема 3. Рекуррентный с запаздыванием поток, определенный  ФР 
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где 
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Доказательство. Мы докажем только необходимость, т. е. тот факт, что соотношение (2.10) следует из свойства стационарности рекуррентного с запаздыванием потока.

Заметим, что в терминах ПЛС соотношение (2.10) имеет вид 
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Предположим, что рассматриваемый рекуррентный с запаздыванием поток является стационарным. Тогда имеет место равенство 
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Применив к последнему равенству преобразование Лапласа, получаем
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откуда следует, что необходимым и достаточным условием существования 
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где, в соответствии с доказательством, рассмотренным в п. 2.5, 
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Отсюда после некоторых простых вычислений имеем
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Тогда из соотношения (2.11) получаем 
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Формула, определяющая число (, записанная в утверждении теоремы, следует из условия нормировки 
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Заметим также, что имеет место более общее утверждение, принимаемое без доказательства.

Теорема 4. Поток событий является стационарным с конечной интенсивностью, ординарным и с ограниченным последействием, если и только если он представляет собой рекуррентный с запаздыванием поток, определенный ФР 
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2.8. Время обслуживания

Предположим, что некоторый прибор обслуживает поступающие на него требования. В общем случае время обслуживания представляет собой неотрицательную СВ. Занумеруем требования в порядке их поступления на прибор номерами 1, 2, ( и обозначим через 
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Определение 9. Обслуживание называется рекуррентным, если для произвольного натурального 
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Очевидно, для определения рекуррентного обслуживания достаточно задать ФР времени обслуживания
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Рекуррентное обслуживание, для которого 
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Часто встречаются системы, в которых время обслуживания представляет постоянную величину: 
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и такое обслуживание называется детерминированным.

В случае экспоненциального обслуживания с параметром 
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Рассмотрим сейчас случай так называемого многофазного обслуживания, т. е. такого, при котором время обслуживания ( произвольного требования представимо в виде 
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Плотность 
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Определим теперь понятие интенсивности рекуррентного обслуживания. Пусть ФР 
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Отсюда следует, что если ФР 
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Заметим, что если время обслуживания распределено экспоненциально с параметром 
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