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Пояснительная записка

Дисциплина «Методы численного анализа» ставит своей целью подготовку студентов к разработке и применению с помощью ЭВМ вычислительных алгоритмов для решения задач, возникающих в процессе математического моделирования.

Данный курс непосредственно связан с дисциплинами «Вычислительные методы алгебры», «Математический анализ», «Обыкновенные дифференциальные уравнения», «Функциональный анализ и интегральные уравнения» и «Уравнения математической физики». Он является базовым для дисциплины «Численные методы математической физики» и многих других дисциплин специализации.

Изучение курса преследует две основные цели: во-первых, привить студентам навыки, необходимые для проведения теоретического исследования алгоритмов, предназначенных для реализации математических моделей, приводящих к задачам теории приближений, нелинейным уравнениям и системам, а также интегральным и дифференциальным уравнениям, и, как следствие, не только адаптации известных алгоритмов к решению конкретных задач, но и создания новых; во-вторых, сформировать навыки компьютерной реализации конкретных алгоритмов и анализа получаемых численных результатов. Таким образом, в результате изучения курса студенты должны приобрести навыки проведения вычислительного эксперимента.

В соответствии со стандартом специальности учебная программа предусматривает для изучения дисциплины 170 аудиторных часов, в том числе лекционных – 102 ч., лабораторных – 52 ч. и 16 ч. контролируемой самостоятельной работы.

Содержание

Введение


Предмет «Методы численного анализа» и основные задачи, излагаемые в указанном курсе.

Решение нелинейных уравнений и систем


Решение нелинейных уравнений. Метод простых итераций. Теорема о сходимости. Ускорение сходимости метода итерации. Метод Стеффенсена. Методы типа Чебышева. Метод Ньютона для одного уравнения. Видоизменения метода Ньютона. Поиск всех корней алгебраических уравнений. Метод Лобачевского. Метод Лина. Решение систем нелинейных уравнений. Метод простых итераций. Методы Зейделя и Гаусса-Зейделя. Метод Ньютона и его видоизменения. Сведение решения системы нелинейных уравнений к решению вариационной задачи. Метод покоординатного спуска. Метод градиентного спуска. Проблема выбора начального приближения. Метод продолжения по параметру.

Приближение функций


Задача о наилучшем приближении в линейных нормированных пространствах. Наилучшее приближение в гильбертовом пространстве. Среднеквадратичное приближение функций алгебраическими многочленами. Метод наименьших квадратов. Задача построения ортонормированного базиса. Наилучшее равномерное приближение. Теорема о чебышевском альтернансе. Примеры построения многочленов наилучшего равномерного приближения. Интерполирование в линейных нормированных пространствах. Алгебраическое интерполирование. Интерполяционный многочлен в форме Лагранжа. Интерполяционный многочлен в форме Ньютона для неравномерной сетки. Интерполяционные формулы Ньютона для равномерной сетки. Интерполяционная формула Стирлинга. Многочлены Чебышева. Минимизация остатка интерполирования. Интерполирование с кратными узлами. Многочлен Эрмита. Сходимость интерполяционного процесса. Применение интерполирования к вычислению производных. Формулы численного дифференцирования и их погрешности. Интерполяционные методы решения нелинейных уравнений. Сплайн-интерполирование. Интерполяционный кубический сплайн. Экстремальное свойство интерполяционного кубического сплайна. Сплайн-сглаживание. Многомерная алгебраическая интерполяция. Бикубический сплайн. Приближение кривых и поверхностей. Интерполяционный параметрический сплайн.

Численное интегрирование


Квадратурные формулы и связанные с ними задачи. Интерполяционные квадратурные формулы. Квадратурные формулы Ньютона-Котеса. Простейшие квадратурные формулы (прямоугольников, трапеций, Симпсона). Правило Рунге оценки точности квадратурных формул и автоматический выбор шага интегрирования. Квадратурные формулы наивысшей алгебраической степени точности (НАСТ). Теоремы существования и единственности, о свойствах узлов квадратурных формул НАСТ. Частные случаи квадратурных формул НАСТ. Квадратурные формулы с заранее предписанными узлами и равными коэффициентами. Ослабление особенностей интегрируемой функции. Понятие о кубатурных формулах. Кубатурная формула трапеций на прямоугольной сетке. Кубатурная формула средних на прямоугольной сетке. Кубатурная формула Симпсона. Кубатурная формула средних на треугольной сетке. Кубатурная формула повышенного порядка точности на треугольной сетке.

Численное решение интегральных уравнений 

Метод механических квадратур, метод замены ядра на вырожденное и метод последовательных приближений решения интегрального уравнения Фредгольма второго рода. Метод квадратур и метод последовательных приближений решения интегрального уравнения Вольтерра второго рода. Метод Галеркина решения интегральных уравнений Фредгольма и Вольтерра второго рода. Понятие устойчивости и корректности задач. Уравнение Фредгольма первого рода как некорректная задача. Метод регуляризации решения некорректных задач.

Методы численного решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений


Классификация методов. Построение одношаговых методов способом разложения решения в ряд Тейлора. Методы типа Рунге-Кутта. Построение вычислительных правил на основе принципа последовательного повышения порядка точности. Правило Рунге оценки погрешности приближенного решения. Вложенные методы типа Рунге-Кутта. Сходимость одношаговых методов. Многошаговые методы. Экстраполяционный и интерполяционный методы Адамса. Общие линейные многошаговые методы. Устойчивость численных методов решения задачи Коши. Жесткие задачи и методы их решения. Неявные методы Рунге-Кутта. Формулы дифференцирования назад.

Решение граничных задач для обыкновенных дифференциальных уравнений

Метод стрельбы. Метод редукции. Метод дифференциальной прогонки. Вариационно-проекционные методы решения граничных задач: методы моментов, Галеркина, Ритца, наименьших квадратов. Сеточные методы решения граничных задач. Разностная аппроксимация простейших дифференциальных операторов. Постановка разностной задачи. Погрешность аппроксимации разностных схем. Повышение порядка аппроксимации. Корректность и устойчивость разностных схем. Теорема о сходимости. Математический аппарат теории разностных схем: формулы разностного дифференцирования произведения, суммирования почастям, разностные аналоги теорем вложения. Требования, предъявляемые к разностным схемам. Свойства консервативности и однородности разностных схем. Основные способы построения разностных схем: интегро-интерполяционный, метод Ритца, метод Галеркина, методы аппроксимации квадратичного функционала и сумматорного тождества. Принцип максимума. Монотонные разностные схемы.
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