
Математика и информатика 

 83

УДК 517; 512.8 

Н.Я. РАДЫНО 

О ФУНКЦИЯХ ГИПЕРКОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО И ИХ ПРИМЕНЕНИИ  
К ИНТЕГРИРОВАНИЮ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

В ЗАМКНУТОМ ВИДЕ 
The idea for using hypercomplex function for solving systems of differential equations is proposed. Examples of linear and 

nonlinear differential systems and their solutions in terms of hypercomplex functions are considered. The generalazation of Erugin 
systems is proposed. The method of integration such systems is considered. 

Обобщенные комплексные числа. Гиперкомплексные числа. Комплексные числа и функции 
комплексного переменного находят применение в теории дифференциальных уравнений [1]. А вот 
алгебры обобщенных комплексных чисел, так называемые дуальные, двойные числа и функции от 
них применяются крайне редко. Дуальные и двойные числа представляют собой множества следую-
щего вида: { }2: , , 0a b a b R+ ε ∈ ε =  и { }2: , , 1 ,a b a b R+ κ ∈ κ =  где a, b – вещественные числа, а ε и κ – 
мнимые единицы. Отсутствие приложений этих чисел объясняется тем, что они представляют собой 
алгебры, которые содержат делители нуля. Действительно, 0,ε ⋅ε =  (1 ) (1 ) 0.+ κ ⋅ − κ =  В связи с этим 
функции, аргументом или значениями которых являются обобщенные комплексные числа, попадают 
в разряд экзотических математических объектов. Все сказанное касается и алгебры кватернионов и 
функций от кватернионов, а также гиперкомплексных чисел [2] и функций от гиперкомплексных чи-
сел. Кватернионами называют элементы множества вида 

H ={α+βi +γj +δk, α, β, γ, δ – действительные числа}. 
Правило умножения кватернионов задается правилом умножения мнимых единиц: i2 = j2 = k2=−1, 
ij = k, ji = −k, ik = −j, ki = j, kj = −i, jk = i. Гиперкомплексные числа являются обобщением комплекс-
ных или кватернионов: a0i0 + a1i1+...+ an–1in–1, умножение которых определяется правилом умножения 
мнимых единиц im, m = 0,1, ..., n−1, am – вещественные числа. Например, бикомплексные числа имеют 
следующий вид: α+βi+γj+δk, α, β, γ, δ – действительные числа, а правило умножения мнимых единиц:  

i2 = −1, j2 =−1, k2=1, ij = ji = −k, ik = ki = j, kj = jk = i. 
В работе предлагается использовать функции от гиперкомплексных чисел для решения систем 

дифференциальных уравнений, причем как линейных систем, так и некоторых нелинейных. 
Формулы Эйлера. Логарифм от кватерниона. Логарифм от бикомплексного числа. Для ком-

плексных чисел справедлива формула Эйлера: 2cos sin 1ie i iϕ = ϕ+ ϕ, = − .  Аналогично для дуальных чи-
сел справедливо 21 0,eεϕ = + εϕ, ε =  для двойных чисел – 2ch sh 1,eκϕ = ϕ+ κ ϕ, κ =  а для кватернионов:  

1 2 3 2 2 2 2 2 21 2 3
1 2 3 1 2 32 2 2

1 2 3

cos sineλ +λ +λ λ + λ + λ
= λ + λ + λ + λ + λ + λ .

λ + λ + λ
i j k i j k  

Для бикомплексных чисел верна следующая формула:  
1 2 3

1 1 2 2 3 3(cos sin )(cos sin )(ch sh )eλ +λ +λ = λ + λ λ + λ λ + λ .i j k i j k  
Логарифмы от обобщенных комплексных чисел. Выписываем формулы для дуальных и двой-

ных чисел:  

ln( ) ln( ) ln 0yz x y x x
x

= + ε = + ε , ≠ ,  

1 1ln( ) ln( ) (ln( ) ln( )) (ln( ) ln( ))
2 2

z x y x y x y x y x y x y= + κ = + + − + κ + − − , ≠ . 

Логарифм от кватерниона. Выведем формулу логарифма от кватерниона. Пусть 

0 1 2 3q q q q q= + + +i j k  – кватернион, а норма кватерниона q  есть число 2 2 2 2
0 1 2 3q q q q q| |= + + + .  Тогда 

( )ln ln | | ln cos sinq q= + ϕ+ ϕ ,n  используя формулу Эйлера cos sineϕ = ϕ+ ϕ,n n  получим ln ln | |q q= +ϕ ,n  

где 0cos
| |
q
q

ϕ = ,  
2 2 2
1 2 3sin

| |
q q q

q
+ +

ϕ = ,  31 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3

qq q

q q q q q q q q q
= + + .

+ + + + + +
n i j k   

Логарифм от бикомплексного числа. Бикомплексное число 0 1 2 3q q q q q= + + +i j k  удобно характе-

ризовать с помощью трех углов ,ϕ  ,χ  ψ  и числа ,d  где 2 2 2 2
0 1 2 3| | .d q q q q q= = + + +  Тогда  
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1ln ln ln( )
2 2 2

q ϕ+ χ ϕ−χ
= ρ+ + + ψ ,i j k  

где , , ,ρ ϕ χ ψ  выражаются через 0 1 2 3q q q q, , ,  следующим образом:  
4 2 2 2 2 2 2 2 2

0 3 1 2 0 3 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ,q q q q q q q q+ − + −ρ = ρ ⋅ρ , ρ = + + + , ρ = − + −  
0 3 0 31 2 1 2sin cos sin cos

q q q qq q q q +

+ + − − −

+ −+ − ρ
ϕ = , ϕ = , χ = , χ = , ψ = .

ρ ρ ρ ρ ρ
 

Линейные системы дифференциальных уравнений. Формула Коши. Справедливы следующие 
эквивалентные соотношения.  

Система 0 0

1 1

( ) ( )
( ) ( )

y t y ta b
y t y tb a

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 равносильна уравнению ( ) ( )z t z t= β , a ibβ = + ,  0 1z y iy= + .  

Система 0 0

1 1

( ) ( )
( ) ( )

y t y ta b
y t y tb a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 равносильна уравнению ( ) ( )z t z t= β ,  a bβ = + κ ,  0 1z y y= + κ .   

Система 0 0

1 1

( ) ( )0
( ) ( )

y t y ta
y t y tb a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 равносильна уравнению ( ) ( )z t z t= β ,  a bβ = + ε ,  0 1z y y= + ε .   

Система 0 0

1 1

( ) ( )0
( ) ( )0

y t y ta
y t y ta

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 равносильна 0 0 1 1y ay y ay= , = .   

Все матрицы второго порядка с вещественными элементами подобны четырем матрицам следую-

щего вида: 
0 0

0
a b a b a a
b a b a b a a

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
, , , .⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

Итак, решаем систему ( ).x Ax f t= +  Делаем замену переменных ,x Sy=  затем выполняем цепочку 
преобразований:  

1 1 1( ) ( ) ( ).Sy ASy f t y S ASy S f t y By S f t− − −= + ⇒ = + ⇒ = +  
Последнее уравнение равносильно уравнению ( ) ( ) ( )z t z t g t= β + .  Если ( ),z t  g(t) – функции со значе-

ниями либо в комплексных, либо в двойных, либо в дуальных, либо в вещественных числах, то к за-

даче Коши 
( ) ( ) ( )

(0)
z t z t g t

z
= β + ,⎧

⎨ = η⎩
 применима формула Коши 

0
( ) ( )

tt tz t e e e h dβ β −βτ= η+ τ τ,∫  где η  и β  соответ-

ственно комплексные, двойные, дуальные или вещественные числа. Все сказанное является частным 
случаем следующих утверждений. 

Теорема. Для любого линейного отображения n-мерного вещественного линейного пространства 
в себя A: R ,n nR→  задаваемого матрицей A  с действительными элементами, существуют две матри-
цы S  и ,B  а также алгебра A  гиперкомплексных чисел вида 0 0 1 1{ }n n kx … x x R− −= + + , ∈A i i  и число 

0 0 1 1 ,n n… − −β = β + +β ∈i i A  что выполнено следующее: 1B S AS−=  и действие отображения B  может быть 
заменено оператором умножения на число β  в алгебре ,A  т. е. если  

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1( )( ) иn n n n n n… x … x …− − − − − −β + +β + + = γ + + γi i i i i i  
ny Bx x R= , ∈ ,  

то будут справедливы равенства: 0 0 1 1 1 1, n ny y … y − −= γ , = γ , = γ .  
Следствие 1. Решение задачи Коши для системы  

( ) ( ) ( )
(0)

n n

n

x t Bx t h t B R R
x R

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

= + , : → ,
= ξ, ξ∈

 

равносильно решению следующей задачи:  
( ) ( ) ( )

(0)
z t z t g t z R

z
= β + , : → ,⎧

⎨ = η, η,β∈ ,⎩

A
A

 

0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )n n n n… g t f t f t … f t− − − −η = ξ + ξ + + ξ , = + + + ,i i i i i i  
причем справедлива формула Коши 

0
( ) ( ) .tt tz t e e e g dβ β −βτ= η+ τ τ∫  

Следствие 2. Решение задачи Коши  
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0 0 1 1 1 1

( ) ( )
(0) n n

z t z t z R
z … − −

= β , : → ,⎧
⎨ = η, η,β∈ , η = ξ + ξ + + ξ ,⎩

A
A i i i

 

может быть сведено к отысканию интеграла от функции гиперкомплексного переменного, т. е. 

0
,z tdz dt

zη
= β∫ ∫  и тогда ln( ) lnz t− η = β .   

Рассмотрим несколько примеров.  
Падение тела – задача Галилея. Эта задача описывается системой дифференциальных уравнений [4]:  

00 0 0

1 1 1 1

( ) ( ) ( )0 1 0
( ) ( ) ( )0 0

x t x t x t
x t x t x tg

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + , = .⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ξ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Сделаем замену переменных:  
0 0 1

1 1

( ) ( )0 1 0 1 0 1
( ) ( )1 0 1 0 1 0

x t y t
S S

x t y t
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= , = , = .⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Получим следующую систему дифференциальных уравнений:  
10 0 0

1 1 1 0

( ) ( ) (0)0 0
( ) ( ) (0)1 0 0

y t y t yg
y t y t y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + , = ,⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ξ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

которая равносильна уравнению 1 0( ) ( ) (0)z t z t g z g R= ε + , = ξ + εξ , ∈ .  Здесь применяем формулу Ко-
ши и используем формулу Эйлера, получаем 

2

1 0 1 0 10
( ) ( ) ( )

2
tt t tz t e e e gd z t gt t gε ε −ετ ⎛ ⎞

= ξ + εξ + τ ⇒ = ξ + + ξ + ξ + ε.⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

Следовательно, 
2

0 0 1 1 1( ) ( )
2
tx t t g x t gt= ξ + ξ + , = ξ + .   

Одномерное движение свободной частицы.  
0 10 1 0 0

1 01 1 1

( ) (0)
Замена переменных

( ) 0 (0)
x yx t x x
x yx t x
= ,= , = ξ , ⎧⎧

⎨ ⎨ = .= , = ξ .⎩ ⎩
 

Задача Коши для функции 0 1z y y= + ε , z(t) – дуальное число при ,t R∈   
1 0(0)dz zdt z= ε , = ξ + εξ .  

Разделяем переменные (для ε  нет обратного), используем формулу логарифма от дуального числа:  

(0) 0
ln( ) ln( (0)) где ln ln( ) ln ;

z t

z

dz ydt z z t z x y x
z x
= ε ⇒ − = ε , = + ε = + ε∫ ∫  

01
0 1

0 1

ln( ) ln( (0)) ln ln
y

z z t y t
y

⎛ ⎞ξ
− = ε ⇒ + ε − ξ + ε = ε .⎜ ⎟ξ⎝ ⎠

 

Значит, 01
0 1

0 1

ln ln
y

y t
y

⎛ ⎞ξ
− ξ + ε − = ε .⎜ ⎟ξ⎝ ⎠

 В итоге 0 1y = ξ , а 1 0 1 .y t= ξ + ξ  Значит, 1 0 1( )z t= ξ + ε ξ + ξ .  Следова-

тельно, 0 0 1

1 1

x t
x
= ξ + ξ ,⎧

⎨ = ξ .⎩
  

Сферический маятник. Система, которая описывает движение сферического маятника, имеет 
вид: 0 1x x= ,  1 0x x= − ,  2 3x x= ,  3 2x x= − ,  причем 0 0(0)x = ξ ,  1 1(0)x = ξ ,  2 2(0)x = ξ ,  3 3(0)x = ξ .  Эта диффе-
ренциальная система равносильна уравнению 0 1 2 3dq qdt q q q q q= − , = + + + ,i i j k  q  – кватернион. Реша-
ем задачу Коши:  

0 1 2 3(0)dq dt q
q

= − , = ξ = ξ + ξ + ξ + ξ ,i i j k                                               (1) 

кватернион ξ  характеризует начальное состояние механической системы. Интегрируем последнее 
дифференциальное уравнение, получаем 

ln ln ln ln | |q dz t q t q q
zξ
= − ⇒ − ξ = − , = +ϕ .∫ i i n  

Расписывая формулу ln ln ,q t− ξ = −i  получаем решение уравнения (1):  
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0 0 1

1 0 1
0 1 2 3

2 2 3

3 2 3

( ) cos sin
( ) sin cos

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) где
( ) cos sin

( ) sin cos

q t t t
q t t t

q t q t q t q t q t
q t t t

q t t t

= ξ + ξ ,⎧
⎪ = −ξ + ξ ,⎪= + + + , ⎨ = ξ + ξ ,⎪
⎪ = −ξ + ξ .⎩

i j k  

Системы Н.П. Еругина и их обобщение. Укажем, как можно обобщить результат Н.П. Еругина 
[3]. Пусть  

11 12

21 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x t a t x a t y P x y t u t x y
y t a t x a t y Q x y t v t x y

= + + , , = , , ,⎧
⎨ = + + , , = , , ,⎩

                                            (2) 

где ( )P x y t, , ,  ( )Q x y t, ,  – однородные полиномы относительно x  и y  с коэффициентами, зависящими 
от ,t  а функции ,u  v  таковы, что удовлетворяют условиям Эйлера – Д’Аламбера:  

если u v v u
x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

= , = − ,
∂ ∂ ∂ ∂

 то делаем замену z x iy= +  и ( ) ( )f u t x y iv t x y= , , + , , ;   

если u v v u
x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

= , = ,
∂ ∂ ∂ ∂

 то делаем замену z x y= + κ  и ( ) ( )f u t x y v t x y= , , + κ , , ;   

если 0u v u
x y y
∂ ∂ ∂

= , = ,
∂ ∂ ∂

 то делаем замену z x y= + ε  и ( ) ( )f u t x y v t x y= , , + ε , , .   

В итоге сводим решение системы (2) к решению одного дифференциального уравнения для функ-
ции со значениями в комплексных (двойных, дуальных) числах:  

( ) ( ) ndz a t z b t z
dt

= + ,                                                              (3) 

которое легко интегрируется, а значит, легко находится и решение системы (2). Часто бывает, что ис-
ходная система дифференциальных уравнений имеет вид, отличный от системы (2), и необходимо 
сначала сделать подходящую замену переменных, чтобы применить указанную выше схему. Рас-
смотрим пример. Итак, пусть необходимо решить систему дифференциальных уравнений:  

0 0

1 1

( ) ( )1 4
( ) ( )1 1

x t x t
x t x t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= .⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Делаем замену переменных: 0 0

1 1

( ) ( )1 2
( ) ( )1 1 2

x t y t
x t y t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= .⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− /⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 Получаем систему Еругина: 

0 0

1 1

( ) ( )1 2
( ) ( )2 1

y t y t
y t y t

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= ,⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 которая равносильна уравнению  

(1 2 )
0 1(1 2 ) ( ) ( ),i tz i z z t e c c i+= + ⇒ = +  

0 1( ) (cos(2 ) sin(2 ))( ),tz t e t i t c ic= + +  

0 0 1 1 1 0( ) ( cos(2 ) sin(2 )) ( ) ( cos(2 ) sin(2 ));t ty t e c t c t y t e c t c t= − , = +  

0 0 1 0 1

1 0 1 1 0

( ) ( 2 ) cos(2 ) (2 ) sin(2 )
1 1( ) ( ) cos(2 ) ( ) sin(2 )
2 2

t t

t t

x t c c e t c c e t

x t c c e t c c e t

⎧ = + + − ,
⎪
⎨

= − + − − .⎪⎩

 

Если обозначить 0 1 02c c c′+ = ,  0 1 12 2c c c′− = , то решение можно записать следующим образом:  

0 0 1

1 1 0

( ) cos(2 ) 2 sin(2 )
1( ) cos(2 ) sin(2 )
2

t t

t t

x t c e t c e t

x t c e t c e t

′ ′⎧ = + ,
⎪
⎨

′ ′= − .⎪⎩

 

Замечание. Заданную систему дифференциальных уравнений можно преобразовывать, используя 
замену переменных, приводя первую к системе, связанной с комплексными, двойными или дуальными 
числами. С другой стороны, можно действовать прямо, вводя в рассмотрение эллиптические, ги-
перболические и параболические системы (см. ниже).  

Обобщенные комплексные числа делят на типы, т. е. различают эллиптические комплексные чис-
ла, гиперболические комплексные числа и параболические комплексные числа [2]. Обобщенные ком-
плексные числа характеризуются свойством мнимой единицы .i  Это означает следующее. Пусть 
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2 ,i i= α +β  тогда числа делятся на указанные типы в зависимости от того, какими являются , .α β  Если 
2

0,
4
β

α + <  то такие обобщенные комплексные числа относятся к эллиптическому типу, если же 
2

0,
4
β

α + >  то к гиперболическому, если 
2

0
4
β

α + =  – параболическому. Итак, если взять 2 1i = − , то по-

лучим обычные комплексные числа, которые являются каноническим видом эллиптических обоб-
щенных комплексных чисел. Если 2 1i =  или, как мы обозначали, 2 1κ = , то получим двойные – кано-
нический вид гиперболических обобщенных комплексных чисел. Наконец, если 2 0i =  или, как мы 
обозначали, 2 0,ε =  то будем иметь дуальные – канонический вид параболических обобщенных ком-

плексных чисел. В итоге можно записать: 0
0 1

1

( )( )
xa b

a ib x ix
xb a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

α⎛ ⎞
⇔ + + ,⎜ ⎟+β⎝ ⎠

 где 2i i= α +β  и a,  b,  0x ,  

1x ,  α,  .Rβ∈   
Указанное свойство можно использовать для нахождения решений линейных стационарных (и не-

стационарных) дифференциальных систем второго порядка.  
Пример линейной «эллиптической» дифференциальной системы и ее решение.  

00 0
0 1

1 1 1

( ) ( )1 4
( )( ).

( ) ( )1 1
xx t x t a b

a ib x ix
xx t x t b a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

α⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= , ⇔ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +β⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Исходную систему можно записать в виде (1 )z i z= − ,  где 0 1,z x ix= +  а мнимая единица обладает свой-
ством 2 .i i= α +β  Здесь 4,α = −  0,β =  1,a =  1,b = −  2 4 0α +β / <  и 2 4.i = −  Дифференциальную систему 
будем называть эллиптической, если 2 4 0α +β / <  (если 2 4 0,α +β / >  то гиперболической, если 

2 4 0α +β / =  – параболической). Итак, общее решение дифференциального уравнения (1 )z i z= −  есть 
(1 )( ) i t t itz t e c e e c− −= = ,  здесь с – произвольное обобщенное число эллиптического типа, характеризую-

щееся соотношением 2 4i = − . Вычисляем 
2 3( ) ( ) ( ) 11 cos(2 ) sin(2 )

2! 3! ! 2

n
it it it ite it … … t i t

n
− − − −
= − + + + + + = − .   

Итак, 0 1
1( ) (cos(2 ) sin(2 ))( )
2

t it tz t e e c e t i t c ic−= = − + .  Следовательно,  

0 0 1

1 0 1

( ) cos(2 ) 2 sin(2 )
1( ) sin(2 ) cos(2 )
2

t t

t t

x t c e t c e t

x t c e t c e t

⎧ = + ,
⎪
⎨

= − + .⎪⎩

 

Пример линейной «параболической» дифференциальной системы и ее решение.  
00 0

0 1
1 1 1

( ) ( )1 1
( )( ).

( ) ( )1 3
xx t x t a b

a ib x ix
xx t x t b a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− α⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= , ⇔ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+β⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Значит, исходную систему можно записать в виде (1 )z i z= + ,  где 0 1,z x ix= +  а мнимая единица обла-
дает свойством 2 .i i= α +β  Здесь 1,α = −  2,β =  1,a =  1,b =  2 4 0α +β / =  и 2 1 2 .i i= − +  Общее решение 
последнего дифференциального уравнения: (1 )( ) i t t itz t e c e e c+= = ,  здесь c −  произвольное обобщенное 
число параболического типа, характеризующееся соотношением 2 1 2 .i i= − +  Вычисляем 

2 32 ( 1)1
2! 3! !

n
it t t t tt t n te … … ite e te ite

n
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

⎧ ⎫−
= − − − − + + = − + ,⎨ ⎬
⎩ ⎭

 поскольку ( 1)ni n ni= − − + .  Таким образом, ( )z t =  

2 2
0 1 0 1( ) (1 ) ( )t it t t t t t te e c e e te ite c ic e t ite c ic⎛ ⎞⎧ ⎫ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎩ ⎭ ⎝ ⎠⎝ ⎠
= = − + + = − + + .  Следовательно,  

2 2
0 0 0 1

2 2
1 1 0 1

( ) ( )
( ) ( )

t t

t t

x t c e c c te
x t c e c c te

⎧ = − + ,⎪
⎨

= + + .⎪⎩
 

Указанный подход применим и для решения некоторых нелинейных дифференциальных систем.  
Пример решения нелинейной «эллиптической» дифференциальной системы. Нетрудно заме-

тить, что система  
2 2

0 0 1 0 1
2 2 2

1 0 1 0 1

( ) 2
( ) (2 2 )
Ax A B x Bx xx

x Bx A B B x A B x x

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

= + α + β + α ,
= + β+ α +β + + β
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равносильна уравнению 2z z= η ,  где 0 1z x ix= + ,  2i i= α + β,  2 4 0α +β / < ,  A iBη = + .  Решаем последнее 
уравнение:  

2

1 1 1 .dz zdt c t t c t c
z z zz z

= η ⇒ − + = η ⇒ η + = ⇒ η + =  

Тогда 0 1 1
0 12

2 2
0 1 1

( )
( ) ( )

2 4

x x ix
A iB t c ic

x x x

+β −
+ + = + .

β β
+ − α +

Отсюда первые интегралы исходной дифференциаль-

ной системы:  
0 1 1

1 22 2
2 2 2 2

0 1 1 0 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 4 2 4

x x x
At Bt

x x x x x x

+β −
Φ = + , Φ = + .

β β β β
+ − α + + − α +

Пример.  
2 2

0 0 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1

2 ( )
( ) ( ( ) ) [ ( ( ) ] .

ax bx Ax Bx x A B xx
x bx a b x Bx A B x x Ax Bx Bx A Bx x

⎧ = +α + + α +α + β ,⎪
⎨

= + +β + + +β + + α +β + +β⎪⎩
 

Эта система равносильна уравнению: 2z z z= ξ + η ,  где 0 1z x ix= + ,  2i i= α + β,  2 4 0α +β / < ,  a ibξ = + ,  
A iBη = + .  Решаем это уравнение:  

2 1( ) ln
( )

dz zdz z z dt dt c t
z z z

⎛ ⎞
= ξ + η ⇒ = ⇒ + = .⎜ ⎟ξ + η ξ ξ + η⎝ ⎠

 

Таким образом, для его решения (а значит, и системы) необходимо вычислить логарифм от z 
zξ + η

, 

где z,  ξ,  η,  c – эллиптические числа.  
Можно действовать по-другому. Поскольку 2z z z= ξ + η  является уравнением Бернулли, тогда 

2

1z
zz 

= ξ + η.  Значит, 1( )
t

z t
ce−ξ

= .
η

−
ξ

Следовательно, для решения уравнения необходимо вычислить 

экспоненту от эллиптического комплексного числа – tξ и найти обратное число к заданному эллип-
тическому комплексному числу.  
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