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О.А. КОНОПЕЛЬКО 

ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА СОСТАВНОГО ТИПА 
The existence and uniqueness of strong solution of boundary value problem for fourth-order equation of composite type are 

proved in this paper. The methods of energy inequalities and mollifiers with variable step are used. 

В настоящее время разработана достаточно полная теория корректно поставленных задач для
уравнений гиперболического, эллиптического и параболического типов. Между тем в приложениях
появляются задачи для уравнений, не принадлежащих ни к одному из вышеперечисленных типов, 
например для уравнений составного типа. 

Уравнением составного типа будем называть уравнение с оператором, характеристический много-
член которого имеет как действительные, так и комплекснозначные характеристики. Впервые урав-
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нения такого типа 0u
x
∂
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∂
 и 
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0,u
x y
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 где ∆ – оператор Лапласа, были рассмотрены Ж. Адама-

ром [1, 2], а также в работах [3–10].  
В данной статье методом энергетических неравенств и операторов осреднения с переменным ша-

гом доказывается существование и единственность сильного решения одной граничной задачи для 
уравнения четвертого порядка с оператором составного типа. 

Постановка задачи. Рассмотрим область (0, ) ,Q T= ×Ω  nΩ⊂ \  (n+1)-мерного евклидова про-
странства 1n+\  независимых переменных (t, x), (0, ),t T∈  1( , ..., ) .nx x= ∈Ωx  Для функции 

: ( , ) ( , )u t u t→ ∈x x \  рассмотрим линейное дифференциальное уравнение четвертого порядка с опе-
ратором составного типа в главной части: 

Lu ≡ L(0)u+A(2)u=f,                                                                    (1) 

где L(0)=L(1)L(2), 
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 a и b – произвольные постоянные, удовлетворяющие 

неравенству b2>a2, 
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,
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∂
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α
αD  : ( , ) ( , )f t f t→ ∈x x \  – 

произвольная квадратично суммируемая функция. 
На границе ∂Q области Q заданы граничные условия вида 

l0u ≡ u|t=0=φ(x),                                                                          (2) 
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где : ( )ϕ →ϕ ∈x x \  – произвольная функция из пространства H 3(Ω), {( , ) | 0 }t Q t TΓ = ∈∂ < <x  – бо-
ковая поверхность области Q, ν=(ν0(t,x), ν1(t,x), …, νn(t,x)) – единичная внешняя относительно области 
Q нормаль в точке ( , ) .t ∈Γx  

Запишем задачу (1) – (3) в операторном виде 
Lu=F,                                                                               (4) 

где оператор L=(L, l0), правая часть F=(f, φ). В качестве области определения D(L) оператора L возь-
мем множество непрерывно дифференцируемых в замыкании Q  области Q до четвертого порядка 
включительно функций, которые удовлетворяют граничным условиям (3), т. е. 
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Обозначим через B банахово пространство, получаемое замыканием множества D(L) по норме 
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 – норма пространства L2(Q) квадратично суммируемых функций, заданных в области Q. 

Обозначим через H гильбертово пространство правых частей операторного уравнения (4), т. е. 
3
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Далее уравнение (4) рассматриваем в пределах только что введенных пространств B и H, оператор 
: .u u H→ ∈L L  
Предположим, что оператор L допускает замыкание .L  Область определения ( )D L  оператора L  

состоит из элементов ,u B∈  для которых существуют такие последовательности 1{ }k ku ∞
=  элементов 

( ),ku D∈ L  что uk→u в B и Luk→F в H при k→∞. Соответствующие элементы H∈F  относят к облас-
ти значений ( )R L  оператора L  и полагают .u =L F  
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Линейный оператор : B H→L  допускает замыкание тогда и только тогда, когда из условий uk→0 
в B ( ( ))ku D∈ L  и Luk→F в H при k→∞ следует F=0 по норме пространства H. 

Под сильным решением задачи (1) – (3) (операторного уравнения (4)) будем понимать решение за-
дачи ,u =L F  ( ).u D∈ L  

Можно показать, что для доказательства корректности задачи (1) – (3) (операторного уравнения 
(4)), т. е. существования и единственности сильного решения и его непрерывной зависимости от дан-
ных, необходимо доказать энергетическое неравенство для оператора L, замыкаемость оператора L и 
плотность множества значений R(L) в пространстве H. 

Теорема 1. Для оператора L операторного уравнения (4) справедливо энергетическое неравенст-
во, т. е. 

,
B H

u c u≤ L                                                                       (5) 
( ),u D∀ ∈ L  где c – некоторая положительная постоянная, не зависящая от u. 

Дока з а т ель с тво . Рассмотрим выражение 2LuMu, где 
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C1 – некоторая положительная постоянная, которая будет выбрана позже, C2 – некото-

рая достаточно большая положительная постоянная, представим его в дивергентном виде и проин-
тегрируем по области Q: 
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Покажем, что I=0. Для этого преобразуем подынтегральные выражения путем введения в точке 
( , )t ∈Γx  локальной прямоугольной декартовой системы координат (ν,τ(1), …, τ(n)), где ν – вектор еди-
ничной внешней относительно области Q нормали в точке (t, x), ( )( ) ( ) ( )

1 ( , ),..., ( , ) ,k k k
nt t= τ ττ x x  1, ,k n=  – 

единичные векторы, лежащие в касательной гиперплоскости к области Q в точке (t, x), попарно ортого-
нальные между собой и ортогональные вектору ν. По формуле для производной по направлению имеем 
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Используя формулу Остроградского и формулы (7), а также попарную ортогональность векторов ν и 
τ(k), 1,k n= , после несложных преобразований получим требуемое. 
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С учетом этой оценки из (6) получим следующее неравенство: 
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Далее в левую часть неравенства (11) добавим недостающие слагаемые 
2
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Обозначим 
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ε4 выберем таким образом, чтобы выполнялось неравенство 
2

1 1
2 4 33 0.

2
C TC Cε

− − ε >  Правая часть (13) 

не зависит от τ, поэтому в левой части можно перейти к точной верхней грани по τ. Получим сле-
дующее неравенство: 
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Аналогичным образом добавим слагаемые 
2

2

5
0 ( )

sup ( )
T i L

uC
x<τ<

Ω

∂
τ

∂
, 1, ,i n=  и 

2

2
5 ( )

0
sup ( )

L
T

C u
Ω

<τ<
τ . В ре-

зультате получим неравенство 

2 2 2
2

0

2

2 2

23 2 2 2

63 ( ) ( ) ( )0| | 3 | | 2 | | 1( )
3

2 2
3 2

2(2)
( )

, , 1 , 1( ) ( )

sup ( )

2 ,

L Q L Q LTL Q

n n

L Q
i j k i ji j k i jQ L L

uT t u C u u
t

A uMudtd c Lu
x x x x x

Ω<τ<= = ≤
α ≠

= =Ω Ω

⎛ ⎞∂
− + + + τ +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ϕ ∂ ϕ⎜ ⎟+ ≤ + +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑∫

α α α

α α α
D D D

x

 

в котором постоянная C6 достаточно велика. 
Оценив (2)

Q

A uMudtd∫ x  снизу с использованием неравенства (8), получим доказываемое энергети-

ческое неравенство для оператора L. 
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Лемма 1. Оператор L операторного уравнения (4) как оператор из B в H допускает замыкание. 
Лемма 2. Множество значений R(L) оператора L операторного уравнения (4) плотно в L2(Q). 
Дока з а т ельс т во . Рассмотрим оператор L(0) как композицию операторов L(1) и L(2). Множество 

значений ( )(1)R L  оператора L(1) с областью определения ( )(1) (0) ( ),D L D= L  где 
(0)

0( ) { ( ) | 0},D u D l u= ∈ =L L  плотно в L2(Q) (доказательство повторяет доказательство теоремы 4 

[11]). Множество значений ( )(2)R L k−  оператора L(2)−k, где k – некоторое достаточно большое число, 

с областью определения ( ) ( )(2) (1)D L k R L− =  плотно в L2(Q) (см. доказательство леммы 2 [12]). От-

сюда и так как ( ) ( )( ) ( )( )0 1 2R L kL R L k− = −  следует, что множество значений оператора L(0)−kL(1) с об-

ластью определения ( )(0) (1) (0) ( )D L kL D− = L  плотно в L2(Q), т. е. если для некоторого элемента 

2 ( )v L Q∈  выполняется равенство ( )
2

(0) (1)

( )
, 0

L Q
L u kL u v− = , (0) ( ),u D∀ ∈ L  то v=0 по норме пространства 

L2(Q). 
Рассмотрим оператор ( )(0) (0) (1)

0,L kL l= −L  с областью определения ( ) ( )(0) .D D=L L  Пусть элемент 

0( , )v v H= ∈v  ортогонален множеству ( )( )0 .R L  Это означает, что выполнено равенство 

( ) 3
2

(0) (1)
0 0 ( )( )

, ( , ) 0,
HL Q

L u kL u v l u v
Ω

− + =                                                  (14) 

( ).u D∀ ∈ L  Полагая в (14), в частности, что u равно любому элементу из D(0)(L), из (14) получим ра-
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0 0| ,tl u u C== ∈ Ω  где (0) {( , ) | 0, }.t tΩ = = ∈Ωx x  Так как множество ( )4 (0)C Ω  плотно в H 3(Ω), то 

v0=0 в H 3(Ω). Таким образом, доказана плотность множества значений оператора ( )(0) (0) (1)
0,L kL l= −L  

в пространстве H. Для завершения доказательства леммы плотность множества значений оператора L 
операторного уравнения (4) доказывается методом продолжения по параметру [13]. 

Теорема 2. Для любых функций 2 ( ),f L Q∈  3 ( )Hϕ∈ Ω  существует единственное сильное решение 
u B∈  граничной задачи (1) – (3) и справедлива оценка 

( )32 ( ) ( )
|| || || || || || ,B L Q H

u c f
Ω

≤ + ϕ  

где постоянная c та же, что и в неравенстве (5). 
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