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УДК 517.9 

В.Н. ГОРБУЗОВ, С.Н. ДАРАНЧУК 

ИНТЕГРАЛЫ И ПОСЛЕДНИЕ МНОЖИТЕЛИ ОДНОГО КЛАССА СИСТЕМ  
В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ 

The spectral method of building of the autonomous first integrals and last multipliers for special case of systems of exact differ-
entials is elaborated. 

Рассмотрим автономную систему уравнений в полных дифференциалах 
( ) ,dz A z dt=                                                                            (1) 

 
где 1( , , )nz z z= …  и 1( , , )mt t t= …  – точки пространств nC  и mC  соответственно ( ),m n<  

1colon( , , ),ndz dz dz= … 1colon( , , ),mdt dt dt= …  элементы ( )-матрицыn m×  ( ) ( )ijA z A z=  ( 1,i n=  –

 номер строки, 1,j m=  – номер столбца) есть функции : ( ),ip piA z a z→ , 1: ( ) ( )iq qi i q nA z a z z a z+→ −  

,nz∀ ∈C  1, ,p s=  1, ,q s m= +  1, ,i n=  0 ,s m≤ ≤  где линейные функции , 1
1

:  
n

j j j na z a z aτ τξ ξ τ +
ξ=

→ +∑  

,nz∀ ∈C 1,nτ =  при 1, ,j s=  1, 1nτ = +  при 1, ,j s m= +  с такими комплексными коэффициентами, что 

    , ,
1

1| | 0,
n

q n i
i
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=

≠∑  1, .q s m= +  

Дифференциальную систему (1) будем рассматривать при условии перестановочности матриц ее 
коэффициентов: 

,j jA A A Aζ ζ=  , 1, ,j mζ =                                                              (2) 
 

где квадратные матрицы ,j jA a τδ= 1, ,j m= 1, 1nδ = +  – номер строки, 1, 1nτ = +  – номер столбца, 

причем , ,1 0,p na + δ = 1, ,p s= 1, 1.nδ = +  Непосредственными вычислениями устанавливаем, что при вы-
полнении равенств (2) имеет место система коммутаторных тождеств [ ( ), ( )] 0j z zζℑ ℑ =  

,nz∀ ∈C , 1, ,j mζ =  где индуцированные системой (1) линейные дифференциальные операторы 

1
( )  ( ) ,

i
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z a z
=

ℑ = ∂∑  , 1
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( )  ( ( ) ( ))
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n

q qi i q n z
i

z a z z a z+
=

ℑ = − ∂∑  ,nz∀ ∈C  1, ,p s=  1, .q s m= +  Эти коммутатор-

ные тождества выражают полную разрешимость [1, c. 24; 2, c. 19−20, 25] дифференциальной системы (1). 
Операторы ,pℑ 1, ,p s=  индуцируют линейную дифференциальную систему [2, c. 239−272; 3−5], а 

операторы ,qℑ 1, ,q s m= +  – дифференциальную систему Якоби [2, c. 273−311; 6−8]. Таким образом, 
система (1) является линейной дифференциальной системой, возмущенной операторами 

,qℑ 1, ,q s m= +  с нелинейными координатными функциями. 
В настоящей статье дано решение задачи о построении автономных первых интегралов и послед-

них множителей системы (1) при (2) по ее линейным неоднородным частным интегралам с учетом их 
кратностей. 

Впервые подход построения общего интеграла по известным частным интегралам для дифферен-
циальных уравнений был сформулирован Г. Дарбу [9]. В [10] его идеи изложены и применены для 
нахождения первых интегралов обыкновенной дифференциальной системы Якоби − Фурье. В 
[2, c. 185−186, 203−212; 11−14] задача Дарбу распространена и на построение последних множителей. 
С целью решения этой задачи разработан метод частных интегралов для обыкновенных [11] и много-
мерных [2, c. 161−238; 12−14] полиномиальных дифференциальных систем. При этом введено поня-
тие условного частного интеграла, определены понятия кратности (первоначально веса) частного ин-
теграла и интегральных точек полиномиальных дифференциальных систем [2, c. 161−238; 11−14]. 
Это позволило уменьшить количество частных интегралов, достаточных для построения первого ин-
теграла или последнего множителя. Другие результаты по данному направлению теории дифферен-
циальных уравнений можно найти в [2]. 
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На основании метода частных интегралов разработаны спектральные методы построения базисов 
первых интегралов линейных обыкновенных [3] и многомерных [2, c. 239−272; 4; 5; 15] дифференци-
альных систем. В предложенных методах задача поиска линейных частных интегралов линейных 
систем сведена к алгебраической задаче нахождения собственных векторов матриц коэффициентов 
этих систем. Подобный подход к поиску частных интегралов дифференциальных систем был распро-
странен и на нелинейные системы Дарбу и Якоби, для которых разработаны методы построения ин-
тегрального базиса с точностью до последнего множителя [16] и базисных первых интегралов 
[2, c. 273−311; 6−8] соответственно. 

Для решения поставленной для системы (1) при (2) задачи получен спектральный метод, основан-
ный на методе частных интегралов автономных полиномиальных дифференциальных систем 
[2, c. 187−226; 12−14]. 

Лемма 1. Линейная функция  :w z Z→ν  ,nz∀ ∈C 1( , , ,  1),nZ z z= …  является полиномиальным част-
ным интегралом cистемы (1) при (2), если и только если ν  – общий собственный вектор перестано-
вочных матриц ,jA 1, .j m=  

Дока з а т ельс т во .  Аналогично доказательству леммы 1 из [2, c. 240−241, 274−275; 4; 7] уста-
навливаем, что функция w  будет полиномиальным  частным интегралом системы (1) тогда и только 
тогда, когда вектор ν  является нетривиальным решением линейной однородной системы 
( ) 0,j T

jA E− λ ν = 1, ,j m=  где ,jλ ∈C E  – единичная матрица, T  – знак транспонирования. Таким об-
разом, с учетом связей между собственными векторами перестановочных матриц [17, c. 191−194] 
лемма доказана. 

В случае простых элементарных делителей матриц ,jA 1, ,j m=  автономные первые интегралы или 
последние множители системы (1) при (2) строятся на основании следующей теоремы. 

Теорема 1. Пусть ,kν 1, ,k M=  – общие линейно независимые собственные векторы матриц ,jA  

соответствующие собственным числам ,j
kλ 1, .j m=  Тогда при 1M m= +  функция 

1

:  ( ) k

M
h

k
k

W z Z
=

→ ν∏   ,z D∀ ∈  ,nD ⊂ C  1( , , ,  1),nZ z z= …                                (3) 

 
будет автономным первым интегралом системы (1), если числа ,kh 1, ,k M=  являются нетривиаль-
ным решением линейной однородной системы 

1
 0,
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λ =∑  1, ,j m=                                                     (4) 

 
а если числа ,kh 1, ,k M=  являются нетривиальным решением линейной неоднородной системы 

1
  1,

M

k
k

h n
=

= − −∑  
1

1 1
   ,

M n
j
k k j

k
h a

+

ττ
= τ=

λ = −∑ ∑  1, ,j m=  то функция (3) будет автономным последним множи-

телем системы (1). 
Метод доказательства аналогичен доказательству теоремы 1 из [2, с. 241−242, 276−277; 4; 7]. При 

этом учитываем, что расходимости ( 1, ,p s= 1,q s m= + ) 
1

1
div ( )  ,

n

p pz a
+

ττ
τ=

ℑ =∑  
1

, 1
1

div ( )  ( 1) ( )  
n

q q n qz n a z a
+

+ ττ
τ=

ℑ = − + +∑   .nz∀ ∈C                 (5) 

 
Следствие 1. Пусть выполняются условия теоремы 1 при 2.M m= +  Тогда функция (3) при (4) 

будет автономным первым интегралом системы (1). 
Например, для вполне разрешимой на nC  системы 

 1 1 1 1 1 22  ( ( )) ,dz i z dt z z a z dt= + −  
, ))(2)3(( ) 424( 224311312     dtzazizizizidtizizidz −+−++−+++−=  
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, ))(22)2(23( ) 42( 23432114313    dtzazizzizzdtizizizidz −+−++−−++++−=  
   4 1 4 1 1 4 4 2( ) ((1 ) ( )) ,dz i z i z dt i z i z z a z dt= + + − + −  

где 1 2 3 4( ) ,a z z z z z≡ + − +  по общим собственным векторам 1 (1,  1,  1,  1,  2),ν = − −  2 (1,  0,  0,  0,  0),ν =  

3 (1,  1,  1,  1,  0),ν = −  4 ( 1,  0,  0,  1,  0),ν = −  5 ( 1 ,  0,  2,  2,  4),iν = − +  соответствующим собственным чис-
лам 1

1 0,λ = 1
2 2 ,iλ = 1

3 0,λ = 1
4 ,iλ = 1

5 2iλ =  и 2
1 0,λ =  2

2 1,λ = 2
3 2,λ = 2

4 ,iλ = 2
5 ,iλ =  строим (следствие 1) ав-

тономный интегральный базис 
1,5

1 2
1 0,5 2

3 4

 ( )  :
( )  ( )

i

i

Z ZW z
Z Z

−

−

ν ν
→

ν ν
   и   

1 4
2 4

2 2 3
1 5

( )  ( ):
( )  ( )

i

i

Z ZW z
Z Z

−

−

ν ν
→

ν ν
 

на любой области из множества 1 2 3 4 5{ :     0 },z Z Z Z Z Zν ν ν ν ν ≠  41 2 3( , , , , 1).Z z z z z=  

Если хотя бы одна из матриц ,jA 1, ,j m=  имеет кратные элементарные делители, то из системы 
(1) произвольным образом выделим обыкновенную дифференциальную систему 

( ) ,i idz A z dtζ ζ=   1, ,i n=  {1, ,  },mζ∈ …                                         (1. ζ ) 
 

со свойством: у матрицы Aζ  число элементарных делителей не превосходит числа элементарных де-

лителей каждой из матриц ,jA 1, .j m=  

Пусть l
ζλ  – собственное число матрицы ,Aζ  которому соответствует элементарный делитель крат-

ности κ  и собственный вектор 0 .lν  Вектор ,klν  являющийся решением системы уравнений 

1,( ) ( )  ( ) ,T T
l kl k lA E kζ

ζ −− λ ν = ν 1, 1,k = κ −  назовем -k м  присоединенным вектором [2, с. 252, 288; 4; 7] 

матрицы ,Aζ  соответствующим собственному числу .l
ζλ  

Аналогично доказательству теоремы 4 из [2, c. 252−256, 289−292; 4] с учетом системы тождеств 
(5) доказываем следующее утверждение. 

Теорема 2. Пусть: 1) 0lν  и 
 
,lθν  1, 1,lsθ = − 1, ,l r=  – линейно независимые общие собственные 

векторы матриц ,jA 1, ,j m=  и присоединенные векторы матрицы ,Aζ  соответствующие собст-

венным числам ,l
ζλ 1, ,l r=  с элементарными делителями кратностей ,ls

1
;

r

l
l

s M
=

≥∑  2) дифференци-

альная система (1.ζ ) не имеет первых интегралов 
  

: ( )j
l j lW z V zθ θ→ ℑ  ,z D∀ ∈ ,nD ⊂ C 1, ,j m= ,j ≠ ζ  

где функции 
 

: ,lV Dθ →C 1, 1,lsθ = − 1, ,l r=  такие, что 

( ) 
 1

,1
1

 ( ) l ul u lu
u

Z V z Z
θ

θ−
θ θ−−

=

ν = ν∑   .z D∀ ∈                                                 (6) 

 
Тогда при 1M m= +  функция 

0
0

11

:  ( )  exp   ( )
k

h
u u

u
W z Z h V z

ξ
ξ

ε

ξ ξ ξ
=ξ=

→ ν ∑∏   ,z D∀ ∈                                       (7) 

 

где 1( , , ,  1),nZ z z= …  
1

( 1) ,
k

Mξ
ξ=

ε + =∑  1,sξ ξε ≤ −  1, ,kξ =  ,k r≤  будет автономным первым интегра-

лом системы (1) при (2), если числа ,uh ξ  0, ,u ξ= ε  1, ,kξ =  есть нетривиальное решение линейной од-
нородной системы 

0
1
 0,

k

h ξ
ξ=

=∑      0
1 1

  0,
k

j j
u u

u
h h

ξε

ξ ξ ξ ξ
ξ= =

⎛ ⎞
λ + µ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  1, ,j m=                                 (8) 
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а если числа ,uh ξ  0, ,u ξ= ε  1, ,kξ =  есть нетривиальное решение линейной неоднородной системы 

 0
1

 1,
k

h nξ
ξ=

= − −∑    

1

 0
1 1 1
    ,

k n
j j

u u j
u

h h a
ξε +

ξ ξ ξ ξ ττ
ξ= = τ=

⎛ ⎞
λ + µ = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ 1, ,j m=  то функция (7) будет автономным по-

следним множителем системы (1) при (2). При этом функции-решения uV ξ  системы (6) такие, что 

( ) ,j
j u uV zξ ξℑ ≡ µ  const,j

uξµ =  1, ,u ξ= ε  1, ,kξ = 1, ,j m=  а ,j
ξλ  1, ,kξ = 1, ,j m=  – собственные числа мат-

риц ,jA  соответствующие собственным векторам 0 .ξν  
Из теоремы 2 получаем  
Следствие 2. Пусть выполняются условия теоремы 2 при 2.M m= +  Тогда функция (7) при (8) 

будет первым интегралом системы (1) при (2). 
Например, для вполне разрешимой на nC  системы 

 1 1 2 3 1 1 1 2(  1) ( ( )) ,dz z z z dt i z i z a z dt= + − − + + −  
 2 2 3 1 2 3 2 2(  ) ((1 ) ( )) ,dz z z dt i z z i z a z dt= − + + + − − −  

  3 1 1 1 3 3 2( 1) ( 1 ( )) ,dz z dt z i z i z a z dt= − + − + + − −  
где 1 2 3( ) 1 2 ,a z z z z i≡ + − − +  по общим линейно независимым собственным векторам 

01 (1,  1,  1,  1),ν = − −  04 (1,  1,  1,  1 ),iν = − − +  соответствующим собственным числам 1 1 1
3 2 1 0,λ = λ = λ =  

1
4 0λ =  и 2 2 2

3 2 1 ,iλ = λ = λ = 2
4 2 ,iλ =  и присоединенным векторам 11 ( 1,  0,  0,  1),ν = −  21 (2,  0,  2,  0),ν =  со-

ответствующим собственному числу 2
1 ,λ  строим (следствие 2) автономный интегральный базис 

2 2
01 04 11 21:  ( )  ( )  exp ( 2  ( )  ( ))W z Z Z i V z i V z−→ ν ν − −    ,z D∀ ∈  3 ,D ⊂ C  

где функции 1
  11 11 01:  ( ) ,V z Z Z −→ ν ν 2 2

21 01 21 11 01:  (   ( ) )( )V z Z Z Z Z −→ ν ν − ν ν  ,z D∀ ∈  D  – любая область 
из множества 01{ : 0 },z Zν ≠ 1 2 3( , , ,  1).Z z z z=  

* * * 
Итак, для автономной системы уравнений в полных дифференциалах (1) при (2) разработан спек-

тральный метод построения автономных первых интегралов и последних множителей. Их нахожде-
ние осуществляется по линейным неоднородным частным интегралам (с учетом кратностей), которые 
строятся на основании общих собственных векторов матриц коэффициентов ,jA 1, .j m=  Предложен-
ный метод является регулярным, а первые интегралы и последние множители строятся на его осно-
вании в явном виде.  
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