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Постановка задачи. Рассматривается несимметричный по толщине 

трехслойный стержень со сжимаемым заполнителем под воздействием равно-

мерно распределенной нагрузки, сосредоточенных сил и моментов. Для изо-

тропных несущих слоев приняты гипотезы Бернулли, в жестком заполнителе 

справедливы точные соотношения теории упругости с линейной аппроксима-

цией перемещений его точек от поперечной координаты z . На границах кон-

такта используются условия непрерывности перемещений. Материалы несу-

щих слоев несжимаемы в поперечном направлении, в заполнителе учитывает-

ся его обжатие, деформации малые. 

Распределенная поверхностная нагрузка      ,p x q x  приложена к внеш-

ней плоскости первого слоя. Искомыми считаем прогибы и продольные пере-

мещения несущих слоев        1 2 1 2, , ,w x w x u x u x . 

Уравнения равновесия следуют из принципа Лагранжа  

 A W   , (1) 

где ,А W  – вариации работы внешних сил и внутренних сил упругости. 

После подстановки в (1) вариаций работ получим следующую систему 

уравнений  
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Принимаются условия свободного опирания стержня по торцам на непо-

движные в пространстве жесткие опоры. Соответствующие граничные усло-
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вия в сечениях x = 0; l (l – длина стержня) в перемещениях имеют вид:  

 , , 0k k x k xxw u w    1, 2k  . (3) 

Решение задачи. Решение системы дифференциальных уравнений (2) 

предполагаем в виде разложения в тригонометрические ряды, которые автома-

тически удовлетворяют граничным условиям опирания на жесткие опоры (3):  
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После подстановки перемещений (4) и нагрузки в систему (2) получим 

систему линейных алгебраических уравнений, решая которую любым из стан-

дартных методов, получим коэффициенты 1 2 1 2, , ,m m m mU U W W  разложения в 

ряд искомых перемещений. 

Частные случаи. В качестве примера рассматривается изгиб трехслой-

ного стержня под действием равномерно распределенных и сосредоточенных 

нагрузок, приложенных к внешней плоскости первого слоя: 

1. На стержень действует локальная поверхностная нагрузка, равномерно 

распределенная до сечения x b l  . Ее можно представить в аналитическом 

виде с помощью функции Хевисайда  0H x . 

2. На стержень действует погонная поперечная сила 0 constQ  , прило-

женная в сечении на расстоянии a  от начала координат. 

3. На трехслойный стержень в сечении x a  действуют поперечный мо-

мент интенсивности 0= constM . 

Проведен численный анализ полученных решений. 
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Постановка задачи. Рассмотрим тонкую круговую цилиндрическую 

оболочку длины L, состоящую из N изотропных слоев, характеризующихся 

толщиной kh , модулем Юнга kE , плотностью k  и коэффициентом Пуассона 

k , 1, 2, ,k N . В качестве исходных используем уравнения, основанные на 

гипотезах, сформулированных Э. И. Григолюком и Г. М. Куликовым [1]: 
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