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О СТРУКТУРЕ ОБОБЩЕННОГО РЕШЕНИЯ
УРАВНЕНИЯ ГАМИЛЬТОНА – ЯКОБИ

С ФАЗОВЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ

Л.Г. Шагалова, Н.Н. Субботина

Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН,

С. Ковалевской 16, 620990 Екатеринбург, Россия
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В настоящей работе результаты и методы теории оптимального
управления [1] применяются для исследования структуры и свойств
обобщенного решения задачи Коши для уравнения Гамильтона – Яко-
би, рассматриваемого в замкнутой полосе фазового пространства.

В [2] для модели Кроу – Кимуры молекулярной эволюции было по-
лучено уравнение Гамильтона – Якоби

∂u/∂t+H(x, ∂u/∂x) = 0, (1)

где

H(x, p) = −f(x) + 1−
1 + x

2
e2p −

1− x

2
e−2p. (2)

Входящая в (2) функция f(·) называется фитнесом. Уравнение (1)
рассматривается при t ≥ 0, −1 ≤ x ≤ 1. Предполагается также, что
задана функция u0 : R → R и выполняется начальное условие

u(0, x) = u0(x), x ∈ [−1; 1]. (3)
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Задача (1)-(3) не имеет классического решения, поэтому её реше-
ние следует понимать в обобщенном смысле. При этом не удаётся ис-
пользовать известные концепции обобщенного решения. В частности,
минимаксные [3, 4] решения не рассматривались для задач с фазовы-
ми ограничениями, а известные теоремы существования вязкостного
[5, 6, 7] решения доказаны для случая гамильтониана, удовлетворяю-
щего условию коэрцитивности:

H(x, p) → +∞ при |p| → ∞ . (4)

Для гамильтониана, задаваемого соотношением (2), условие (4) не вы-
полнено, например при x = 1 и x = −1.

В [8] введено новое определение непрерывного обобщенного ре-
шения начальной задачи (1)–(3) на компактном множестве ΠT =
[0, T ] × [−1, 1]. Обобщенное решение определяется посредством нера-
венств для суб- и супердифференциалов. Доказано, что обобщенное
решение существует, но не является единственным.

Гамильтониан (2) в области, задаваемой фазовыми ограничениями,
является вогнутым по импульсной переменной. Это обстоятельство
позволяет поставить вспомогательную задачу оптимального управле-
ния с целевым множеством, состоящим из заданного начального мно-
гообразия и границы фазовых ограничений, на которую гладким обра-
зом продолжается начальная функция. Непрерывное обобщенное ре-
шение задачи (1)–(3) строится с помощью функции цены вспомога-
тельной задачи оптимального управления.

Известно [9], что необходимые условия оптимальности во вспомога-
тельной задаче оптимального управления могут быть представлены с
помощью решений характеристической системы

ẋ = Hp(x, p) = −(1 + x)e2p + (1− x)e−2p,

ṗ = −Hx(x, p) = f ′(x) + (e2p − e−2p)/2, (5)

ż = pHp(x, p)−H(x, p)

задачи (1)-(3). Здесь Hx(x, p) = ∂H(x, p)/∂x, Hp(x, p) =
∂H(x, p)/∂p, f ′(x) = ∂f(x)/∂x. Система (5) рассматривается со сле-
дующими начальными условиями, согласованными с (3):

x(0, y) = y, p(0, y) = u′
0
(y), z(0, y) = u0(y), y ∈ [−1; 1]. (6)

В работе исследуются вопросы продолжимости характеристик и
равновесные состояния характеристической системы.
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Получены достаточные условия существования обобщенного реше-
ния задачи (1)-(3) заданной структуры и предложены конструкции его
построения.

Представлены результаты моделирования обобщенного решения
для различных входных данных задачи — функции фитнеса f(·) и
начальной функции u0(·).

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фон-
да фундаментальных исследований (грант №11-01-00214), Програм-
мы Президиума РАН “Математическая теория управления”, а также
Программы Правительства РФ по поддержке ведущих научных школ
(грант № НШ-64508.2010.1 ).
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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ В СПЕЦИАЛЬНОЙ
ЗАДАЧЕ СКОРЕЙШЕГО ПРОХОЖДЕНИЯ ОБЛАСТИ

А.Н. Шахидзе, С. Очилов

Рассматривается формализованная задача оптимизации времени
прохождения области объектом, поведение которого зависит от вы-
бора параметра вида
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