
Тогда для любого ограниченного решения x(t) включения (2) и для лю-
бых y0 ∈ Λ+(x) и T > 0 существуют предельные относительно одной
и той же последовательности {tk} отображения F ′(t, x), w′(t, x) и
решение y(t) включения (3) с начальным условием y(0) = y0, такое,
что для п.в. t ∈ [0, T ] выполняется равенство w′(t, y(t)) = 0.

Предлагаемых подход в равной степени может применяться для
дифференциальных уравнений и при соответствующих предположе-
ниях приводит к известным результатам.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 13-
01-00287), Программы фундаментальных исследований № 17 Президи-
ума РАН, СО РАН (междисциплинарный проект № 80) и ФЦП Мини-
стерства образования и науки РФ (прект № 2012-1.2.1-12-000-1001-011).

Список литературы

1. Барбашин Е.А. Функции Ляпунова. М.: Наука, 1970.
2. Руш Н., Абетс М., Лалуа М. Прямой метод Ляпунова в теории устойчивости.

М.: Мир, 1980.

ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К УПРАВЛЕНИЮ
НЕУПРАВЛЯЕМЫМИ ЛИНЕЙНЫМИ СИСТЕМАМИ

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ
В.Е. Хартовский

ГрГУ им. Я.Купалы, факультет инновационных технологий машиностроения

Ожешко 22, 230020 Гродно, Беларусь
hartovskij@grsu.by

Предположим, что динамика некоторого объекта описывается ли-
нейной автономной системой

S(p)x(t) =
m∑

i=0

Biu(t− ih), t ≥ 0, (1)

где S(p) – некоторая аналитическая n× n-матрица, p = d

dt
– оператор

дифференцирования, Bi, i = 0,m – постоянные n × n-матрицы, x(t),
t ≥ 0 – решение системы (1), u(t), t ≥ 0 управляющее воздействие.
Считаем, что для системы (1) задано начальное состояние, которое
зависит от матрицы S(p) и однозначно определяет решение системы
(1) (при заданном u(t), t ≥ 0).

Предположим, что система (1) не обладает некоторым свойством
управляемости (например, полной управляемости, модальной управ-
ляемости, приводимости). В докладе представлен один из возможных
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подходов к управлению такой системой (1), основанный на использова-
нии эффекта последействия в управляющем воздействии. Идея метода
заключается в добавлении к системе (1) дополнительных входов, а за-
тем посредством специально построенного управления "компенсирует-
ся" влияние этих дополнительных входов. Естественно, что исходная
задача управляемости при таком подходе будет носить обобщенный ха-
рактер. Поясним сказанное.

Рассмотрим дискретное уравнение
∑

m

i=0
Biδk−i = 0, k = m,m+1, ...

Для того, чтобы это уравление имело решение необходимо и доста-
точно, чтобы начальные условия имели вид δi = Tic, i = 1,m, где Ti
– некоторые матрицы [1] – [4]. Из системы B0T1P +

∑
m

i=1
BiTi = 0,

TkP = Tk−1, k = 2,m найдем квадратную матрицу P . Составим мат-
рицы Bi = [Bi,

∑
i

k=0
BkTP

i−k], i = 0,m.
Введем систему

S(p)x̃(t) =
m∑

i=0

Biw(t− ih), t ≥ 0, (2)

где w = col[w1, w2] – управляющее воздействие.

Лемма 1. Пусть системы (1) и (2) имеют одинаковые началь-
ные состояния в которых u(t) ≡ 0, w(t) ≡ 0, t < 0. Положим u(t) =
w1 + Tψ(t), t ≥ 0, где ψ(t) ≡ 0, t < 0, ψ(t) = Pψ(t − h) + w2, t ≥ 0.
Тогда если решения систем (1) и (2) существуют, то x(t) ≡ x̃(t),
t ≥ 0.

Данная лемма позволяет при решении задачи управляемости заме-
нить исходную систему (1) системой (2), которая содержит дополни-
тельные входы (функция w2).

Пример. Система (1) называется полностью управляемой, если для
любого начального состояния найдется момент времени t1 > 0, что
решение системы (1) обладает свойством x(t) ≡ 0, t ≥ t1 при u(t) ≡ 0,
t > t1.

Лемма 2. Система (1) полностью управляема тогда и только
тогда, когда этим свойством обладает система (2).

Теорема 1. Если система (2) полностью управляема, то для лю-
бого начального состояния системы (1) найдется управление u(t),
t > 0, что соответствующее решение x(t) ≡ 0, t ≥ t1 при некото-
ром t1.
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Далее в докладе обсуждается приложение такого подхода к задачам
полной управляемости и модальной управляемости конкретных типов
систем. Некоторые приложения описанного подхода изложены в [1] –
[7].
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Объект исследования – линейная автономная система нейтрального
типа со многими соизмеримыми запаздываниями, которую обозначим
Σ:

ẋ(t)−
m∑

i=1

Diẋ(t− ih) =
m∑

i=0

Aix(t− ih) +
m∑

i=0

Biu(t− ih), t ≥ 0, (1)

x(t) = φ(t), t ∈ [−mh, 0], u(t) ≡ 0, t < 0, (2)

235


