
=

∫ ωm(x
−j)

ω1(x−j)

φ

(

∂f(xj, x−j)

∂xj

)∥

∥

∥

∥

∂f(xj, x−j)

∂xj

∥

∥

∥

∥

dxj, j = 1, 2, ..., n. (7)

Теорема 3. Пусть X ⊂ Rn - выпуклый компакт, intX ̸= ∅ и
отображение f : X → Rm непрерывно дифференцирумо, компоненты
fi : X → R, i = 1, 2, ..., n которого строго вогнуты на X. Тогда мно-
жество P (X) парето-оптимальных решений задачи (1) непусто и
координати таких x = (x1, x2, ..., xn) решений определяются из си-
стемы интегральных равенств (7).

Замечание 1. Из свойств функций φ и вогнутости отображе-
ния f : X → Rm следует эквивалентность систем интегральных
равенств (6) и (7).
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Исследование реальных физических процессов в современных зада-
чах автоматики и телемеханики, теории передачи информации, радио-
логии и химической кинетики, моделирования технологических про-
цессов в ядерных реакторах, плазме и лазерах, задачах демографии и
экономики предъявляют все более возрастающие требования к матема-
тическим моделям реальных систем автоматического регулирования,
диктуют необходимость изучения фундаментальных проблем матема-
тической теории управления, ставят новые задачи для более широко-
го класса динамических систем. Появляется потребность в разработке
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новых более эффективных методов изучения таких систем, в частно-
сти, динамических систем с алгебраическими связями и дискретно-
непрерывных систем, описывающих процессы, в которых как эффек-
том дискретности, так и алгебраическими связями пренебречь нель-
зя. Большинство из перечисленных процессов приводят к математи-
ческим моделям в виде гибридных систем.

Рассмотрим объект управления, описываемый следующей
дискретно-непрерывной системой:

ẋ(t) = A11x(t) + A12y(kh), t ∈ [kh, (k + 1)h) (1)

y(kh+ h) = A21x(kh) + A22y(kh) + Bu(kh), k = 0, 1, 2, . . . (2)

где x(t) ∈ Rn, y(kh) ∈ Rm, u(kh) ∈ Rr, h > 0, A11, A12, A21, A22, B -
постоянные матрицы соответствующих размеров. Начальные условия
зададим в виде

x(0) = x(+0) = x0, y(0) = y0. (3)

Рассмотрим линейную обратную связь вида

u(kh) = Q1x(kh) +Q2y(kh), k = 0, 1, . . . , (4)

где Q1 и Q2 - постоянные матрицы размеров r × n и r × m соответ-
ственно.

Предлагается подход к изучению устойчивости и стабилизации, ос-
нованный на использовании дискретных систем, что позволяет полу-
чить эффективные критерии устойчивости и стабилизации [1].

Полагая z(k) =

[

x(kh)
y(kh)

]

, u(kh) = 0, приходим к дискретной си-

стеме

z[k + 1] = Σhz(k), k = 0, 1, . . . , Σh =

[

eA11h
∫ h

0 eA11(h−τ)dτA12

A21 A22

]

(5)

Теорема 1. Система (1), (2) с B = 0 является асимптотиче-
ски устойчивой тогда и только тогда, когда все собственные числа
матрицы Σh из (5) находятся внутри единичного круга (с центром
в начале координат) на комплексной плоскости, что эквивалентно
условию ρ(Σh) < 1 (ρ(A) - спектральный радиус матрицы A).

Теорема 2. Система (1), (2) с B = 0 является экспоненциаль-
но устойчивой тогда и только тогда, когда она асимптотически
устойчива.
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Теорема 3. Система (1), (2) с B = 0 устойчива тогда и только
тогда, когда ρ(Σh) ≤ 1, причем всем собственным числам матрицы
Σh, по модулю равным 1, соответствуют простые элементарные де-
лители, т.е. таким собственным значениям отвечают жордановы
клетки размерности 1.

Рассматривается также проблема стабилизации системы (1), (2) дис-
кретным регулятором (4). Замкнутая система имеет вид

ẋ(t) = A11x(t) + A12y(kh), t ∈ [kh, (k + 1)h),

y(kh+ h) = (A21 +BQ1)x(kh) + (A22 +BQ2)y(kh).

Теорема 4. Система (1), (2) стабилизируема дискретным регу-
лятором (4) тогда и только тогда, когда

rank[λIn+m − Σh,∆] = n+m

для всех комплексных чисел λ таких, что |λ| ≥ 1, (∆ =

[

0
B

]

).

Получены параметрические критерии относительной t1-управляе-
мости системы (1), (2) [2].

Задача относительной управляемости системы (1), (2) сводится к
задаче полной управляемости (в смысле Калмана) дискретной систе-
мы

z[k + 1] = Σhz(k) + ∆u(kh), k = 0, 1, . . . (6)

Теорема 5. Условие

rank[∆,Σh∆, . . . , (Σh)
q−1∆, (Σh)

q−1] = rank[∆,Σh∆, . . . , (Σh)
q−1∆]

является необходимым и достаточным для qh-относительной
управляемости системы (1), (2).

Получены также параметрические критерии относительной t1- до-
стижимости системы (1), (2).
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