
«репеллерной» неподвижной точкой, делящей фазовое пространство
Ω на два подмножества. Тривиальное равновесие итерируемой зависи-
мости устойчиво, соответственно имеет область притяжения Ω0.

Дальнейшее развитие подхода с точки зрения теории этапности раз-
вития организмов привело к созданию непрерывно-дискретных моде-
лей в виде системы ОДУ с изменяемой правой частью, алгоритмиче-
ски представленных в форме гибридного автомата [2]. Была получе-
на неунимодальная определенная численным решением зависимость
и дискретная динамическая система характеризующаяся возникнове-
нием переходного хаотического режима. Хаотический режим связан
со сложной структурой границы областей притяжения единственного
устойчивого стационарного состояния и тривиального равновесия.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 13-07-
00925.
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Введение. Математические модели самых различных объектов мо-
гут содержать одновременно два эффекта: распределенность по состо-
янию и запаздывание по времени [1]. Примером может служить одно-
родное уравнение теплопроводности с наличием временного постоян-
ного сосредоточенного запаздывания в производной по состоянию [2].
Если рассматривать управление таким объектом по принципу обрат-
ной связи, то порождаемая управлением неоднородность будет иметь
функциональный эффект наследственности по состоянию, например,
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распределенное запаздывание, этот факт отмечался уже в первых ра-
ботах по теории управления системами с последействием [3]. В силу
сложности объекта – нелинейного уравнения в частных производных с
функциональным эффектом наследственности, на первый план выхо-
дят эффективные численные методы. В работе строится аналог неяв-
ного метода Кранка-Никольсон для моделирования управляемого объ-
екта, указываются условия его устойчивости и порядок сходимости.

1. Постановка задачи и описание алгоритма. Рассмотрим урав-
нение

∂u

∂t
(x, t) = a2

∂2u

∂x2
(x, t) + b2

∂2u

∂x2
(x, t− τ) + v. (1)

Здесь u(x, t) — искомая функция, x ∈ [0, X], t ∈ [0, T ], τ — ве-
личина запаздывания, управление v строится по известному закону
v = f(x, t, u(x, t), ut(x, ·)), где ut(x, ·) = {u(x, t + s),−τ 6 s < 0} —
функция предыстория искомой функции к моменту t.

Заданы начальные условия: u(x, t) = φ(x, t), x ∈ [0, X], t ∈ [−τ, 0],
и граничные условия: u(0, t) = 0, u(X, t) = 0, t ∈ [0, T ].

Будем предполагать, что функционал f и функция φ таковы, что
задача имеет единственное решение. Считаем также, что 0 < b2 < a2.

Проведем дискретизацию задачи. Пусть h = X/N, введем xi = ih,
i = 0, . . . , N, пусть ∆ = T/M, tj = j∆, j = 0, . . . ,M. τ/∆ = K —
целое.

Приближения функции u(x, t) в узлах сетки (xi, tj) будем обозна-
чать uij. Для каждого фиксированного i = 0 . . . N введем дискрет-

ную предысторию по временным узлам tj, j = 0 . . .M : {uk}
i
j =

{uik, j − K ≤ k ≤ j}. Оператором интерполяции с экстраполяцией
I назовем отображение I : {uk}

i
j → w(xi, t), t ∈ [tj − τ, tj + ∆/2]. В

дальнейшем рассматриваем только кусочно-линейную интерполяцию
w(xi, t) =

1

∆
(uk−1(tk − t)+ uk(t− tk−1)), t ∈ [tk−1, tk], с экстраполяцией

продолжением w(xi, t) =
1

∆
(uj−1(tj− t)+uj(t− tj−1)), t ∈ [tj, tj+∆/2].

Рассмотрим неявный метод, являющийся аналогом метода Кранка-
Никольсон

uij+1 − uij
∆

= a2(
ui−1
j − 2uij + ui+1

j

2h2
+

ui−1
j+1 − 2uij+1 + ui+1

j+1

2h2
)+ (2)

+b2(
ui−1
j−K − 2uij−K + ui+1

j−K

2h2
+

ui−1
j+1−K − 2uij+1−K + ui+1

j+1−K

2h2
)+

+f(xi, tj +∆/2, w(xi, tj +∆/2), wtj+∆/2(xi, ·)).
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Метод дополняется соответствующими начальными и краевыми усло-
виями. Из этой системы трехдиагональной структуры можно найти
uij+1.

2. Сходимость метода. Обозначим величину погрешности через
εij = u(xi, tj)− uij.

Определение 1. Будем говорить, что метод сходится с поряд-
ком hp+∆q, если существует такая константа C что выполняется
неравенство: |εij| 6 C(hp+∆q) для всех i = 1, . . . , N−1 и j = 1, . . . ,M.

Сведем метод к общей схеме численного решения функционально-
дифференциальных уравнений. Введем послойный вектор Ũj =
(u1j , u

2
j , · · · , u

N−1
j ), тогда (2) записывается в виде

AŨj+1 = BŨj + CŨj−K +∆F̃j,

или, в силу обратимости оператора A, с помощью явной пошаговой
формулы

Ũj+1 = A−1BŨj + A−1CŨj−K +∆A−1F̃j, (3)

Введем вектор Uj = (Ũj, Ũj−1, · · · , Ũj−K) размерности (N−1)×(K+
1), тогда пошаговая формула может быть записана в виде

Uj+1 = SUj +∆Fj, (4)

где S — матрица соответствующей размерности, а Fj — векторный
функционал, определенный на результате кусочно-линейной интерпо-
ляции предыстории и зависящий от исходного способа управления.
Для схемы (4) можно использовать методы определения порядка схо-
димости [5], состоящие в исследовании порядка локальной погрешно-
сти (невязки), порядка интерполяции и свойств устойчивости.

В работе [4] с помощью спектрального анализа изучены условия
устойчивости (ограниченности соответствующей нормы матрицы S
единицей) и порядка сходимости однородной разностной схемы, со-
ответствующей (4). В отличие от уравнения без запаздывания, эти
условия зависят от соотношения шагов h и ∆. Пусть, например, вы-
полняется

h = ρ∆, (5)

где 0 ̸= ρ – фиксированная константа.
Методами, подобными [5, 6], доказывается утверждение.

Теорема 1. Пусть точное решение u(x, t) пять раз непрерывно
дифференцируемо по совокупности переменных, выполняется условие
(5), тогда метод (2) сходится с порядком ∆+ h.
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Введение. Основной целью работы является вычисление ряда ло-
кальных инвариантов, характеризующих аффинные по управлению
динамические системы ([1]), т.е.

ẋ = f0(x(t)) +
n∑

i=1

ui(t)fi(xi(t)), (1)

где x ∈ R
m, f0, f1, . . . , fn – векторные поля, u1, u2, . . . , un – управляю-

щие параметры. Векторное поле при этом принято f0 называть дриф-
том (или течением) системы (1).

Определение 1. Пусть AU(t) – множество точек, достижи-
мых из исходной точки x(0) системы (1) за время t > 0. Систему
(1) назовем локально управляемой за малое время ([3]), если исходная
точка лежит внутри AU(t) для всех t > 0.
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