
качестве модели прогнозирования доходов логистической транспорт-
ной системы на железнодорожном транспорте. Рассмотрена также за-
дача оптимального управления, которая решалась, используя выше-
указанные три метода. В среднем, при относительно небольших раз-
мерностях сетей рассчеты данными методами показали одинаковые
результаты. Но процессорное время решения задачи методом дина-
мического программирования было меньше, чем время решения зада-
чи другими методами. При увеличении рассматриваемого промежут-
ка времени либо количества стратегий управления применение метода
полного перебора становиться затруднительным.
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1. Применение интегральных многообразий сингулярно воз-
мущенных систем. Рассмотрим систему [1]

dx

dt
= f(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εh(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)),
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ε
dy

dt
= G(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εP (t, x(t), y(t), y(t− ε∆)), (1)

где ε – малый положительный параметр, ∆ – фиксированное положи-
тельное число, x ∈ R

m, y ∈ R
n. Предположим, что для всех t ∈ R,

x ∈ R
m уравнение G(t, x, y, y) = 0 имеет изолированное решение

y = φ(t, x), причем функция φ(t, x) и ее производные по t и x до вто-
рого порядка включительно равномерно непрерывны и ограничены,
функции f(t, x, y, z), h(t, x, y, z), G(t, x, y, z), P (t, x, y, z) и их частные
производные по t, x, y, z до второго порядка включительно равномер-
но непрерывны и ограничены при t ∈ R, x ∈ R

m, |y − φ(t, x)| ≤ ρ,
|z − φ(t, x)| ≤ ρ.

Линеаризируя функцию G(t, x, y, z) в точке y = φ(t, x), z = φ(t, x)
относительно y, z, получим

G(t, x, φ(t, x) + y, φ(t, x) + z) = B1(t, x)y + B2(t, x)z +G1(t, x, y, z),

причем при достаточно малом ρ для |y| ≤ ρ, |z| ≤ ρ выполняется нера-
венство |G1(t, x, y, z)| ≤ K(|y|2 + |z|2), K > 0. Пусть все корни харак-
теристического уравнения det(B1(t, x) + B2(t, x) exp(−λ∆)− λE) = 0
лежат в полуплоскости Reλ ≤ −2α < 0.

Тогда интегральное многообразие системы (1) можно представить в
виде

yt = φ(t, x) + g(t, x, ε) +O(ε2),

где g(t, x, ε) = ε[B1(t, x) + B2(t, x)]
−1[(E + ∆B2(t, x))(∂φ/∂t+

∂φ/∂xf(t, x, φ(t, x), φ(t, x))) − P (t, x, φ(t, x), φ(t, x))] + θ[∂φ/∂t +
∂φ/∂x× ×f(t, x, φ(t, x), φ(t, x))], −ε∆ ≤ θ ≤ 0.

Это представление интегрального многообразия применяется к ис-
следованию условий существования гомоклинических точек отобра-
жения Пуанкаре для системы (1) с периодическими коэффициентами
[2, 3]. Метод усреднения применяется к исследованию периодических
решений консервативной системы с малым запаздыванием [4].

2. Применение метода усреднения к исследованию устойчи-
вости дифференциально-разностных уравнений. Второе при-
ближение в методе усреднения применено к исследованию устойчиво-
сти системы слабосвязанных осцилляторов с запаздыванием. Получе-
но достаточное условие устойчивости (неустойчивости) линейной си-
стемы дифференциально-разностных уравнений [4, 7]. Для исследова-
ния устойчивости нелинейных систем на многообразии применяется
метод нормальных форм [5, 6].
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Рассмотрим систему

ẋ = εF (t)x(t− h). (2)

где ε – малый положительный параметр, x ∈ R
p, F (t) =

n
∑

m=1

(Ame
ibmt+

Āme
−ibmt), bm – положительные действительные различные числа, Am

– матрицы с комплексными элементами. В системе (2) сделаем замену
x(t) = ξ(t) + εF̃ (t)ξ(t), где

F̃ (t) =
n

∑

m=1

(
1

ibm
Ame

ibmt −
1

ibm
Āme

−ibmt).

Тогда получим систему ξ̇ = ε2F (t)F̃ (t− h)ξ + O(ε3). Усредненная си-
стема имеет вид ξ̇ = ε2Bξ, где

B = −

n
∑

m=1

1

bm
sin(bmh)(AmĀm + ĀmAm)

Если все собственные значения матрицы B имеют отрицательные дей-
ствительные части, то система (2) асимптотически устойчива, а если
существует собственное значение матрицы B с положительной веще-
ственной частью, то система (2) неустойчива.

Рассмотрим систему слабосвязанных осцилляторов с запаздывани-
ем

ÿ + L2y + εP (t)y(t− h) = 0, (3)

где ε – малый положительный параметр, y ∈ R
q, L2 = diag{λ2

1
, ..., λ2

q},
λj > 0, λk ̸= λs, k ̸= s, h > 0; P (t) – матрица с элементами

Pjs(t) =
n
∑

m=1

(bjsme
iamt + b̄jsme

−iamt), bjsm ∈ C, am > 0. Пусть матри-

ца P (t) симметрична. Обозначим

ds =

q
∑

k=1

n
∑

m=1

|bskm|
2

(

sin(2λs + am)h

(λk − λs − am)(λk + λs + am)
+

+
sin(2λs − am)h

(λk − λs + am)(λk + λs − am)
).

Теорема 1. Пусть am > 0 для всех m и отсутствует резонанс,
то есть λj − λs + am − ak ̸= 0 при |j − s| + |m − k| > 0, λj + λs −
am ̸= 0, λj − λs + am ̸= 0, λj + λs + am − ak ̸= 0, λj + λs − am −
ak ̸= 0, λj − λs + am + ak ̸= 0 для всех j, s, m, k. Тогда нулевое
решение системы (3) асимптотически устойчиво, если ds > 0 при
s ∈ {1, ..., q} и неустойчиво, если существует k, для которого dk < 0.
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Рассматривается модель ветроэнергетической установки, состоящей
из ветротурбины и электрогенератора. К цепи генератора подключе-
ны внешние потребители электроэнергии. Математическая модель си-
стемы описана в [1]. Экспериментальная идентификация параметров
модели проведена по результатам экспериментов, проведенных в до-
звуковой аэродинамической трубе НИИ механики МГУ с серийной
горизонтально-осевой трехлопастной ВЭУ радиуса 0.6 м, предостав-
ленной тайваньским университетом.
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