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1. Постановка задачи. Задано уравнение семейства систем

Xn+1 = F (Xn, Un, A) = AXn + f(Xn)G+ BUn, (1)

где Xn ∈ R
m; Un ∈ R

m; A – матрица (m ×m), для строк AT
i которой

заданы их оценки

AT
i ∈ Ai = conv

j=1; 2m

{

A
j
i

}

; i = 1;m; (2)

B – матрица (m ×m); GT = (0, 0, . . . , 0, gm) – вектор. Скалярная од-
нозначная функция f(X) задана с точностью до параметра l, f(X) =
l f̃(X), где f̃(X) – известная функция, такая что f̃(0) = 0. Для пара-
метра l задана его оценка l ∈ l =

{

l : l ≤ l ≤ l̄
}

, где l, l̄ – заданные
числа.

Примем, что вектор Xn измеряется полностью, но с ограниченными
помехами, и результат измерений имеет вид

Yn = Xn + Zn, Zn ∈ Z = {Z : ∥Z∥ ≤ ∆} . (3)

Целью управления является минимизация первой разности
∆vn(Xn, Un, A) функции Ляпунова vn = v(Xn). Для центрально

симметрического множества Z из (3) оптимальная оценка
∗

Xn вектора

Xn равна
∗

Xn = Y n. Тогда окончательно получим

min
Un

max
A ∈ A

l ∈ l

v
[

AXn + l f̃(Xn)G+BUn

]

. (4)
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2. Решение задачи синтеза. Рассмотрим случай, когда управле-
ние Un = un – скалярная величина. При этом примем, что в (1) B –
m-мерный вектор BT = (0, 0, . . . , bm). Примем, что матрица A – матри-
ца Фробениуса, для строки AT

m которой задана ее оценка (2). Функцию
Ляпунова v(Xn) примем в виде

v(Xn) = ∥Xn∥ , ∥X∥ =
m
∑

i=1

|xi| . (5)

Представим множество Am в центрированной форме

Am =
o

Am + δAm, δAm = conv
j=1; N

{

∆Aj
m = Aj

m −
o

A

}

, (6)

где
o

Am – центр сферы минимального радиуса r(Am), описанной вокруг
множества Am.

Множество l также представим в центрированной форме

l ∈ l =
o

l+δl; δl =
{

∆l : |∆l| ≤ 0, 5(l − l)
}

,
o

l = 0, 5(l̄ + l). (7)

С учетом (6)–(7) окончательно имеем

min
Un

max
∆Am ∈ δAm

∆l ∈ δl

[

(
o

Am +∆Am)
TYn + qm(

o

l+∆l)f̃(Yn) + bmun

]

. (8)

Утверждение. Эта минимаксная задача имеет аналитическое

решение

un =
∗
un = −b−1

m

[ o

A
T
mYn + qm

o

l f̃(Yn)
]

. (9)

Приняв во внимание (6)–(7), после подстановки (9) в (1), имеем

xm,n+1 = ∆A
T

mXn +∆lqmf̃(Xn) + (
o

Am +∆Am)
TZn + (10)

+gm
o

l [f(Xn)− f(Xn + Zn)]

и получаем нелинейное уравнение семейства замкнутых неавтономных
систем

Xn+1 = ∆AXn +∆lf̃(Xn) +
o

l f̃(Xn)G+ z̃nG, (11)

где ∆A – матрица Фробениуса, для m-той строки которой имеем оцен-
ку ∆AT

m ∈ δAm,

z̃n = (
o

Am +∆Am)
TZn + gm

o

l

[

f̃(Xn)− f̃(Xn + Zn)
]

. (12)
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Для определения оценки сверху возмущения z̃n ограничимся иссле-
дованием системы (1) лишь в области

Xn ∈
o

X =
{

X : ∥X∥ ≤
o
ρ
}

. (13)

Оценку сверху возмущения z̃n по
o

X, оценкам Am, δl, z найдем из
решения задачи

max
Xn ∈

o

X

Zn ∈ Z

Am ∈ Am

∣

∣

∣
(
o

Am +∆Am)
TZn + gm

o

l

[

f̃(Xn)− f̃(Xn + Zn)
] ∣

∣

∣
. (14)

Эволюцию семейства систем (11), (12) запишем в терминах разност-
ных включений [1]

Xn+1 ∈ Xn+1 = H(Xn,An, δl), (15)

H(Xn,Am, δl) = H(Xn)× hm(Xn,Am, δl).

Если справедливо неравенство r(Xn+1) < r(Xn), где r(Xn) – ра-
диус множества Xn, то преобразование H(Xn,Am, δl) осуществляет
сжатое отображение множества Xn в множество Xn+1. Ниже примем,
что указанное неравенство выполняется и семейство систем (11) имеет

ограниченное инвариантное множество
∗

X. Эволюцию семейства неав-
тономных систем (11) запишем в терминах разностных включений

Xn+1 = H(Xn,Am, l) + z̃G. (16)

Приняв, что Xn+1 = Xn =
∗

X, из (16) получим уравнение
∗

X =

H(
∗

X) + Z̃, где Z̃ = z̃G, решение которого определяет инвариантное

множество
∗

X.

Полученные выше результаты очевидным образом обобщаются на
класс систем с векторным управлением и с нелинейной вектор-
функцией F (X).
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