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Исследованию различных классов сильно и слабо выпуклых мно-
жеств посвящены работы [1], [2], [3], [4], в которых сильная и слабая
выпуклость множества определяется через норму банахова простран-
ства. В работе [5] показано, что методы параметрически выпуклого
анализа можно развить и для так называемой несимметричной нормы,
при этом роль шара играет несимметричный квазишар. В настоящей
работе мы отказываемся не только от симметричности, но и от огра-
ниченности квазишара, что позволяет применять развиваемые здесь
методы к надграфикам функций, которые являются неограниченными
множествами. Здесь под квазишаром в нормированном пространстве
E понимается выпуклое замкнутое множество M ⊂ E, для которого
ноль является внутренней точкой и M ̸= E. Функция Минковского
µM(x) = inf

{

t > 0
∣

∣ x ∈ tM
}

такого квазишара представляет собой
несимметричную полунорму и используется в определениях сильно
выпуклых и слабо выпуклых множеств.

Напомним, что суммой и разностью Минковского множеств A ⊂ E

и B ⊂ E называются соответственно множества

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B} , A ∗− B = {x ∈ E | x+B ⊂ A} .
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Пусть M ⊂ E – квазишар. M -расстоянием от точки x ∈ E до множе-
ства A ⊂ E называется величина

ϱM(x,A) = inf
a∈A

µM(x− a).

M -проекцией точки x ∈ E на множество A ⊂ E называется множество

PM(x,A) = A
∩

(x− ϱM(x,A)M).

Множеством единичных проксимальных нормалей к множеству A ⊂
E в точке a ∈ A относительно квазишара M ⊂ E называется

N 1
M(a,A) = {z ∈ E | µM(z) = 1, ∃t > 0 : a ∈ PM(a+ tz, A)}.

Множество C ⊂ E называется сильно выпуклым относительно ква-

зишара M ⊂ E, если C выпукло, замкнуто и

C − c ⊂ M − z ∀c ∈ C ∀z ∈ N 1
M(c, C).

Множество A ⊂ E называется слабо выпуклым относительно квази-

шара M ⊂ E, если

a ∈ PM(a+ z, A) ∀a ∈ A ∀z ∈ N1
M(a,A).

Множество M ⊂ E называется параболичным, если для любого век-
тора b ∈ E множество

(

b+ 1
2M

)

\M ограничено. Множество M ⊂ E

называется параболичным в усиленном смысле, если для любого огра-
ниченного множества B ⊂ E множество

(

B + 1
2M

)

\M ограничено.
Множество M ⊂ E называется ограниченно равномерно выпуклым,

если
δdM(ε) > 0 ∀d > 0 ∀ε > 0,

где δdM(ε) = sup
{

δ ∈
[

0, ε2
]∣

∣ Bδ

(

x+y
2

)

⊂ M ∀x, y ∈ M ∩ Bd(0) :

∥x− y∥ ≥ ε
}

, BR(a) = {x ∈ E | ∥x− a∥ ≤ R}.
Пусть задан квазишар M ⊂ E. Множество A ⊂ E называется M -

замкнутым, если для любой точки x ∈ E\A справедливо неравенство
ϱM(x,A) > 0.

Для множества A ⊂ E и квазишара M ⊂ E рассмотрим условие

sup

{

∥x− a∥

µM(x− a)
: x ∈ E \ A, a ∈ PM(x,A), ∥a∥ ≤ d

}

< +∞ ∀d > 0.

(1)
Легко видеть, что если квазишар M ограничен, то любое множество
A удовлетворяет условию (1). Можно показать, что если множество A

является надграфиком функции, удовлетворяющей условию Липшица
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на любом ограниченном множестве, а квазишар M является надграфи-

ком выпуклой непрерывной функции m такой, что lim
∥x∥→∞

m(x)
∥x∥ = +∞,

то условие (1) также выполнено.
Следующие результаты получены в предположении, что квазишар

M является параболичным и ограниченно равномерно выпуклым, а
пространство E – банахово.

Теорема 1. (О ближайших точках, [6]). Пусть множество C ⊂
E является сильно выпуклым относительно квазишара −rM , a мно-

жество A ⊂ E замкнуто и слабо выпукло относительно квази-

шара RM , где 0 < r < R. Пусть 0 < ϱM(C,A) < R − r. Тогда

min
c∈C, a∈A

µM(c− a) достигается в единственной паре точек.

Теорема 2. (О сумме Минковского сильно выпуклого и слабо вы-
пуклого множеств). Пусть множество C ⊂ E сильно выпукло от-

носительно квазишара rM , rM ∗−C ̸= ∅ и int C ̸= ∅. Пусть мно-

жество A ⊂ E является слабо выпуклым относительно квазишара

RM , M -замкнутым и удовлетворяет условию (1), где 0 < r < R.

Тогда множество A+C является M -замкнутым и слабо выпуклым

относительно квазишара (R− r)M . Если, дополнительно, квазишар

M является параболичным в усиленном смысле, то множество A+C

удовлетворяет условию (1).

Данные результаты были получены совместно с Г.Е. Ивановым.
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 13-01-

00295-а.
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