
Данное уравнение в зависимости от конкретных требований должно
быть дополнено соответствующими граничными и начальными усло-
виями. В работе для нахождения решения уравнения строятся прямые
и обратные интегральные преобразования, которые определяются с по-
мощью канонической системы функций, образованной собственными
и присоединенными функциями прямого L и сопряженного L† опе-
раторов, заданных в должным образом выбранных функциональных
пространствах.
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1. Введение. Доклад посвящен необходимым условиям оптималь-
ности программных управлений, доказательства которых использу-
ют позиционные управления (вариации) спуска по функционалу.
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Эти управления генерируются либо слабо монотонными решениями
(φ(t, x)) неравенства Гамильтона-Якоби — для прямых вариационных
условий оптимальности, — либо комбинацией бипозиционных функций
(S(t, x, ψ) с зависимостью от сопряженных переменных) с копозицион-
ными (θ(t, ψ)) — для двойственных вариационных условий, связанных
с некоторой задачей сравнения с оптимизируемыми траекториями со-
пряженной системы (см. [1, 2]).

Рассматривается следующая нелинейная задача оптимального
управления (P ):

ẋ = f(t, x, u), x(t0) = x0, (1)

u(t) ∈ U, t ∈ T = [t0, t1], (2)

J [σ] = ℓ(x(t1)) → min,

а также её подклассы — линейные по состоянию (например, били-
нейные) и квадратичные. В задаче (P ) предполагается, что функции
f, ℓ удовлетворяют обычным условиям из теории гладкого принци-
па максимума (ПМ) и, кроме того, множество U ⊂ Rm компактно,
а f обеспечивает глобальное существование решений системы (1) с
управлениями u ∈ U := L∞(T, U) и их относительную компактность
в C(T,Rn); σ := (x, u) ∈ AC(T,Rn) × U — обозначение процессов
системы (1), (2).

2. Вариационный принцип минимума. Сначала рассматривает-
ся общее вариационное условие минимума с нелинейными решениями
неравенства Гамильтона-Якоби (в краткой записи min

U
φ̇ ≤ 0). Из него

в качестве следствия с линейными решениями φ = ψ(t) · x выводит-
ся вариационное условие минимума в понтрягинской форме, которое
анонсируется ниже.

Пусть σ = (x, u) — исследуемый процесс, R1 — множество достижи-
мости в момент t1 овыпукленной системы (1), (2) и L(x) : Rn → R —
любая гладкая мажоранта функции ℓ(x) в точке x(t1) [1, 2], т.е. функ-
ция со свойством

(∃ x∗ ∈ R1 : L(x
∗) < L(x(t1))) =⇒ ℓ(x∗) < ℓ(x(t1)).

Обозначим через ψ(·) решение сопряженной системы

ψ̇ = −Hx(t, x, ψ, u), ψ(t1) = Lx(x(t1)), (3)

соответствующее процессу σ и выбранной мажоранте (H = ψ ·

f(t, x, u)), и определим многозначное отображение с замкнутым гра-
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фиком

Uψ(t, x) = Argmin
u∈U

H(t, x, ψ(t), u), (t, x) ∈ T ×Rn. (4)

Заметим, что условие трансверсальности в (3) соответствует миниму-
му функции H по u ∈ U в ПМ для задачи сравнения с функционалом
L(x(t1)).

Пусть Vψ — множество селекторов отображения (4) — однозначно
определенных на T×Rn функций (в данном случае это и будут позици-
онные управления потенциального спуска по функционалу в точке σ).
Для любого v ∈ Vψ обозначим через X (v) объединение двух множеств
решений разрывной системы

ẋ = f(t, x, v(t, x)), x(t0) = x0 :

а) конструктивных движений Красовского–Субботина [3] — равномер-
ных пределов ломаных Эйлера (множество XK(v)); б) обычных реше-
ний Каратеодори, если u(t) = v(t, x(t)) ∈ U (множество X 0(v)). Заме-
тим, что для оптимального процесса σ при любом выборе мажоранты
L существует селектор v ∈ Vψ, такой, что x ∈ X 0(v).

Теорема 1. Если процесс σ = (x, u) оптимален, то при любом

выборе мажоранты L x(·) является решением задачи

L(x(t1)) → min, x(·) ∈ Xψ :=
∪
v∈Vψ

X (v).

Если отвлечься от использования мажорант, то можно заметить,
что этот вариационный принцип минимума осуществляет расщепле-
ние двухточечной задачи ПМ в сочетании с переходом к глобальным
позиционным вариациям управления (вместо локальных по времени
игольчатых вариаций). Учитывая принятое соглашение об условии
трансверсальности, можно говорить о вариационном и классическом
принципах минимума, причем последний следует из вариационного.

3. Заключение. Для линейных и квадратичных по состоянию задач
оптимального управления получены не только вариационные условия
оптимальности с позиционными управлениями, но и пары нестандарт-
но двойственных эквивалентных задач. Все условия оптимальности
конструктивны и естественным образом комбинируются, образуя ите-
рационную процедуру решения рассматриваемых задач.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 11–
01–00672-а, и федеральной целевой программы «Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России», соглашение № 8211 от
06.08.2012.
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Введение. Рассматриваются две задачи оптимального управления с
вырожденным функционалом достаточно общего вида и линейной си-
стемой с последействием, в первой задаче последействие постоянное,
во второй задаче — линейное. Отсутствие управления в функциона-
ле приводит к тому, что оптимальное управление содержит импульс-
ную составляющую. Получены достаточные условия существования
импульсного оптимального управления и получены уравнения, опи-
сывающие коэффициенты в оптимальном управлении для этих задач.
Установлены достаточные условия, дающие возможность проинтегри-
ровать уравнения и найти в явном виде коэффициенты для оптималь-
ного управления.

1. Постановка вырожденной задачи оптимальной стабилиза-
ции для систем с запаздыванием. Требуется построить управля-
ющее воздействие v, обеспечивающее асимптотическую устойчивость
нулевого решения системы

ẋ(t) = Ax(t) + Aτx(t− τ) +

0∫

−τ

G(θ)x(t+ θ)dθ +Bv̇(t) (1)
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