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Введение. Рассматриваются две задачи оптимального управления с
вырожденным функционалом достаточно общего вида и линейной си-
стемой с последействием, в первой задаче последействие постоянное,
во второй задаче — линейное. Отсутствие управления в функциона-
ле приводит к тому, что оптимальное управление содержит импульс-
ную составляющую. Получены достаточные условия существования
импульсного оптимального управления и получены уравнения, опи-
сывающие коэффициенты в оптимальном управлении для этих задач.
Установлены достаточные условия, дающие возможность проинтегри-
ровать уравнения и найти в явном виде коэффициенты для оптималь-
ного управления.

1. Постановка вырожденной задачи оптимальной стабилиза-
ции для систем с запаздыванием. Требуется построить управля-
ющее воздействие v, обеспечивающее асимптотическую устойчивость
нулевого решения системы

ẋ(t) = Ax(t) + Aτx(t− τ) +

0
∫

−τ

G(θ)x(t+ θ)dθ +Bv̇(t) (1)
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с начальным условием

x(t) = φ(t), t0 − τ ≤ t ≤ t0,

и минимизирующее функционал

J [v(·)] =

∞
∫

t0

[

xT (t)Φ0x(t) + xT (t)

0
∫

−τ

Φ1(θ)x(t+ θ)dθ+ (2)

+

0
∫

−τ

xT (t+ θ)ΦT
1
(θ)dθ x(t) +

0
∫

−τ

xT (t+ s)Φ2(s)x(t+ s)ds+

+

0
∫

−τ

0
∫

−τ

xT (t+ θ)Φ3(θ, ρ)x(t+ ρ)dθdρ+ xT (t− τ)Φ4x(t− τ)
]

dt,

где Φ0, Φ1, Φ2, Φ3, Φ4 — симметричные (кроме Φ1 и Φ3) непрерывные
по совокупности переменных матрицы-функции размерности n × n,

x(t), φ(t) — вектор-функции размерности n, v(t) — вектор-функция
размерности m, A, Aτ — постоянные матрицы размерности n×n, G(θ)
— матрица-функция размерности n× n с кусочно непрерывными эле-
ментами, B — постоянная матрица размерности n×m.

2. Постановка вырожденной линейно-квадратичной задачи
для систем с линейным запаздыванием. Рассмотрим линейную
управляемую систему с линейным запаздыванием

ẋ(t) = A(t)x(t) + Aµ(t)x(µt) +

1
∫

µ

G(t, s)x(st) ds+Bv̇(t) (3)

и с начальным условием

x(t) = φ(t), t ∈ [µt0, t0]. (4)

Здесь A(t), Aµ(t), B — матрицы соответственно размерностей n ×

n, n × n, n × m, причем компоненты двух первых матриц - непре-
рывные функции, x ∈ Rn, φ ∈ Rn, v ∈ Rm, 0 < µ < 1, t0 > 0. Для
определенности будем полагать, что v(t0) = 0. Рассмотрим задачу ми-
нимизации функционала

J [v(·)] = xT (T )Sx(T ) +

tf
∫

t0

[

xT (t)Φ0(t)x(t) + xT (t)

1
∫

µ

Φ1(t, θ)x(θt)dθ+
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+

1
∫

µ

xT (θt)ΦT
1
(t, θ)dθ x(t) +

1
∫

µ

xT (st)Φ2(t, s)x(st)ds+

+

1
∫

µ

1
∫

µ

xT (θt)Φ3(t, θ, ρ)x(ρt)dθdρ+ xT (µt)Φ4(t)x(µt)
]

dt, (5)

вдоль траекторий системы (3). В (5) S, Φ0(t), Φ2(t, s), Φ4(t) — симмет-
ричные матрицы, Φ0(t), Φ1(t, θ), Φ2(t, s), Φ3(t, θ, ρ), Φ4(t) — непрерыв-
ные матрицы-функции своих аргументов, размерность этих матриц —
n× n.

3. Полученные результаты. Данные задачи являются вырожден-
ными [1] и в классе абсолютно непрерывных функций решения не име-
ет. Для построения оптимального решения осуществим расширение
задач путем введения импульсных управлений. Далее будем полагать,
что v(t), а следовательно, и x(t) — функции ограниченной вариации,
производные которых понимаются в обобщенном смысле [2]. Началь-
ную функцию φ(t) также будем считать функцией ограниченной ва-
риации.

Для этих задач получены достаточные условия, обеспечивающие су-
ществование решений этих задач, исследована структура оптималь-
ных управлений, получены уравнения, описывающие коэффициенты
перед фазовыми переменными, которые определяют вид оптимальных
управлений. Другие постановки линейно-квадратичных задач для си-
стем с запаздыванием рассматривались в [3, 4].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 13-
01-00304.
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