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Пусть X — банахово пространство, A — действующий в нем линей-
ный оператор. Для линейного уравнения

x = Ax+ b (1)

рассматривается метод последовательных приближений

xn+1 = Axn + b (n = 0, 1, . . .),

где x0 — известное начальное приближение.
Известно [1], что в случае конечномерности пространства X и рав-

номерно распределенной в некотором шаре начальной ошибки ε0 =
x∗ − x0, где x∗ — решение уравнения (1), распределение ошибок
εn = x∗ − xn (n = 1, 2, . . .) при больших n оказывается неравно-
мерным; более точно, при больших n «доля» максимально возможных
ошибок стремится к 100%. В работе [2] поведение ошибок εn было ис-
следовано с иной точки зрения. Там для произвольного банахова про-
странства было показано, что при увеличении n ошибки, вообще го-
воря, стремятся «лечь» в некоторое маломерное подпространство, по-
рожденное «частью» оператора A, соответствующей периферическо-
му спектру (т. е. части спектра, лежащей на спектральной окружности
|λ| = ρ(A), где ρ(A) — спектральный радиус оператора A). Оказыва-
ется, что соответствующие построения позволяют увидеть и тот факт,
что величина этих ошибок при возрастании n становится наибольшей
из возможных. В настоящем докладе предполагается обсуждение со-
ответствующих результатов для произвольного банахова пространства
в случае, когда на распределение начальной ошибки ε0 не накладыва-
ется никаких ограничений, и, в частности, установление того факта,
что асимптотика длин ошибок является максимально возможной для
почти всех начальных ошибок.

Пусть периферический спектр оператора A является изолирован-
ной частью спектра этого оператора. В этом случае пространство X
разлагается в прямую сумму подпространств X0 и X0. Подпростран-
ство X0 является областью значений коммутирующего с A оператора
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проектирования P0 =
1

2πi

∫

∂Ω

(λI−A)−1 dλ, где ∂Ω — граница кольцеоб-

разной области, охватывающая периферический спектр. Из определе-
ния следует, что в случае принадлежности начальной ошибки подпро-
странству X0 убывание последовательности (Anε0)n∈N является «са-
мым плохим». Подпространство X0 является ядром оператора P0, т. е.
областью значений дополнительного к P0 проектора P 0 = I−P0. Каж-
дое из подпространств X0 и X0 инвариантно относительно оператора
A. Обозначим через A0 и A0 сужения оператора A на подпространства
X0 и X0 соответственно.

Спектр оператора A0 совпадает с частью спектра A, лежащей на

окружности {λ : |λ| = ρ(A0) = ρ(A)}. Число κ(A) =
ρ(A0)

ρ(A0)
приня-

то называть спектральным зазором; это число показавает, насколько
абсолютная величина точек непериферического спектра оператора A
меньше его спектрального радиуса. В частности, спектр оператора A0

содержится в круге {λ : |λ| ≤ κ(A)ρ(A)}.
Предположим, что на пространстве X задана некоторая вероятност-

ная мера µ, которая обращается в нуль на его собственных подпро-
странствах. Обозначим для 0 < N < ∞ через S(N) коническое мно-
жество векторов x ∈ X, для которых ∥P 0x∥ ≤ N∥P0x∥. Имеет место
следующая

Теорема 1. Пусть периферический спектр оператора A изоли-
рован. Тогда для любого N, 0 < N < ∞, и любого η, 0 < η < 1,
существует такое n(η,N), что при n > n(η,N) и ε0 ∈ S(N) \ X0

справедливо включение

Anε0 ∈ L((1− η)∥AnP0ε0∥, (1 + η)∥AnP0ε0∥),

где через L(r−, r+) обозначен шаровой слой {x ∈ X : r− ≤ ∥x∥ ≤ r+}.
В частности, почти наверное (для ε0 /∈ X0) справедливо равенство

lim
n→∞

∥Anε0∥

∥AnP0ε0∥
= 1, (2)

и вероятность (мера µ) того, что относительная разница величин
ошибок Anε0 и AnP0ε0 не превышает η, стремится к 1.

Соотношение (2) означает, что для достаточно больших номеров n
основная часть ошибки Anε0 (при ε0 ∈ S(N) \X0) определяется про-
екцией P0A

nε0 = AnP0ε0 этой ошибки на подпространство X0. Ины-
ми словами, асимптотическое поведение последовательностей Anε0 и
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AnP0ε0 одинаково. Естественно попытаться найти эту асимптотику в
явном виде.

Ограничимся здесь случаем, когда подпространство X0 конечномер-
но. При этом предположении существует базис, в котором оператор A0

задается матрицей, имеющей жорданову нормальную форму. Пусть
νσ — размеры жордановых клеток в представлении A0; ν = max

σ
νσ;

λσ = ρ(A)eiθσ (θσ = arg λσ) — собственные значения оператора A0, eσ
(∥eσ∥ = 1) — отвечающие им собственные векторы оператора A0; e

∗
σ

(∥e∗σ∥ = 1) — собственные векторы сопряженного к A0 оператора A∗
0

(σ = 1, 2, . . . , s); ∆ = {σ ∈ {1, 2, . . . , s} : νσ = ν}.
Введем в рассмотрение оператор

Tnx =
nν−1ρ(A)n−ν+1

(ν − 1)!

∑

σ∈∆

ei(n−ν+1)θσ(e∗σ, x)eσ. (3)

Теорема 2. Пусть периферический спектр оператора A изоли-
рован и пространство X0 конечномерно. Если

∑

σ∈∆

(e∗σ, ε0)eσ ̸= 0, то

справедливо соотношение

AnP0ε0 ∼ Tnε0, n → ∞,

где оператор Tn задается равенством (3), причем значения Tnε0 со-
держатся в шаровом слое L(mΛn, MΛn), где 0 < m ≤ M < ∞ и

Λn =
nν−1ρ(A)n−ν+1

(ν − 1)!

∑

σ∈∆

|(e∗σ, ε0)|.

В случае, когда ν = 1, т. е. периферический спектр оператора A0

является простым, значения AnP0ε0 содержатся в шаровом слое

L

(

m

M
ρ(A)n∥ε0∥,

M

m
ρ(A)n∥ε0∥

)

.
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