
Систему (1), (2) будем называть регуляризируемой с помощью об-
ратной линейной связи по выходу (2), если найдется r ×m – матрица
Q такая, что замыкание системы (1), (2) управлением u(t) = Qy(t)
приводит к регулярной системе

(D(p)−BQC)x(t) = 0,

т.е. у которой характеристическая функция δ(λ) = det(D(λ)− BQC)
является ненулевой.

На основании [1, 2] доказывается следующая

Теорема 1. В случае d(λ) ≡ 0 система (1), (2) с одним входом
(r = 1) либо с одним выходом (m = 1) регуляризируема линейной
обратной связью по выходу (2) тогда и только тогда, когда найдется
такое λ0, что CF (λ0)B ̸= 0, где F (λ) – присоединенная (союзная)
матрица [3] к матрице D(λ).
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В работе А.М. Ляпунова [1] наряду с основополагающими концеп-
циями теории устойчивости движения предложен метод исследова-
ния задач неустойчивости с использованием вспомогательных функ-
ций (функций Ляпунова). Сформулированы две теоремы о неустойчи-
вости, которые нашли практическое применение в решении ряда за-
дач моделей естествознания. Эти теоремы неоднократно обобщались
учеными-исследователями прямого метода и получили свое дальней-
шее развитие в работах Н.Г. Четаева, Н.Н. Красовского, В.И. Зубова,
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В.М. Матросова, А.А. Андреева, А.А. Косова, С.В. Павликова, а также
в работах авторов [2], [3]. Достаточно подробный анализ достижений
этого направления исследований изложен в [4, 5].

В данной работе предлагается два варианта развития теорем Н.Н.
Красовского [4] и А.С. Андреева [6] о неустойчивости и их обобщение
на случай неавтономных систем, когда множество нулей производной
функции Ляпунова может содержать положительные полутраектории.

Пусть R
n – евклидово пространство точек x = (x1, x2, ..., xn), ||x|| –

норма в этом пространстве, D – открытое подмножество R
n, содержа-

щее начало координат, R+ – множество неотрицательных чисел пря-
мой R, Br – шар с центром в начале координат пространства R

n и
радиусом r > 0, а d : Rn × R

→
R

+ – функция расстояния. Рассмот-
рим систему, определяемую обыкновенным неавтономным векторным
дифференциальным уравнением

ẋ = f(x, t) x ∈ D ⊂ R
n, t ≥ 0, (1)

где f : D × R
+ → R

n непрерывная, локально липшицева по x функ-
ция, причем f(0, t) = 0 ∀t ≥ 0. Пусть x(x0, t0, t) – решение системы (1)
с начальным условием x(x0, t0, t0) = x0 , определённое на некотором
интервале времени t при t ≥ t0. Пусть F = {fτ : τ ∈ R

+}, fτ(y, t) =
f(y, t+ τ), означает пространство сдвигов функции f , наделенное то-
пологией равномерной сходимости на компактах из D×R

+ и F̄ замы-
кание F в такой топологии. Для каждой функции g ∈ F̄ уравнение

ẏ = g(y, t) (2)

называется предельным уравнением для (1).
Если V – класс функций V : D×R

+ → R, ограниченных на каждом
множестве K×R

+, где K – компактное подмножество D и равномерно
непрерывных по x ∈ K на K ×R

+, то аналогично определяется класс
V̄ предельных функций для V. Пусть имеем пару функций (f, V ) ∈
F̄× V̄ такую, что f(x, t+ tk) → g(x, t) и V (x, t+ tk) → v(x, t) при tk →
+∞. В этом случае следуя [6, 7], пара (g, v) называется предельной
парой для пары (f, V ), соответствующей последовательности (tk).

Решение x = 0 системы (1) называется неустойчивым, если можно
указать ε > 0 и t0 ∈ R

+ такие, что для всех достаточно малых δ > 0
существует состояние x0 ∈ Bδ и момент времени t∗ > t0, для которых
||x(x0, t0, t

∗)|| ≥ ε. Пусть K означает множество непрерывных строго
возрастающих функций Хана a : R+ → R

+, a(0) = 0.

Теорема 1. Пусть существуют окрестность U начала коорди-
нат, непрерывно дифференцируемая функция V ∈ V и функция a ∈ K
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такие, что выполняются следующие условия:

1. |V (x, t)| ≤ a(||x||) ∀(x, t) ∈ U × R
+;

2. ∀α > 0 ∃p ∈ Bα, p ̸= 0 и ∃τ ≥ 0 ∈ R
+ такие, что V (p, t0) > 0;

3. V̇ (x, t) ≥ 0 ∀(x, t) ∈ U × R
+;

4. если существует предельная пара (g, v) ∈ F̄ × V̄ и решение
y(p, t0, t), p ̸= 0, системы (2), для которых v(p, t0, t), t) =
v(p, t0) ∀t ≥ t0, то при t → +∞ имеет место одно из следу-
ющих двух условий: y(p, to, t) → 0 или y(p, to, t) → FrU .

Тогда точка покоя x = 0 системы (1) неустойчива.

Теорема 2. Пусть для системы (1) существуют окрестность
U точки x = 0, непрерывно дифференцируемая функция V ∈ V и
функция c ∈ K такие, что выполняются следующие условия:

1. V (0, t) = 0 ∀t ≥ 0 и функция V (x, t) ограничена на множестве
U × R

+;

2. ∀α > 0 ∃p ∈ Bα, p ̸= 0 и ∃t0 ∈ R
+ такие, что V (p, t0) > 0;

3. решение x = 0 равномерно асимптотически устойчиво отно-
сительно множества Y0 = {x ∈ U : V (x, t) = 0 ∀t ≥ 0};

4. V̇ (x, t) ≥ c(d(Y0, x)) ∀(x, t) ∈ U × R
+.

Тогда точка покоя x = 0 системы (1) неустойчива.
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