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Введение. В работе представлены некоторые аспекты построения
синтеза оптимального быстродействия с линейным фазовым ограниче-
нием для уравнения второго порядка. Отмечены варианты построения
управления в зависимости от значений параметров задачи.

1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение

ẍ+ 2δẋ+ ω2x = u, (1)

где δ > 0, ω > 0, на управляющий параметр u наложено ограничение
|u| 6 1 и в фазовом пространстве переменных ẋ, x определено линей-
ное фазовое ограничение

X = {(x; ẋ)|ẋ 6 ax+ b}. (2)

Считаем, что начало координат принадлежит фазовому ограничению.
Для уравнения (1) рассматривается задача оптимального быстродей-
ствия с фазовым ограничением (2) из произвольной начальной точки,
принадлежащей фазовому ограничению, в начало координат.

2. Преобразование задачи. С помощью замены x = x1, ẋ = x2
уравнение (1) приводится к нормальной системе дифференциальных
уравнений, для которой условие общности положения является выпол-
ненным [1].

Решение поставленной задачи существенно зависит от значений па-
раметров δ, ω. Рассмотрены случаи

δ2 − ω2 < 0, (3)
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δ2 − ω2
> 0. (4)

Для проведения исследования поведения решений уравнения (1) со-
ответствующую ему нормальную систему приводим к каноническому
виду. Фазовое ограничение при этом меняет расположение границы от-
носительно осей координат канонической системы. Далее будем гово-
рить о задаче оптимального быстродействия для нормальной системы,
сохранив обозначения коэффициентов для границы фазового ограни-
чения.

3. Построение множеств начальных состояний в фазовом
пространстве. Фазовое пространство переменных (x1; x2) при фик-
сированных значениях параметров δ, ω разбивается на две или три об-
ласти начальных состояний в зависимости от параметров задачи. При
любых значениях параметров a, b выделяются множество начальных
состояний, для которых переход в начало координат не может быть
проведен, и множество начальных состояний, для которых фазовое
ограничение не оказывает влияния на решение задачи.

В случае (3) условием выделения множества начальных состояний,
для которых переход в начало координат происходит с выходом тра-
ектории на границу фазового оганичения является выполнение нера-

венства |γy1 − δay1 + γa2y1 − δb + γab| ≤
1

γ
, где через y1 обозначена

первая координата точки пересечения оптимальной траектории для
задачи без фазового ограничения с границей множества (2).

В случае (4) условием выделения множества начальных состояний,
для которых переход в начало координат происходит с выходом тра-
ектории на границу фазового оганичения является выполнение нера-

венства |
λ2(λ1 − λ2)

a+ 1
b − a(a + 1)y1| ≤ 1, где через λ1, λ2 обозначены

собственные значения матрицы соответствующей нормальной систе-
мы, а через y1 обозначена первая координата точки пересечения опти-
мальной траектории для задачи без фазового ограничения с границей
множества (2).

4. Построение допустимого управления и соответствующей
ему траектории. Для каждого из начальных состояний, для кото-
рых решение задачи существует, предложено допустимое управление
как функция времени. Построена траектория, соответствующая пред-
ложенному управлению. Определены параметры траектории.

5. Доказательство оптимальности. Доказательство оптимально-
сти предложенного процесса проведено при помощи достаточных усло-
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вий оптимальности [2]. Если в канонической системе координат грани-
ца фазового ограничения параллельна оси абсцисс, то для доказатель-
ства оптимальности любого допустимого управления и соответствую-
щей таектории, строится абсолютно непрерывная соряженная функ-
ция. В противном случае при условии выхода траектории на границу
сопряженная функция имеет скачек.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства обра-
зования Республики Беларусь в рамках Государственной программы
научных исследований Республики Беларусь на 2011-2015 гг. (шифр
задания "Конвергенция 1.3.02").
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1. Постановка задачи. Рассматривается управляемая сингулярно
возмущенная система с запаздыванием h > 0 (по состоянию):

dx(t)/dt = A11(t)x(t) + A12(t)y(t) +G1(t)x(t− h) + B1(t, µ)u(t), (1)

µdy(t)/dt = A21(t)x(t) + A22(t)y(t) +G2(t)x(t− h) +B2(t, µ)u(t),

где t ∈ T = [t0, t1]; x ∈ Rn, y ∈ Rm; u ∈ Rr — управление. Начальное
состояние системы (1) x(t) = ψ(t), t0 − h ≤ t < t0, x(t0) = x0, y(t0) =
y0 точно неизвестно и заданы лишь ограничения x0 ∈ X0, y0 ∈ Y0,
где X0, Y0 — выпуклые компакты в соответствующих пространствах,
ψ(t) ∈ Ψ(t), t0 − h ≤ t < t0, Ψ(t) — заданное многозначное отобра-
жение со значениями в виде выпуклых компактов, непрерывное по t в
метрике Хаусдорфа. Управление u(t), t ∈ T — измеримые по Лебегу
функции, удовлетворяющие условию u(·) ∈ P , P — слабо компактное
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