
лярные числа позволяют оценивать практический ранг матрицы Y .
Второе слагаемое соответствует малосущественному на уровне шумов
сигнальному подпространству. Выделяемое подпространство первого
слагаемого определяет аппроксимирующую модель системы. Его вы-
бор следует делать так, чтобы получаемое решение было устойчи-
вым, т.е. согласованным с погрешностью исходных данных. Полагаем
Y1 = Qs = Γs. Тогда из Γs, представленного в (5), можно получить
переопределенную систему линейных уравнений для нахождения A

Γ1:s−1A ≈ Γ2:s, (8)

где Γ1:s−1 получается из Γs исключением блока CAs−1, а Γ2:s – исклю-
чением блока C.

Устойчивость получаемых решений определяется обусловленностью
матрицы Γ1:s−1. В работе обсуждаются различные способы согласован-
ного с погрешностью выбора s.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВА
ГАМИЛЬТОНА-ЯКОБИ И ОЦЕНКИ МНОЖЕСТВ
ДОСТИЖИМОСТИ УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ

М.И.Гусев

Институт математики и механики УрО РАН,

ул. С.Ковалевской 16, 620990 Екатеринбург, Россия
gmi@imm.uran.ru

Введение. Доклад посвящен задаче о построения внешних оценок
множества достижимости нелинейной управляемой системы в виде
множеств уровня гладких функций, В рассматриваемой системе вы-
деляется линейные подсистемы, для которых соответствующие функ-
ции считаются известными. В качестве таковых можно, например, вы-
бирать квадратичные функции, применяя технику эллипсоидальных
аппроксимаций множеств достижимости [1]. Оценки для траекторий
нелинейной системы строятся при помощи модификации оценок для
линейной подсистем. В основе предлагаемых конструкций лежат диф-
ференциальные неравенства и принцип сравнения [2, 3]. Рассматри-
вается также вопрос о приближенном построении множеств достижи-
мости при наличии фазовых ограничений. Предлагается аналог мето-
да внутренних штрафных функций, позволяющий приблизить данное
множество множествами достижимости без учета фазовых ограниче-
ний.
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1. Внешние оценки множеств достижимости и принцип срав-
нения Рассмотрим управляемую систему

ẋ = A(t)x+B(t)u+ f(t, x), t ≥ t0, (1)

где x ∈ R
n, u = u(t) ∈ P, P ⊂ Rr, x(t0) = x0 ∈ X0. Множества X0, P

– компакты. Обозначим через G(θ) множество достижимости системы
(1) в момент времени θ. Пусть G0(θ) – множество достижимости линей-
ной системы ẋ = A(t)x+B(t)u при тех же ограничениях на управление
и начальные состояния. Предположим, что G0(θ) ⊂ {x : V (θ, x)} ≤ 0,
где V (t, x) – гладкая функция, удовлетворяющая дифференциальному
неравенству

Vt(t, x) + max
u∈P

V
′

x(t, x)(A(t)x+ B(t)u) ≤ 0, (2)

где штрих означает транспонирование вектора. В качестве функ-
ций V (t, x) можно выбирать, например, квадратичные или линей-
ные функции. Для производной V̇ в силу системы (1) имеет ме-
сто неравенство V̇ ≤ V

′

x(t, x)f(t, x). В предположении об огра-
ниченности множеств уровня функции V определим g(t, µ) =
max{x:V (t,x)=µ}{V

′

x(t, x)f(t, x)} и рассмотрим решение уравнения (си-

стемы сравнения) U̇ = g(t, U) c с начальным состоянием U(t0) = U 0 ≥
maxx0∈X0 V (t0, x

0). Применение принципа сравнения к функциям V и
U позволяет получить включение вида G(θ) ⊂ {x : V (θ, x)} ≤ U(θ)
для множеств достижимости. При наличии нескольких оценочных
функций V i, i = 1, ..., k в качестве внешней оценки можно взять пе-
ресечение множеств уровня. Оценки можно улучшить, если в каче-
стве системы сравнения брать систему дифференциальных уравне-
ний для вектор-функции U , положив g = (g1, ..., gk), gi(t, µ1, ..., µk) =
max{x:V i(t,x)=µi,V j(t,x)≤µi,j ̸=i}{V

i′

x (t, x)f(t, x)} [4].
Другой способ построения внешних оценок может быть применен

для многомерных систем, состоящих из подсистем простой структу-
ры (например, линейных), связанных между собой нелинейными пе-
рекрестными связями, задаваемых ограниченными функциями. Для
каждой из подсистем считается известной внешняя оценка области до-
стижимости, представимая в виде множества уровня некоторой глад-
кой функции удовлетворяющей дифференциальному неравенству. На
основе оценок для подсистем строится оценка для области достижи-
мости объединенной системы [5]. Метод получения оценок основан на
конструкциях, аналогичных соответствующим построениям для век-
торных функций Ляпунова в теории устойчивости.
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2. Множества достижимости при наличии фазовых ограни-
чений Пусть дополнительно управляемая система стеснена фазовы-
ми ограничениями, заданными в виде неравенств. Предлагается ана-
лог метода штрафных функций, состоящий в замене исходной системы
с фазовыми ограничениями вспомогательной системой без ограниче-
ний. Далее показано, что множество достижимости исходной системы
может быть приближено изнутри множествами достижимости вспомо-
гательных систем в хаусдорфовой метрике.

Будем рассматривать нелинейную управляемую систему

ẋ = f(t, x, u), t0 ≤ t ≤ t1, (3)

при прежних ограничениях на управление и начальное состояние. Бу-
дем считать отображение (t, x, u) → f(t, x, u) удовлетворяющим ло-
кальным условиям Липшица по (t, x) и непрерывным по u. Пусть
фазовые ограничения для системы (1) заданы в виде g(t, x(t)) ≤ 0,
t ∈ [t0, t1], где g(t, x) – функция класса C1, пусть G(θ) - множество
достижимости в момент времени θ ∈ [t0, t1], состоящее из точек в
которые можно перевести точки X0 с соблюдением фазовых ограни-
чений. Пусть k > 0. Определим множество

Uk(t, x) = {u ∈ U : gt(t, x) + g
′

x(t, x)f(t, x, u) ≤ −kg(t, x), }

где gt, gx - градиенты функции g по t и x.
Будем далее предполагать выполненными следующие условия
A. Правая часть системы (1) удовлетворяет условиям подлинейного

роста по x:

∥f(t, x, u)∥ ≤ C(1 + ∥x∥), x ∈ R
n, u ∈ U, t ∈ [t0, t1].

B. Для всех точек (t, x), в которых g(t, x) = 0, имеет место неравен-
ство

gt(t, x) + min
u∈U

g⊤x (t, x)f(t, x, u) < 0. (4)

Последнее условие обеспечивает слабую инвариантность фазовых
ограничений относительно системы (1). При этом для любого началь-
ного состояния существует траектория системы (1), удовлетворяющая
фазовым ограничениям, и значит G(θ) ̸= ∅. Справедливо следующее
утверждение [6]

Теорема 1. Пусть f(t, x, u) локально липшицева по (t, x) и

непрерывна по u, выполнены предположения A, B и g(t0, x
0) < 0 для
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любых x0 ∈ X0. Тогда при достаточно больших k > 0 Gk(θ) ̸= ∅,
Gk(θ) ⊂ G(θ) и

h(Gk(θ), G(θ)) → 0, k → ∞,

где h— хаусдорфово расстояние между множествами.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 12-01-00261 и инте-
грационного проекта УрО и СО РАН 12-C-1-1017.
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