
Показано применение этих результатов в решении задач о стаби-
лизации движений управляемых механических систем, в том числе,
робототехнических.
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Введение. Метод функций Ляпунова [1] находит все более широкие
приложения к анализу разнообразных свойств как непрерывных, так
и дискретных динамических систем самой различной природы. Значе-
ние этого метода не исчерпывается возможностью установления факта
устойчивости или неустойчивости исследуемой системы. Удачно по-
строенная функция Ляпунова для нелинейной динамической системы
позволяет решать такие прикладные задачи, как оценка регулируемой
величины, оценка длительности переходного процесса, построение оце-
нок областей притяжения [2] и т.д. Поэтому важное место в методе
функций Ляпунова занимает проблема построения подходящей функ-
ции Ляпунова.

При изучении поведения нелинейных динамических систем, допус-
кающих линеаризацию вблизи равновесных состояний функцию Ляпу-
нова часто ищут в классе положительно определенных квадратичных
форм, исходя из того условия, что построенная квадратичная форма
является функцией Ляпунова для соответствующей линеаризованной
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системы [3]. А так как одной из основных является проблема расши-
рения областей приложения метода функций Ляпунова, возникающая
при решении конкретных задач, могут решаться вопросы построения
квадратичной функции Ляпунова с некоторыми свойствами, опреде-
ляемыми особенностями исходной задачи. Например, строится квадра-
тичная функция Ляпунова, матрица которой имеет заданный спектр
[4] или отношение ее наибольшего и наименьшего собственных чисел
минимально [5], [6].

При решении прикладных динамических задач, когда интерес пред-
ставляют не только качественные, но и количественные характери-
стики системы, возникает необходимость использования ограничений
на свойства функции Ляпунова, позволяющих получать необходи-
мые оценки с достаточной точностью [7]. В частности при численно-
аналитическом оценивании асимптотически устойчивых множеств [2],
[7] с помощью определения знака первой производной (первой разно-
сти) квадратичной функции Ляпунова V (x) на заданной поверхности
уровня V (x) = V0 существенным является такой выбор ее парамет-
ров, при котором выполнение неравенства V̇ (x) < 0 (∆V (x) < 0) для
линейной системы обеспечивается с заданным [8] (в том числе макси-
мальным [9], [10]) запасом.

1. О возможном запасе знакоотрицательности первой произ-
водной (первой разности) квадратичной функции Ляпунова.
Для системы дифференциальных уравнений вида

ẋi =
n∑

j=0

aijxj (i = 1, 2, . . . , n), (1)

в случае, если корни λ1, λ2, . . . , λn характеристического уравнения, со-
ответствующего состоянию равновесия x1 = x2 = . . . = xn = 0 имеют
отрицательные действительные части, максимальное значение первой
производной квадратичной функции Ляпунова

V (x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i=1

n∑

j=1

Kijxixj (Kij = Kji), (2)

в силу системы (1) на заданной поверхности уровня V (x1, x2, . . . , xn) =
V0 может быть равно δV0 (2maxiReλi ≤ δ < 0). Параметры Kij(i, j =
1, 2, ..., n) функции Ляпунова (2), соответствующей каждому значению
δ, определяются из явных соотношений [8].
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Для линейного точечного отображения

x̄i =
n∑

j=1

aijxj (i = 1, 2, . . . , n), (3)

в случае, если корни z1, z2, . . . , zn характеристического уравнения, со-
ответствующего неподвижной точке x1 = x2 = . . . = xn = 0 лежат
внутри круга единичного радиуса, максимальное значение первой раз-
ности в силу (3) на заданной поверхности уровня V (x1, x2, . . . , xn) = V0

может быть равно δV0 (maxi{|zi|
2− 1} ≤ δ < 0). Параметры Kij(i, j =

1, 2, ..., n) функции Ляпунова (2), соответствующей каждому значению
δ, определяются из явных соотношений [8].

2. Условно-экстремальная функция Ляпунова. Применение
численно-аналитических методов при исследовании динамических си-
стем методом точечных отображений естественным образом приводит
к необходимости построения функции Ляпунова, наиболее удобной
для решения задачи определения длительности переходных процес-
сов. В качестве подобной функции предлагается выбрать квадратич-
ную функцию Ляпунова, гарантирующую минимальность числа ите-
раций линеаризованного в окрестности неподвижной точки точечно-
го отображения до попадания внутрь поверхности уровня, размеры
которой определяются особенностями критерия окончания переходно-
го процесса в системе. При этом предполагается равенство минимума
модуля первой разности на поверхности уровня заданному числу. Ра-
нее, в работе [11] рассматривалась задача построение квадратичной
функции Ляпунова, гарантирующей минимальность числа итераций
до попадания траектории линеаризованного отображения в заданную
полосу (при условии, что в дальнейшем она не покинет этой полосы).
Такая функция Ляпунова была названа условно-экстремальной.
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Введение. При построении систем управления автовращательными и
автоколебательными процессами, обладающими простой технической
реализацией за счет использования в качестве перестраиваемого па-
раметра показателя счетчика числа колебаний выходной координаты
управляемого объекта и создания на этой основе динамически изме-
няющейся во времени последовательности импульсов с последующим
сравнением ее с периодической последовательностью эталонных им-
пульсов, приходится иметь дело с математическими моделями (ММ)
систем управления с широтно-импульсной модуляцией и запоминани-
ем сигнала управления [1].

Обратно-пропорциональный характер зависимости фазы появления
выходных импульсов счетчика числа колебаний и частоты колебаний
управляемой координаты объекта приводит к нелинейной широтно-
импульсной модуляции процесса управления [2] и поэтому в каж-
дом конкретном случае требует учета специфики постановки задачи
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