
with the initial condition x (0) = x0.
Based on stated above considerations we construct the following

algorithm to solution the problem (1)-(3).

1. Construct F (t), G(t), v(t), Φ1, Φ2, Φ3, q, Q (t) , C (t) .

2. Determine the functions of the matrices S (t) , N (t) and ω (t) by
solving the system of equations (6)

3. Determine n (t) and W (t) from the system equations (7)

4. Find x (0) and γ by solving the system of algebraic equations (8)

5. Determine u(t) by the formula (9)

6. Find the unknowns x(t) from the system (10) provide that x (0) =
x0.
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Введение. В работах В. Ф. Демьянова, А. М. Рубинова, Б. Н. Пше-
ничного [1–5] были введены понятия нижнего и верхнего экзостера.
Оказалось, что условия минимума наиболее органично описываются с
помощью верхнего экзостера, а максимума – нижнего. Поэтому верх-
ний экзостер был назван собственным для задачи на минимум (несоб-
ственным для задачи на максимум), а нижний экзостер – собственным
для задачи на максимум (несобственным для задачи на минимум).
Данная работа посвящена получению условий экстремума в терми-
нах несобственного обобщенного экзостера, обобщающих условия, по-
лученные В. Ф. Демьяновым , В. А. Рощиной, М. Э. Аббасовым [6–10].

Обобщенные экзостеры – это семейства выпуклых компактов, поз-
воляющие представлять главный член приращения функции в иссле-
дуемой точке в inf sup-м либо sup inf-м виде, причем верхний обобщен-
ный экзостер используется для первого представления, а нижний – для
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второго. Использование обобщенных экзостеров позволяет расширить
класс рассматриваемых функций по сравнению с классом функций,
которые можно исследовать с помощью экзостеров.

Пусть f : X −→ R, где X ⊂ R
n – открытое множество, и имеет

место разложение

f(x+ g) = f(x) + hx(g) + ox(g). (1)

В (1) ox(g) удовлетворяет одному из условий:

lim
α↓0

ox(αg)

α
= 0 ∀ g ∈ R

n (2)

либо
lim

||g||→0

ox(g)

||g||
= 0 ∀ g ∈ R

n. (3)

При справедливости условия (2) и п.о. hx(g) необходимым условием
минимума является h(g) ≥ 0 ∀g ∈ R

n, а h(g) ≤ 0 ∀g ∈ R
n – необходи-

мым условием максимума.
Если выполнено условие (3) и по-прежнему, hx(g) – п.о., то h(g) >

0 ∀g ∈ R
n – необходимое и достаточное условием строгого минимума,

а h(g) < 0 ∀g ∈ R
n – строгого максимума.

Если справедливо представление hx(g) = inf
C∈E∗(x)

sup
v∈C

(v, g), где E∗(x)

– семейство выпуклых множеств в R
n, а ox(g) удовлетворяет (2), гово-

рят, что E∗(x) – обобщенный верхний экзостер в смысле Дини функции
f в точке x; если справедливо (3) то – в смысле Адамара.

Когда справедливо представление hx(g) = sup
C∈E∗(x)

inf
v∈C

(v, g), где E∗(x)

– семейство выпуклых множеств в R
n, а ox(g) удовлетворяет (2), гово-

рят, что E∗(x) – обобщенный нижний экзостер в смысле Дини функции
f в точке x; если справедливо (3) то – в смысле Адамара.

1. Основные результаты. Пусть S =
{
g ∈ R

n
∣∣ ||g|| = 1

}
.

Теорема 1. Для того чтобы

h(g) = sup
C∈E∗

inf
v∈C

(v, g) ≥ 0 ∀g ∈ S, (4)

где E∗ – семейство выпуклых множеств в R
n, необходимо и доста-

точно, чтобы для любого g ∈ S
n выполнялось условие

∀ε > 0 ∃Cε ∈ E∗ : (v, g) ≥ −ε ∀v ∈ Cε. (5)
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Замечание 1. Если необходимое условие максимума из теоремы 1
не выполнено, то

∃g ∈ S ∃ε > 0 : ∀C ∈ E∗ ∃vε ∈ C (vε, g) < −ε.

Любое такое направление g есть направление спуска.

Теорема 2. Для того чтобы h(g) = inf
C∈E∗

sup
v∈C

(v, g) ≤ 0 для любого

g ∈ S, где E∗ – семейство выпуклых множеств в R
n, необходимо и

достаточно, чтобы для любого g ∈ S выполнялось условие

∀ε > 0 ∃Cε ∈ E∗ : (v, g) ≤ ε ∀v ∈ Cε.

Замечание 2. Если необходимое условие максимума из теоремы 2
не выполнено, то

∃g ∈ S ∃ε > 0 : ∀C ∈ E∗∃vε ∈ C (vε, g) > ε.

Любое такое направление g есть направление подъема.

Для условия строго экстремума справедливы следующие результа-
ты:

Теорема 3. Для того чтобы

h(g) = sup
C∈E∗

inf
v∈C

(v, g) > 0 ∀g ∈ S, (6)

где E∗ – семейство выпуклых множеств из R
n, необходимо и доста-

точно, чтобы

∃ε̃ > 0 : ∀g ∈ S ∃Cg ∈ E∗, (v, g) > ε̃ ∀v ∈ cl Cg. (7)

Теорема 4. Для того, чтобы

h(g) = inf
C∈E∗

sup
v∈C

(v, g) < 0 ∀g ∈ S,

где E∗ – семейство выпуклых множеств из R
n, необходимо и доста-

точно, чтобы

∃ε̃ > 0 : ∀g ∈ S ∃Cg ∈ E∗, (v, g) < −ε̃, ∀v ∈ cl Cg. (8)

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (грант № 12-01-00752).
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Пусть управляемый процесс описывается системой интегро-
дифференциальных уравнений типа Барбашина [1–3]

∂z

∂t
=

b∫

a

K(t, x, s)z(t, s)ds+f(t, x, u(t)), (t, x) ∈ D = [t0, t1]×[a, b], (1)
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