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Пространство X называется псевдокомпактным, если любая функция f∈C(X) ограничена. Всякое счетно 
компактное пространство псевдокомпактно, а для нормального пространства верно и обратное (см. [3, с. 310]).  

Пространство X назовем локально подвижным (см. [1, 2]), если для любой пары 0( ),x U,  где 0 ,x X∈  
0( ),XU x∈τ  найдется отображение ( )f C X X∈ ,  такое, что ( )f x x=  при ( )x U f U U∉ , ⊂  и 0 0( ) .f x x≠   

Доказательство теоремы 2. 
Лемма 1. Вполне регулярное пространство X является псевдокомпактным тогда и только тогда, 

когда любое дискретное в X семейство непустых открытых множеств конечно.  
Лемма 1 дополняет известную характеристику псевдокомпактных пространств (см. [3, с. 311]) и 

доказывается схожим образом.  
Лемма 2. Если пространство X вполне регулярно, а пространство Y нормально и линейно связно, 

то эквивалентны следующие условия: (a) [f(X)]Y  счетно компактно для любого f∈C(X,Y); (b) X 
псевдокомпактно или Y  счетно компактно.  

Дока з а т ель с тво . Покажем (b) ⇒  (a). При счетно компактном Y  факт очевиден. Пусть X 
псевдокомпактно. Допустим от противного, что [f(X)]Y  не счетно компактно для некоторого f∈C(X,Y). 
Тогда найдется дискретное в Y множество { | } [ ( )]n Y i jy n f X y y∈ ⊂ , ≠N  при i j≠  (см. [3, с. 304]). 
Поскольку Y нормально, то существует дискретное в Y семейство { | },nU n∈N  где ( ),n Y nU y∈τ  n∈N 
(см. [3, с. 119, 452]). Но тогда 1{ ( ) | }nf U n− ∈N  – бесконечное дискретное в X семейство непустых 
открытых в X множеств, что в силу леммы 1 противоречит псевдокомпактности X. Покажем (a) ⇒  (b). 
Допустим от противного, что X не псевдокомпактно, а Y не счетно компактно. Тогда в Y найдется 
дискретное множество { | {0}}n i jy n y y∈ ∪ , ≠N  при i j≠ , а в силу леммы 1 в X существует такое 
бесконечное дискретное семейство { | },nU n∈N  что n XU∅ ≠ ∈τ  для любого n∈N. Фиксируем 
произвольную точку .n nx U∈  Поскольку X вполне регулярно, то для каждой точки nx  и ее 
окрестности ,nU  n∈N, существует непрерывная функция n X Iϕ : →  (здесь и далее [0 1]I = , ) такая, 
что ( ) 1,n nxϕ =  ( ) 0n xϕ =  для \ .nx X U∈  Из линейной связности Y  следует, что для точек 0y  и ,ny  
n∈N, найдется такое отображение ,n I Yψ : →  что (1) ,n nyψ =  0(0) .n yψ =  Тогда n n nf = ψ ϕo  является 
непрерывным отображением из X в ,Y  и при этом ( )n n nf x y=  и 0( )nf x y=  для \ .nx X U∈  Далее 
определим отображение f X Y: →  следующим образом: ( ) ( ),nf x f x=  когда nx U∈ ,  n∈ ,N  0( )f x y=  
при 

1
.nn

x U∞

=
∉U  Поскольку семейство { | }nU n∈N  дискретно в X, для любой точки x∈X найдутся 
( )XV x∈τ  и n∈N, при которых ,V nf f| =  откуда следует, что f∈C(X,Y). Однако [f(X)]Y содержит 

дискретное множество { | {0}},ny n∈ ∪N  что противоречит его счетной компактности. Лемма доказана. 
А теперь теорема 2 вытекает непосредственно из теоремы 1 и леммы 2 в случае метризуемого  

пространства Y. 
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УДК 519.24 
Н.Н. ТРУШ, ЧЭНЬ ХАЙЛУН (КНР) 

ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ GARCH(1,1) С ОСТАТКАМИ, ИМЕЮЩИМИ  
РЕГУЛЯРНО МЕНЯЮЩЕЕСЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

For the estimation of parameters of model GARCH(1,1) with the errors having regularly varying distribution with index α>0, 
updating of the maximum likelihood function is constructed. The consistency and the asymptotic normality of the constructed estima-
tions are proved. 

Рассмотрим модель GARCH(1,1) вида 
,t t ty = σ ε  ,t Z∈                                                                         (1) 

где 
2 2 2

0 0 0 1 0 1(1 ) ,t t ty − −σ = ω −β + α +β σ                                                          (2) 
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0 0,ω >  0 0,α >  00 1,≤ β <                                                             (3) 
{ }tε  – независимые, одинаково распределенные регулярно меняющиеся случайные величины с ин-
дексом 0α >  (см. [1]). 

Пусть 0 0 0 0( , , )θ = ω α β  – неизвестные параметры модели, 1 2{ ( , , ) : 0 ,Θ = θ = ω α β < ω ≤ ω≤ ω    

1 2 1 2
2
00 , 0 1, ln( ) 0}E< α ≤ α ≤ α < β ≤ β ≤ β < β + αε <  – параметрическое пространство, 0θ  – внутренняя 

точка пространства ,Θ  тогда рассматриваемая параметрическая модель может быть представлена в 
виде ( ) ,t t ty = σ θ ε  ,t Z∈  причем, следуя работам [2, 3],  

2 2
1

0
( ) , .k

t t k
k

y t Z
∞

− −
=

σ θ = ω+ α β ∈∑                                                        (4) 

Лемма 1. При любых 1,i n=  имеем неравенство 
2

2
0 02

1

(1 ).
i

t
t j

jt i
−

=−

σ
≤ +β + α ε

σ ∏  

Дока з а т ельс т во .  Воспользуемся методом математической индукции. Для 1,i =  используя (2), 
(3), получим 

2 2 2
2 20 0 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 12 2 2
1 1 1

(1 ) (1 ) 1 .t t t
t t

t t t

y − −
− −

− − −

σ ω −β + α +β σ ω −β
= = + α ε +β ≤ +β + α ε

σ σ σ
 

 
Предположим, что лемма справедлива при 1,i n= −  тогда 

2 1
2

0 02
11

(1 ).
n

t
t j

jt n

−

−
=− +

σ
≤ +β + α ε

σ ∏                                                      (5) 

Докажем, что лемма справедлива для .i n=  Используя (2), (3), получим, что 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

21 0 0 0 0 0 0
0 02 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1

(1 ) (1 )t t t n t t n t n t t n t n
t n

t n t n t n t n t n t n t n t n t n

y− + − − − −
−

− − + − − + − − + − − −

⎡ ⎤σ σ σ σ ω −β + α +β σ σ ω −β σ σ
= ⋅ = ⋅ = + α ε +β =⎢ ⎥σ σ σ σ σ σ σ σ σ⎣ ⎦

 

 
2 2
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0 0 0 02 2 2

1 1

(1 ) (1 ).t t
t n t n

t n t n t n
− −

− + − − +

⎡ ⎤σ ω −β σ
= + α ε +β ≤ +β + α ε⎢ ⎥σ σ σ⎣ ⎦

 

Из (5) имеем 
2

2
0 02

1

(1 ).
n

t
t j

jt n
−

=−

σ
≤ +β + α ε

σ ∏  

Лемма доказана. 
Лемма 2. При любом натуральном числе 0M >  

2
2

112
2 0

0 0
1

( ) .
(1 )

M
kt

t kM
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t j
j

− −+
=

−
=

σ θ α
≥ β ε

σ +β + α ε
∑

∏
 

Дока з а т ель с тво .  Из (4) вытекает, что 
2 2 2

2
2 2

1 1
0 0

( )
t t t

M
k kt

t k t k
k k

y y
∞

− − − −
= =

σ σ σ
= ≤

σ θ ω+ α β α β∑ ∑
                                                   (6) 

при любом натуральном числе 0.M >  
Используя лемму 1 и (6), получим 

2
2 21

2 2 20 1
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M
k
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− −
= =

α β
σ θ σ α

≥ = α β ε ≥ α β ε ≥ β ε
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∑
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Лемма доказана. 
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Теорема 1.  При любых ,λ  0 ,< λ < α  
2

2sup .
( )
t

t

E
λ

θ∈Θ

⎧ ⎫σ
< ∞⎨ ⎬σ θ⎩ ⎭

                                                                    (7) 

Дока з а т ель с тво .  Используя неравенство Гёльдера и лемму 2, при любых ,p′  ,p′λ < < α  имеем 

2 1
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0 02
21

1
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/ ( )//( )1
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1 1sup (1 )
( )

1 (1 ) .
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+
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θ∈Θ =
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=

′λ ′ ′−λ′ ′ ′−λ −λ+

− − −λ
==

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎛ ⎞⎧ ⎫σ ⎢ ⎥⎜ ⎟≤ + β + α ε ≤⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎢ ⎥σ θ α ⎜ ⎟⎩ ⎭ ⎝ ⎠ β ε⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪≤ +β + α ε β ε⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟α ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭

∏
∑

∑∏

                       (8) 

Из независимости случайных величин { }tε  получим 
/ /

1 1
2 2

0 0 0 0
1 1

(1 ) (1 ) .

pp p
M M

p
t j t j

j j
E E

′λ′ ′λ
+ +

′
− −

= =

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪+ β + α ε = +β + α ε < ∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∏ ∏                         (9) 

Так как { }tε  – регулярно меняющиеся случайные величины с индексом ,α  то 2{ }tε  имеют регу-

лярно меняющееся распределение с индексом / 2.α  Тогда 2
1

0

M
k

t k
k

− −
=

β ε∑  является регулярно меняющей-

ся случайной величиной с индексом / 2.α  Из леммы 3.1 [1] имеем 
/( )

2
1

0
.

p pM
k

t k
k

E
′ ′−λ −λ

− −
=

⎛ ⎞
β ε < ∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑                                                       (10) 

Используя (8) – (10), получим (11).  
Теорема доказана. 

Рассмотрим модифицированную функцию правдоподобия в следующем виде: 

1

1( ) ( ),
n

n t
t

L l
n =

θ = θ∑  
2

2
2

1( ) ln ( ) ,
( )

p

t
t t

t

yl
p

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥θ = − σ θ + ⎜ ⎟σ θ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

                                    (11) 

p  – некоторая константа, 0 .p< < α   
Пусть ˆ

nθ – М-оценка параметра 0θ  модели (1) – (3) с функцией правдоподобия (11), т. е. 
ˆ arg max ( ).n nL

θ∈Θ
θ = θ  

Теорема 2. Предположим, что 0 ,p< < α  2
0| | 1,pE ε =  тогда  

. .
0

ˆ п н
nθ ⎯⎯→θ  при .n →∞  

Доказательство теоремы проводится аналогично, как в работе [4].   
Теорема 3. Предположим, что 2

0| | 1,pE ε =  тогда для 0 / 4p< < α  имеем 

( )1/2 1 1
0

ˆ (0, )d
nn N B B− −θ − θ ⎯⎯→ Σ  при ,n →∞  

где 

4
0( ( ) 1) ,pE AΣ = ε −  

2 2
0 0 0 0

2 2
0 0

( ( )) ( ( ))
T

A E
⎡ ⎤′ ′⎛ ⎞σ θ σ θ
⎢ ⎥= ⎜ ⎟σ σ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

, 0 0( ).B El ′′= θ  

Доказательство теоремы проводится аналогично, как в работе [4]. 
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