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Рассматривается задача оптимизации структуры портфеля финансовых 
активов с учетом институциональных ограничений в условиях неоднородных 
ожиданий инвесторов и неоднородности волатильности рынка. Для учета неод-
нородности ожиданий инвесторов при оценивании вектора ожидаемых доход-
ностей используется модель Блэка – Литтермана. Для учета временной неодно-
родности ковариационной матрицы доходностей активов предлагается исполь-
зовать эконометрическую модель ковариационной матрицы с динамическими 
корреляциями (DCC GARCH). Описывается инструментальная система для ре-
шения рассматриваемой задачи. Проводится экспериментальное исследование 
на основе разработанной инструментальной системы.  
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Задача  условной  оптимизации  структуры  портфеля 

Пусть портфель финансовых активов формируется на множестве из ( 1)N N 
 

различных активов. Для периода владения  ( 1, ... , )t t T  будем обозначать: 1, ,,t i t iP P   

значения курса и актива  ( 1, ... , )i i N  в начале и в конце периода соответственно; 

 , , 1,ln /t i t i t ir P P
 
 логарифмическая доходность актива i  (непрерывная ставка про-

центов), 
,

( ) N

t t i
r r    случайный вектор доходностей активов. Структура портфе-

ля определяется вектором   N

iX x  , 
1

1,
N

i

i

x


  где ix – удельный вес актива i  в 

портфеле. 
Предполагается, что вектор rRtR

 является условно-гауссовским, т. е. закон распре-

деления данного вектора является нормальным, что обозначается 

  1| ~ ,t t N t tr N   ,  (1) 

где 1t  – информация, включающая значения вектора доходностей { }( 1, ..., 1)r t   , 

доступная к моменту времени 1t  ;  , 1( ) | N

t t i t tE r        – условное матема-

тическое ожидание вектора доходностей активов rR

tR

 (вектор ожидаемых доходностей 

активов);  , 1( ) ( )( ) |t t ij t t t t tE r r         – условная положительно опреде-

ленная ковариационная матрица случайного вектора доходностей активов размерно-
сти ( )N N . 

Для каждого периода владения  ( 1, ... , )t t T будем рассматривать следующую 

задачу однопериодной оптимизации структуры портфеля финансовых активов [1]: 



 

 

 
2 min,  1, ... , ,t t

X
X X t T


      (2) 

где N   область допустимых значений вектора   N

iX x   в (2), опреде-

ляемая множеством ограничений на структуру и ожидаемую доходность портфеля, 
представимая в виде 

  : , , 0,  , 1, ,N

i i i i t b i i iX x v v x X r X I x                      , (3) 

где I – единичный N-вектор; b tr  – заданная минимальная приемлемая доходность 

портфеля активов, доходность эталонного показателя инвестора за -t й период владе-

ния; iv
 и iv

 – соответственно нижние и верхние допустимые значения доли i-го ак-

тива в портфеле. 
При решении задачи (2), (3) для каждого периода владения  ( 1, ... , )t t T  на осно-

ве эконометрических моделей оцениваются (прогнозируются) ожидаемые доходно-

сти t , а также условная ковариационная матрица доходностей активов 

 , 1( ) ( )( ) |t t ij t t t t tE r r        . Задача оптимизации структуры портфеля ре-

шается с помощью методов квадратичного программирования. При этом вместо не-

известных истинных значений вектора { }t  и матриц { }t  используются их стати-

стические оценки { }t

 ,{ }t


 . 

Экономические  модели  в  задаче   
условной  оптимизации  структуры  портфеля 

Для учета неоднородности ожиданий инвесторов при оценивании вектора ожидае-
мых доходностей в качестве эконометрической модели используется модель Блэка – 
Литтермана [2]. В рамках данной модели предполагается, что условные математиче-
ские ожидания вектора доходностей активов (вектора ожидаемых доходностей) 

( 1, ... , )N

t t T    являются случайными векторами с некоторым неизвестным рас-

пределением вероятностей. Для построения распределения вектора ожидаемых доход-

ностей 
N

t   используется байесовский подход, в рамках которого апостериорное 

распределение вектора ожидаемых доходностей представляет собой комбинацию ап-
риорного распределения равновесных рыночных доходностей и распределения про-
гнозов инвесторов, относительно ожидаемых доходностей активов портфеля [3].  

Относительно априорного распределения вектора ожидаемых доходностей 

( 1, ... , )N

t t T    и распределения М прогнозов абсолютных (относительных) до-

ходностей активов портфеля в модели Блэка – Литтермана принимаются предполо-
жения [3]: 

  1| ~ ,t t N t tN    ,  (5) 

  1| ~ ,t t t M t tP N Q   , (6) 

где 1t  – информация, доступная к моменту времени 1t  ; ,( ) N

t t i     – вектор 

равновесных рыночных доходностей; ,( )t t ij     – ковариационная матрица векто-

ра равновесных рыночных доходностей активов размерности ( )N N , , ,( )t t k jP p  – 



 

 

матрица размерности ( ),M N идентифицирующая активы, относительно которых 

инвестором делаются прогнозы; ,( ) M

t t kQ q   – вектор прогнозируемых инвесто-

ром доходностей активов; ,diag{ }t t k    – диагональная ковариационная матрица 

размерности ( )M M , элементы которой характеризуют неопределенность относи-

тельно прогнозов инвестора. 

Оценка вектора равновесных рыночных доходностей t  строится в предположе-

нии об эффективности рынка активов, входящих в портфель следующим образом [4]: 

  t t t eq tX

    ,   

где t   коэффициент склонности инвестора к риску; ,( )eq t eq t iX x   вектор размер-

ности ( 1)N 
 
нормированных удельных весов каждого из активов в общем объеме 

равновесного (equilibrium) эффективного рынка. 

Коэффициент склонности инвестора к риску может быть рассчитан как  

 
0

2

( )b t t

t

eq t

r r
 


,  

где 
2

eq t eq t t eq tX X    дисперсия равновесного рыночного портфеля. 

Диагональные элементы ,( ) 1, ... ,t k k M   ковариационной матрицы
 t  опреде-

ляются следующим образом [3]: 

 
, , , , 1, ... , ,t k t k t t kp p k M     

где ,t kp – k -ый прогноз инвестора. 

Относительно апостериорного распределения вероятности вектора ожидаемых 

доходностей t в модели Блэка  Литтермана принимается предположение [3]: 

  1| ~ ,t t N BL t BL tN    ,  (7) 

где 
N

BL t   – комбинированный вектор ожидаемых доходностей; BL t  – ковариа-

ционная матрица комбинированного вектора ожидаемых доходностей размерности
( ).N N  

Оцениваемый комбинированный вектор ожидаемых доходностей BL t  определя-

ется соотношением [3]: 

 
1

1 1 1

BL t eq t t eq t t t t eq t t t t t tX X P P X P Q
 

                    .  (8) 

Оценка ковариационной матрицы комбинированного вектора ожидаемых доход-
ностей размерности будет определяться как [3]: 

 
1

1 1

BL t t t t t tP P
 

        
  

. (9) 

Для учета временной неоднородности ковариационной матрицы доходностей ак-

тивов предлагается при построении оценок ковариационных матриц { }t

  использо-

вать эконометрическую модель ковариационной матрицы с динамическими корреля-
циями (DCC GARCH) [5]. 



 

 

Реализация  инструментальной  системы   
для  решения  задачи  портфельной  оптимизации  

В рамках решения задачи портфельной оптимизации требуется решение задач 
построения и исследования альтернативных алгоритмов портфельной оптимизации 
на основе модельных и реальных исторических данных, а также решения задачи 
портфельной оптимизации в реальном времени. 

Для решения указанных задач было разработано программное обеспечение, 
включающее в себя пакет модулей среды Matlab. Пакетом модулей решается задача 
построения и исследования альтернативных алгоритмов портфельной оптимизации 
на основе модельных и реальных исторических данных. На основе модулей с единым 
интерфейсом, реализующих алгоритмы портфельной оптимизации, возможно созда-
ние динамически загружаемых библиотек (Dynamic Loaded Libraries – dll), которые 
далее могут быть использованы при решении задачи оптимизации структуры порт-
феля в реальном времени.  

Результаты  экспериментальных  исследований  алгоритмов   
портфельной  оптимизации  на  основе   

инструментальной  системы 

На основе разработанной инструментальной системы проведены эксперимен-
тальные исследования. Целью экспериментов является сравнительный анализ аль-
тернативных алгоритмов оптимизации структуры портфеля финансовых активов на 
основе тестовых данных. 

Для формирования структуры портфеля используются следующие алгоритмы. 
Базовый алгоритм формирования структуры портфеля (А1). Состоит в установ-

лении структуры портфеля в пропорциях, соответствующих рыночным капитализа-
циям выбранных компонент эталонного показателя.  

Алгоритм на основе подхода доходность – риск (А2). Заключается в решении за-
дачи (2), (3), где в качестве оценки вектора ожидаемых доходностей портфеля ис-
пользуется среднее значение по всей реализации временного ряда доходностей, а для 
построения оценок ковариационных матриц используется модель динамических ус-
ловных корреляций (DCC) [4]. 

Алгоритм на основе модели Блэка – Литтермана (А3). Состоит в решении зада-
чи (2), (3), где оценка вектора ожидаемых доходностей портфеля строится на основе 
формулы (8), а оценка ковариационной матрицы строится на основе модели DCC и 
формулы (9). 

Статистическое моделирование тестовых данных проведено на основе многомер-
ной модели условной гетероскедастичности DCC GARCH. Для моделирования ис-
пользуется пакет модулей 22TUCSD Toolbox среды Matlab22T. 

При построении матриц { }( 1, ... , )tP t T  и векторов прогнозов{ }( 1, ... , )tQ t T  

делается допущение о том, что в каждый момент времени ( 1, ... , 1)t t T   инвестор 

имеет достоверные ожидания относительно доходностей активов. Таким образом, 

матрица ,{ } {( )}t t iP p , где , 1t kp  , , 1t lp   , , 0t jp 
1,( arg max t i

i
k r , 

1,arg min t i
i

l r , { , }j k l , 1, ... , 1)t T 
 
вырождается в вектор размерности (1 )N . 



 

 

Вектор прогнозов ожидаемых доходностей { } {( )} ( 1, ... , )t tQ q t T   вырождается в 

скалярные значения прогнозируемых относительных доходностей 1, 1,t t k t lq r r   . 

Эксперименты проводятся на тестовых данных { } N

tr  10N  , 1, ... ,1500t  . 

Для сравнительного анализа алгоритмов A1, A2, A3 проводятся имитационные экс-

перименты на модельных данных для наблюдений { }tr 301, ... ,1500t  . При построе-

нии статистических оценок { }t

 ,{ }t


 , применяемых при решения задачи (2), (3) в 

алгоритмах А2, А3 в качестве исходной информации 1 используются наблюдения 

{ }tr 1, ... ,300t  . На последующих шагах имитационного эксперимента объем исход-

ных данных увеличивается и включает предыдущие наблюдения. 
В табл. 1 представлены характеристики инвестиционной эффективности страте-

гий А1, А2, А3: средняя доходность портфелей ( ), средний риск портфеля, выра-

женный средним стандартным отклонением доходности ( ), и среднее значение ин-
декса Шарпа (SI). Согласно приведенным в табл. 1 значениям средних доходностей и 
индексов Шарпа наибольшей инвестиционной эффективностью среди альтернатив-
ных алгоритмов обладает алгоритм на основе модели Блэка – Литтермана. 

Таблица 1  
Характеристики инвестиционной эффективности  

алгоритмов А1, А2, А3 

Алгоритм     SI 

A1 0.33451 1.29416 0.25847 
A2 0.36838 0.33384 1.10346 

A3 1.18787 0.35329 3.36231 

Таким образом, разработанная инструментальная система позволяет решить ком-
плекс задач, возникающих в процессе управления рисками портфеля финансовых ак-
тивов. В результате проведенных исследований показано, что при решении задачи 
оптимизации (2), (3) целесообразно использование алгоритма А3, учитывающего не-
однородность ожиданий инвесторов относительно будущих доходностей. 
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