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и выполнив замену ,nx u=  получим 
2

,
n

nbuu uu
u n

ε ⋅′
′′ ′= + ⋅                                                            (20) 

где 1.nε =  

Уравнение (20) обладает свойством Пенлеве только при условии ( ) 0nb ′ =  [8]. Таким образом, сис-
тема (9) со свойством Пенлеве имеет вид 

, ,n n n nx yx y K xy′ ′= =                                                        (21) 
где K  – постоянная. 

Рассмотрим систему (10). Положим ,nx X−= λ  ,ny Y−= λ  2
0 .t t= + λ τ  Поскольку 1 0( ) 0,nb t+ ≠  то 

решения системы нулевого приближения имеют подвижные критические особые точки. Следова-
тельно, система (10) не обладает свойством Пенлеве. 

Таким образом, справедлива 
Теорема 2. Для того чтобы система (1) при 3n ≥  обладала свойством Пенлеве, необходимо и 

достаточно, чтобы она линейным преобразованием ,x  y  и аналитической заменой независимой пе-
ременной t  приводилась к одному из следующих видов: (14), (17) или (21). 
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А.П. САДОВСКИЙ, Т.В. ЩЕГЛОВА 

ЦЕНТРЫ КУБИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ С ОДИННАДЦАТЬЮ ПАРАМЕТРАМИ 
We present nine conditions for the origin to be a centre for the system 2 2 3(1 ) ,x y Dx Px Hx Qx′ = + + + +  

2 2 3 2 2 33 3y x Ax Bxy Cy Kx Lx y Mxy Ny′ = − + + + + + + +  and determine Darboux integrating factors. 

Рассматривается система 
2 2 3

2 2 3 2 2 3

(1 ) ,
3 3 ,

x y Dx Px Hx Qx
y x Ax Bxy Cy Kx Lx y Mxy Ny

′ = + + + +
′ = − + + + + + + +

                                  (1) 

где , , , , , , , , , , .A B C D H K L M N P Q∈C  Для системы (1) в начале координат возникает проблема разли-
чения особой точки типа центр или фокус. Решение этой проблемы для различных классов кубиче-
ских систем рассмотрено в [1]. Решение проблемы для системы (1) в случае 0H N Q= = = изложено 
в [2]. Случай 0D H P Q= = = =  для системы (1) рассмотрен в [3, 4]. Достаточные условия центра 
при 0H Q= =  для (1) указаны в [5]. 

Рассмотрим проблему различения особой точки типа центр или фокус для системы (1). Существу-
ет формальный ряд 2 2

,3
,i j

i ji j
U x y q x y∞

+ =
= + +∑  для которого в силу (1) 2 2 1

1
( ) ,i

ii
U g x y∞ +

=
= +∑&  где 

, 1,2,...,ig i =  фокусные величины системы (1). Начало координат является центром тогда и только 
тогда, когда 0, 1,ig i= = ∞  [6]. 
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Введем вектор ( , , , , , , , , , , ).p A B C D H K L M N P Q=  Тогда фокусные величины , 1,2,...,ig i =  являют-
ся полиномами кольца [ ]pC . Образуем идеал [ ]1 2 ., ,J g g p= … ∈C  Многообразие 

{ }11( ) : ( ) 0V J p g J g p= ∈ ∀ ∈ =C  будем называть многообразием центра системы (1). Особая точка 

O(0,0) является центром тогда и только тогда, когда ( )p V J∈  [7]. 
Исключим в (1) независимую переменную t и введем подстановку 

2 3

2 .
1

Y Hx Qxy
Dx Px

− −=
+ +

 

Получим уравнение вида 
2 2 2 3(1 ) ( ) 3 ( ) ( ) ,Dx Px YY x x x x Y x Y NY′+ + = − α + β + γ +                             (2) 

5 3 3 2 2 2

2 2 2 2 3 3 2

2 2 2 2;

где ( ) ( ) ( )( ) (1 ) 3 ( )( )(1
) (1 )(1 ) ; β( ) ( ) (2 2( ) )( )

(1 ) / 3 ((3 2 ) / 3 ( ) )(1 ) γ( ) 3 ( ) (

x Nx H Qx x C Mx H Qx Dx Px x B Lx H Qx Dx
Px Ax Kx Dx Px x Nx H Qx x C D M P x H Qx

Dx Px B H L Q x Dx Px x Nx H Qx C D

α = + − + + + + + + + + +
+ + − − + + = + − + + + + ×
× + + + + + + + + = − + + + +
+ 2( 2 ) )(1 ).M P x Dx Px+ + +

     

Вторая замена 

2
( )

1 ( )
y xY

Dx Px y x
α=

+ + + β
 

приводит уравнение (2) к виду 
2 3 2 3 2 2

2 2 2 2 2 3

2 2 2 3

(1 ) ( ) (1 ) (1 )(3 ( ) ( ) ( ) ( )
( 2 ) (1 ) (1 ) ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) (1 ) ( ( ) / ( )) ) .

Dx Px x YY x Dx Px Dx Px x x x x x
D Px Dx Px Dx Px x y x x x x N x x

x Dx Px x x y

′+ + α = − + + + + + β +α γ +α ×
′× + + + − + + α + α β γ +α + β −

′−β + + α β
    (3) 

При этом имеют место соотношения 2 2 2
0 2 ( )( ) ( ), (1 ) ( ) 3 ( ) ( )xP x x Dx Px P x x x x= α + + = β +α γ +  

2 2 2 ( ),( )( 2 )(1 ) (1 ) xx D Px Dx Px Dx Px ′α+α + + + − + +  2 3
3(1 ) ( )Dx Px P x+ +  = 2( ) ( ) ( ) ( )x x x x Nα β γ + α +  

3 2 2 22 ( ) ( )(1 ) ( ( ) / ( )) ,x x x Dx Px x x ′+ β −β + + α β где 0 2 3( ), ( ), ( )P x P x P x − полиномы 8, 7, 11-й степеней 
соответственно. 

Тогда уравнение (3) принимает вид 
2 3

0 2 3( ) ( ) ( ) .P x yy x P x y P x y′ = − + +  
Следовательно, система (1) приводится к системе типа систем Льенара 

2 3
0 2 3( ), ( ) ( ) ,x yP x y x P x y P x y′ ′= = − + +                                                (4) 

где 8 7 10
0 2 31 0 0( ) 1 , ( ) , ( ) ; , , , 1,8,i j k

i j k j k ii j kP x c x P x a x P x b x a b c i= = == + = = ∈ =∑ ∑ ∑ C 0,7, 0,10.j k= =  

Для приведенной системы (4) в случае центра справедливы равенства 3 ( ) ( ),P x xQ x=  

0 2( ) ( ) 3 ( ) ( ) ( ); ( ), ( )Q x P x Q x P x xR x Q x R x′ + =  – полиномы. 
Введем следующие обозначения: ,C Dδ = −  2 ,C Dσ = +  3 ,B Hν = −  3 2 ,B Hτ = +  

2 2
1 188 172 27 ,A AC Cρ = + + 3 2 2 3

2 1140 3292 2506 821 ,A A C AC Cρ = + + + 3 2
3 1160 2180A A Cρ = + +

2 3 2 2
41430 387 , 108 100 35 .AC C A AC C+ + ρ = + +  

Теорема. Пусть V – многообразие центра системы (1). Тогда 
9

1
( ) ,i

i
V J V

=
⊂U  

где 1J  = 2 3( ),9 ( )A Kτ +σ τν + δσ δτ + τν + δσ 2 2((9 6 8 )( 9 )B BH H N− − δτ + + ((4 ) 18 ) ),C D Nδ − τ+ σ  
29 (9 ( 2 ) )( ),L N C Dτ + − + τ τν + δσ  (( 2 ) 9 )C D Mδτ + δ −  + 2 29 (3( ) 2 ),N C D− + τν  (( 2 )C Dδτ + δ +  
9 )P+ 9 (3 ),N C− δ + τν  29 ( 3 ) (3 (4 ) 2(5 2 )N H B D C H C D Hδσ − τ + τ − − −  + 2(9 (5 ) ) )B C D+ + δ σ −  

29 ,1 [ ];Q t p− τ − δτ IC  
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2J  = 2 2 22 (36 9 8 ) 18 9(2 )(2(2 ) 3( )) 9 ( )H A C H K A C D A D H BC N M H− + + τ − + + − + + + ν − −   
236 ( ) 18(3 ( ) ),H BH P B B H Q− + + − − σ  2 23 27 (( ) 2 ) (3(3 2 )H M HN C D H Q C D Hτ + + − + τ + δ  +  

2 22 6( 3 ) 12 ),H C D HQ Q+ τ ν − − −  2 ( ) ,H P DH Q Q− −  3 ( ) (2 ) 3( ),B A C A D H L N Q+ + − + + +  
3 3 3 2 2 32 ( (30 6 7 5 ) 3 (6 5 ) 9(4 11 ) 54 27(A H H BC BD CH DH B H H Q C D HQ Q C+τ τ τ + − − − τ − − + + − −

2 3 22 ) 9 )D H Q H− σ+ δ σ  + 29 ( (6 )HN H B Hτ +  + 3( 3 )( 2 )),H Q H Qσ− σ−  2 2 281 54H N D H N− τ −  
2 2 2 2 2 2 2 ,(9( ) 2 ) (9( 3 ) 81 ) 18 1 [ ];H C D C D H HN Q Q Ht p−τ − + τν + − τ + τ + τ − τ IC   

3J  = 2(( 2 ) 4 )((2 5 )C D H Q D C Hτ + − −  – (15 8 ) 3 )B H Q BH− + σ  + 29 ((7 ) (15HN C D H B− − +  

4 ) 3 ),H Q BH+ + σ  (( 2 ) 4 )( 2 )(2(2 15 )C D H Q H Q H B Q+ − δ + −  + (6 ) )H B H+ σ  – 23 ((7H M C −  
2)D H−  – (15 4 ) 3 ),B H Q BH+ + σ  3 ( )B A C+  + (2 ) 3( ),A D H L N Q− + + +  2 218(4 )A C H− +  

18 9(2 )(2(2 )K A C D A D H−+ τ + + −  + 3( ))BC N+  + 2 ( 3 ) 9 ( ) 18(2 ),H M H HP Qτν ν − + ν − − + σ  
2 2 2 2 2( ) , 3(3 (4 3 ) ) 4H P DH Q Q B C D H A H− − + − δ σ− τ  – 3 (3 (13 16 )H B C D−  + 2(17 14 ) )C D H− −  

2(3( 7 )(4 3 ) (39 4 )) 30(4 3 ) ,C D C D B H HQ C D Q− − − + τ − − −  3 440 (3 ( 4 ) 2(5 2 )Q H B C D C D− − + − ×  
2 2 2 2 3 2) (3(4 11 ) (15 8 )) (9 (4 ) ) 18 ,H C CD D B H H Q B C D H HQ× − − + + τ − + + − δ σ− σ  1 ((7H C− τ −  

2) (15 4 ) 3 ) [ ];D H B H Q BH t p− − + + σ IC  
2 2 2 2

4 ( 2 ) ( 2 ),J C DH C H N CH C H= + + − − τ  2( ) ,C A C H+ −  2 2 23 ( ) ,C L C H N+ −  2C M N− ×  

(3 ),BC N× +  4C P  + 2( )( ( )N C CH C H+ τ − τ  – 2 2( ) ),C H N+  2( )CH C H− τ  – 2 2( )C H+ ×  
2 , , 1 [ ];N C Q K CHt p× − − IC  

5J  = 2 2(2 8 ) (4 ) 243 ,A C D A C D B C+ − + + −  3 ( ) (2 8 ) ,B A C D A C D H+ + − + −  3 ( )B A C+ −  

2 3( ),CH L N− + +  2(2 2 )(4 ) 9 ,A C D A C D M+ − + + +  3 ( )BC A C+  – 22 ( 3 ) ,C H A C N+ +  2(2A+  
2 )( ) 9 , ( ) 2 , ,C D A C D P B A C D CH Q K+ − + + + + + − + 1 ( 3 )(2 8 ) [ ];A C A C D t p− + + − IC  

6 9 , 9 , 9 2 ,J K A A L M= − σ τ+ + τν + δσ 9 ,Nδτ+ 9 2 ,Pτν + + δσ  3 (2( ) ) (2(2 )B A C D A C+ + + − −  
;) 9D H Q− +  

7J  = 2 2 2 2 2 2 3 2 2 32 (3 50 ) 75 , 24 (3 50 ) 625 , 12 (3 50 ) 3125 ,A A H HL A A H H M A A H H N+ + + + + +  
2 2 2 24 (3 50 ) 625 ,A A H H P+ +  2 22 (3 50 ) 125 ,A A H HQ+ +  2 2 2 375 2(9 50 ), 125 6 ,BH A H CH A− + −  

2 2 2 ;125 2 (3 25 ), , 1 [ ]DH A A H K Ht p+ + − IC  

8 3 ( ) ( ) 3( ), 3 (34 49 ) (26 35 ) 4(32 7 ), 3(2J B A C A C H L N Q B A C A C H N Q A= + + − + + + + + − + + −
)(2 7 ) 64( 5 ),C A C M P− + + +  ,A C D+ −  1 26 (2 ) ,B A C H+ ρ + ρ  4 3(2 )(8048 18720A C A A C− + +  

2 2 3 416040 6216 791 )A C AC C+ + +  + 364 ,Kρ  464(10 ) (6 5 ) ,A C P A C− + + ρ  18(10 ) ,A C HP Q− − ρ  
2 2
2 3 2 3 ;7(2 ) 288 (10 )(2 7 ) ,1 (10 ) [ ]A C B A C A C A C t p+ ρ + − + ρ − − ρ ρ IC  

9 , , , , .J B L N H Q=  

Дока з а т ель с тво .  Пусть 
3

6 7 9
1

( ) ( ) ( ) ( ),i
i

p V J V J V J V J
=

∈U U U U  тогда для системы (4) выполня-

ется тождество ( ) 0.Q x ≡  В случае 4 5 8( ) ( ) ( )p V J V J V J∈ U U  для (4) выполняется тождество 
3 5( ) / ( ) const.R x Q x ≡  Тогда из метода Черкаса [6, с. 70] следует, что начало координат приведенной 

системы (4), а значит и системы (1) является центром. 
Теорема доказана. 
Рассмотрим вопрос об интегрировании системы (1). Укажем интегралы и интегрирующие множи-

тели типа Дарбу для системы (1) при 
8

1

( ).i
i

p V J
=

∈U  

Пусть 1( ).p V J∈  Тогда для системы (1) интегрирующий множитель типа Дарбу имеет вид 
3/2

1 1 ,f −µ =  
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где 1f  = 21 2 / 3 2 / 3 2(( 2 ) 9 ) / 9 /x y С D N xy Ny+ σ − τ − + τ− − τ δ  + ( ( (3Bδτ τ − 4 ) (4 ))H C D+σ − +  
2

19 ( (3 4 ) 2 )) / (9 ), 0N B H x f+ τ − + δσ δτ =  – инвариантная кривая. 
В случае 2( )p V J∈  для системы (1) существуют две инвариантные прямые 2 30, 0,f f= =  где 

2 31 / , 1 ( 3 / ) / 3.f Qx H f C N x y= + = + + τ − τ  Тогда интегрирующий множитель типа Дарбу для (1) 
имеет вид 

9
3

2 2 3 .
H HN
Q Qf f
δ

+
−τµ =  

Если 3( ),p V J∈  то для системы (1) интегрирующий множитель типа Дарбу имеет вид 
2 3/2

3 2 4 ,f f− −µ =  
где 4 1 2( 2 ) / (3 ) 2 / 3 (8(9(16 7 )(3 ) (15 4 )(75f H Q x H y C D C D B H B= + σ − − τ − − − + + + 28 )) 2H Q HQ− ×  

2 2 2(80 225 (2 17 ) 9(3 )(4H B C D C D С× σ − − − −  – 50CD  + 219 )D  – 12 (41 137 ))BH C D−  + 2 (6H BH ×  
2(45B× − 2 2 2 2 2 258 112 161 ) 8 (297 107 91 29 )C CD D H B C CD D− + + + − +  + 332 (33 4 )H B H+  – 49(225B +  

22 (77 74 )B C D+ σ − + 2(14 5 )(3 )))) /C D C D xδσ − − ξ  – 22( (6H Hσ 2 2(13 9 2 )С CD D× − +  + 29 ( (74B C C +  
7 )D+  – 2 2(11 2 ) 8 (5 14 ))D C D H C D− − −  + 3135 (13 14 )B C D+  + 254B H 3(17 46 ) 128 )C D H+ − δ −  

2 2 22 (9 (300 98 57 22 )HQ B B C CD D− + − +  + 2 2 212 (180 7 27 11 )H B C CD D+ − +  + 216 (9 4 ))H B H− −  
2120 (3 ( 2 ) 4 (2 ))) /Q B C D H C D xy− − + − ξ  + 2(2 (450 (5 )HQ B C D+  + 2 29 (84 31 )C C CD D− +  + 12BH ×  

(121C×  + 2 2 2 2 2 253 ) 32 ( 7 )) 40 (90 9 (3 ) 4 (21 4 )) (8 (34D H C D Q B C C D H B H H H C− − − + − + + +  – 53CD +  
210 )D+  – 2 29 (127B C  + 112CD  – 232 )D  – 2 2 26 (59 218 52 ) 18 (3 )(4 ))) / ,BH C CD D C C D C D y+ − − σ − − ξ  

2 2 2
49 (9(3 ) (15 4 ) ), 0H C D B H fξ = − + + = – инвариантная кривая системы (1). 

Пусть 4( ).p V J∈  Введем обозначения 2 2 2 2 2
1 ( ( ) ( )t N C H C H s= − − τ + τ − 2(3 (3 2 ))) /CHN C H s+ + τ  

2 2 2 3
2/( ( ( ) ( ))), (3 )(2 ( )) / ( ( 2 )),N CH C H N C H t H N C N C s N C HN CH− τ − + = + τ + + τ − − τ  3t  = (3N ×  

2 2( ) ( )) / ( ( (2 ))),Hs C CH s N C H s× − τ + τ − + τ  где s определяется из равенства ( )sCH s + τ −  
2( ) 0.N C sH− − =  Интегрирующий множитель типа Дарбу для системы (1) в этом случае имеет вид 

31 2
4 5 6 7 ,tt tf f fµ =  

где 2 2 2 2
5 1 ( ( ) ( ) ) / ( ),f CH C H C H N x C H= + − τ − +  3 2

6 1 ( ( )) / ,f С HN CH s x C sy= + − − + τ +  7 1f = +  
/ ,Ny C+  5 6 70, 0, 0f f f= = =  – инвариантные кривые системы (1). 

Если 5( ),p V J∈  то для системы (1) интегрирующий множитель типа Дарбу имеет вид 
54

5 8 9 10 ,ttf f fµ =  
где 8 1 (2 2 ) / 3,f A C D x= − + −  9 1 3 (2 2 ) / (2 8 ),f B A C D y A C D= − + − + −  10 1 (2 ) / 3f A C D x= − − − −  

9 / (2 8 ),BCy A C D− + −  4 (4 ) / ( 2 ),t A C D C D A= + + + −  5 2( 2( )) / ( 2 ),t A C D C D A= − + + −  8 0,f =  

9 0,f =  10 0f =  – инвариантные прямые системы (1). 
В случае 6( )p V J∈  интегрирующий множитель типа Дарбу 6µ  и интеграл Дарбу 1U  для системы 

(1) имеют вид 
1 1

6 11 12 ,f f− −µ =  
2

1 11 12 ,U f f −=  
где 2 2 2 2 2

11 27 18( ) 3 (( ) 2 ) 2 ( ),f x y x x y x Ax xy y= + σ − τ − τ − σ + τσ + τ + ν + δ  12 3 ,f x y= + σ − τ  11 0,f =  

12 0f =  – инвариантные кривые системы (1). 
Если 7( ),p V J∈  то для системы (1) существуют три инвариантные прямые 13 14 150, 0, 0f f f= = =  

и инвариантная кривая третьего порядка 16 0,f =  где 2 2 2
13 1 2 (3 50 ) / (125 ),f A A H x H= − +  

2
14 1 4 / 5 6 / (25 ),f Ax A y H= − −  2 2

15 1 2(3 50 ) / (25 ),f A H y H= − +  2 2
16 1 2(3 25 ) / (25 )f A H y H= − + +  

2 2 2 2 2 2 22 (2 1) / 5 (2( 25 ) / 25 4 (3 50 ) / (625 )) 4 (3A Hy x A H A A H y H x A A+ − − − + + − + 2 350 ) /125.H x  Интег-
рирующий множитель типа Дарбу 7µ  и интеграл Дарбу 2U  для системы (1) находим в виде 
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3/2 3/2
7 13 14 15 ,f f f− −µ =  

2
2 14 15 16 .U f f f −=  

Для восьмой серии условий 8( )p V J∈  для системы (1) существует интеграл Дарбу вида 
3 5 2

3 17 18 19 ,U f f f−=  
где 17 01 ,f = + ρ  2 2

18 0 3 17 41 (2 7 )(68 84 37 ) / (6 5 )(2 7 ) (16(10f A C A AC C A C A C f x A= + + + + ρ ρ + + + ρ −  

4 3) ) / (64(10 ) ),C x A C− −ρ − ρ  19f  = 2 2
3 21 (10 )(140 180 67 )((2 ) / (8 ) 3 / )A C A AC C A C x By+ − + + − ρ + ρ +  

18 45 (3(2 3 ) /16 3(6 5 ) / (128(2 7 ))f x A C A C x A C+ + + + ρ +  – 2 2
4(6 5 ) / (1024(10 )(2 7 )))A C x A C A C+ ρ − + −  

4 3 2 2 3 4 2
17 (5(4368 9888 9400 4552 1033 ) / 16 5(6 5 )(84 164f x A A C A C AC C A C A AC− + + + + + + +  + 2

4121 )C ρ ×  
/ 128x×  + 2 2

415(2 )(6 5 )(14 13 ) / (512(10 ))A C A C A C x A C− + + ρ −  – 2 3 3
415(6 5 )A C x+ ρ  / (8192(10 ))A C− +  

2 2 4 2
4 3 03(6 5 ) / (65536(10 ) )) / , ( 2 ) / 8A C x A C C A x+ + ρ − ρ ρ = − − 3 23 /B yρ ρ  и 17 0,f =  18 0,f =  19 0f =  – 

инвариантные кривые системы (1). При 8( )p V J∈  приведенная система (4) принимает вид 
2 3

0 1 2( ), ,x yP x y x xy xy′ ′= = − + α + α  
где 1 2, .α α ∈C  
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Н.А. ХАТИМЦОВ 

ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ЧЕТНЫХ ПОРЯДКОВ С ПЕРЕМЕННЫМИ ОБЛАСТЯМИ  

ПРИ НЕЛОКАЛЬНЫХ УСЛОВИЯХ 
The uniqueness theorem of strong solutions of the boundary problems for hyperbolic even-order operator-differential equations 

with variable domains of operator coefficients under two nonlocal boundary conditions is proved. 

Единственность сильных решений нелокальной задачи для гиперболического дифференциально-
операторного уравнения второго порядка со стационарным операторным коэффициентом установле-
на в [1] и с переменной областью определения операторного коэффициента – в [2]. Двухточечные 
граничные задачи для двучленных и полных гиперболических дифференциально-операторных урав-
нений высших четных порядков с зависящими от времени областями определения операторных ко-
эффициентов были изучены при локальных граничных условиях в [3] и [4] соответственно. В на-
стоящей работе впервые доказывается теорема единственности сильных решений двухточечной гра-
ничной задачи для двучленных дифференциально-операторных уравнений четных порядков в случае 
двух нелокальных граничных условий, которые никем не рассматривались даже при не зависящих от 
времени областях определения операторных коэффициентов. 


